UBER DIE SUMMATION DER RETHEN, DIE
IN DIESER FORM ENTHALTEN SIND

2 3 4 5 6
a a a a a a
1T 7T 5 TigT 515 T EIC
Leonhard Euler

§1 Aus diesen Dingen, welche ich einst als erster {iber die Summation der
Potenzen der Reziproken hervorgehoben habe, konnen nur zwei Fille berech-
net werden, in denen sich die Summe der hier vorgelegten Reihe angeben
lasst; der eine ist natiirlich der, in dem a = 1 ist, wo ich gezeigt habe, dass die
Summe dieser Reihe

1 1 1 1
1+1+§+E+£+etc
gleich % ist, wahrend 7t die Peripherie des Kreises bezeichnet, dessen Durch-
messer gleich 1 ist; der andere Fall ist aber der, in dem a = —1 ist; dann ist
ndmlich, nachdem die Vorzeichen gedndert worden sind, die Summe dieser
Reihe
1—1+1—i+i—etc
4 9 16 25

gleich 7Z. Aufierdem habe ich aber durch eine vollig einzigartige Methode
gefunden, dass im Fall a = % die Summe dieser Reihe

1 + 1 + 1 n 1
1-2 4.22 9.2 16-24

+ etc

gleich 22 — 1 In?2 ist, wihrend In2 den hyperbolischen Logarithmus von 2

bezeichnet, welcher 0,693147180 ist. Aber aufser diesen Fillen ist in der Tat
noch kein anderer bekannt, in dem sich die Summe angeben lief3e.



§2 Die Methode aber, durch welche ich diesen letzten Fall erreicht habe, kann
weiter ausgedehnt werden, sodass daher viele aufierordentliche Relationen
zwischen zwei oder mehreren Reihen dieser Form gefunden werden konnen.
Diese Methode ist aber auf dieses Lemma gestiitzt:

LEMMA

_ [ox _ [9y
p_/ylny und q—/ylnx

gesetzt wird, wird die Summe

Wenn

p+g=Inx-Iny+C

sein, wenn freilich die Konstante so bestimmt wird, dass sie einem einzigen
Fall gentigt. Daher wollen wir also die folgenden Probleme fiir verschiedene
Relationen zwischen x und y durchgehen.

PROBLEM 1

Wenn x + y = 1 war, sind jene zwei Formeln

_ [dx _ [dy
p—/71ny und q—/ylnx

in Reihen aufzuldsen, sodass daher
pt+g=Inx-lny+C

hervorgeht.

LOSUNG

§3 Weil also y = 1 — x ist, wird

Iny=—x—— —— —
ny x > 3 etc
sein und daher
—/axln ——f—ﬁ—xj—x:—etc
P=) M= 4 9 16



und auf die gleiche Weise wird wegen

x=1-y und Ix=-y—7 -2 —— — etc

der Ausdruck

sein, weshalb die Summe dieser beiden Reihen Inx - Iny + C sein wird. Fiir
das Bestimmen der Konstanten C wollen wir den Fall betrachten, in dem
x =0 und y = 1 ist und daher InxIny = 0; dann wird also

+ ——1—1—1—l—etc——E

pra= 49 16 ~ T
woher man o
C=——
6

findet.

§4 Sooft also x +y = 1 war, wird die Summe dieser zwei Reihen

2 3 4 3 4

Ty X gL WYL Y
1+4+9+16+etc+ +1+4+9+16+etc

zusammen genommen gleich %* — In x - Iny sein; daher folgt sofort der dritte
oben erwihnte Fall. Nachdem namlich x = % genommen wurde, wird auch
y = % sein und daher werden diese beiden Reihen einander gleich, woher
folgt, dass

1 1 1 1 nr 1. ,1 7mm 1

to= " 222 =TT D20
T2 g g tggutec=p M=

sein wird. Auflerdem wird in der Tat, sooft ¢ +b = 1 war und

3 2 33
a aa  a b b> b
A_I+74+79 +etc und B_I+74+79 + etc

gesetzt wird, immer A + B = % —Ina - Inb sein. Daher wiirde also, wenn die

Summe der einen dieser Reihen anderswoher bekannt wire, auch die Summe
der anderen bekannt werden. Und das ist jenes Problem selbst, welches ich
schon einst behandelt habe.



PROBLEM 2

Wenn x — y = 1 war, sind jene Formeln

_ [dx _ [dy
p—/YIny und q—/ylnx

in Reihen zu entwickeln, sodass
p+g=Inx-lny+C

hervorgeht.

LOSUNG

§5 Weil hier y = x — 1 ist, wird
1 1
Iny=In(x—1)=Inx+1In 1—; zlnx—}———————etc

sein und daher
—/axln —11n22+1+i+i+i+etc
P=] XM= x  4x2  9x3 ' 16xt '

Darauf wird wegen x =1+ y

y _y .y Y
hrwc—l——2 +—3 -7 + etc
sein und daher
Iy Yy y2 y3 y4
- [ 27 J_J +J _ T
1 /y nx 1 9 16 etc,

weshalb wir
pt+g=Inx-lny+C

haben werden. Fiir das Bestimmen der Konstante wollen wir den Fall y = 0
betrachten, wodurch x = 1 wird und Inx - Iny = 0; dann wird also

1 1 1 s
p—1+1+§+ﬁ+etC—T und g=0

sein, woher die Konstante C = % bestimmt wird.



§6 Hier haben wir also wiederum zwei Reihen, deren zusammengenommene
Summe wir angeben konnen:

1 1 1 1 T 11,2 _

y bt e T gt oga Toete | ¢ —2In"x+Inx-Iny =
3 4 -

+4 - 4 + £ - £ 4+ et +Inxln %

§7 Wenn wir daher also diese zwei Reihen haben:

A=B T T T e
“174 9 16

und

sodass a = % und b = y ist und zwischen a und b diese Relation
a-b+a=1
gegeben ist, wird
Tt
A+B= ?—Ina-lnb\/ﬁ

sein. Wir wollen also den Fall betrachten, in dem

b:u<:—1—£\/5 wegen u-b+a:1>
ist, und es wird
3

a a a a
A+B=2(042 0 T
+ <1+9+25+49+etc>

sein, weshalb, wihrend a = @ wird, die Summe dieser Reihe

3 a°

= + z + 5z tetc
1 9 25
gleich
w1
E — E lnﬂ . lna\/a
wird.



§8 Darauf ist auch hier der Fall bemerkenswert, in dem b = —a ist und
A + B = 0; in diesem Fall wird ndmlich

TTTT

7 =Ina- ln b\/a
sein. Aber weil b = —a ist, wird
—aa+a=1
sein und daher
14++v/-3 —1—+/-3
ig=——— und b= ————.
2 2
Weil nun
Inby/a = 3 Inabb
ist, wird wegen
bh — —1++/-3
2
abb = —1 sein, woher folgt, dass
% = 1n1% V=3, In(-1)

sein wird; das stimmt aufSerordentlich mit dem bekannten Ausdruck fiir die
Peripherie des Kreises durch imagindre Logarithmen iiberein.

§9 Wenn wir hier a = % gesetzt hitten, wiirde b = 1 sein und somit
1 1 1
B—l—Z—i—g—E—i—etc
und daher

1 1 1 nt #arn 1.,
A B: 7:7_71 2
th=T sty ettt T g Ty A

woher der dritte anfangs erwéhnte Fall hervorginge. Aber wir wollen in der
Tat hier b = 1 setzen und es wird a = % sein und

Inby/a = %lnbba = %ln% = —%ln6 und Ina = —lng,



woher wir

2 3
_ 1 1 1
tB = 13 — 12 t gm - efc
haben werden. Daher wollen wir aus dem ersten Problem diese Gleichung
abziehen:

1

‘ -

+ &+ + etc 3
1‘32 4;’2 9;’3 = % —In3-In >
+ﬁ + 132 + 9.33 + etc
und es wird
1 1 1 1
i35 — 152 Tt om — 1.1 + efc 3 1, 3 1 3
12 422 92 le-24 =In3-In>-—-In>-In6==-In>>
S U E N E 2 272 27 2
13 132 9.33 16-3%

zurtiickbleiben. Und so haben wir diese bemerkenswerte Gleichung erhalten

1
—etc:flnzg—l— ! +
9.23 272 13 4.3

1 1

12 127"

+

+ etc,

1
9.33
wo das Verhiltnis der Peripherie vollig aus der Rechnung herausgegangen ist.
Aber dieselbe Relation wird auf die folgende Weise gefunden.

ANDERE LOSUNG DESSELBEN PROBLEMS

§10 Wihrend die Entwicklung des ersten Teils p bleibt, wird der andere Teil
q wegen
Inx=In(14+y) =Iny+In(1+ %)

und daher
Inx =1n +1—L—|—L—etc
STy T Ty
B ay B 5 1 1 1 1
t]— ?h’lx_ 1 y—*—@ 97]/3_'_@ etc

sein. Nun wird daher
p+q=Inx-Iny+C



sein; dort kann die Konstante daher bestimmt werden, weil x = 2 fiiry =1
wird und daher

1.5 nw 1., 7w

p—§1n2+§—§ln2—ﬁ
und

——1~|—1—1—}—l—etc—E

1= 19716 T 127

nach Einsetzen welcher Werte fiir dessen Fall p + g4 = 0 = 0 4 C hervorgeht,
als logische Konsequenz ist C = 0.

§11 Aber diese Konstante kann auch auf eine andere Weise bestimmt werden.
Wir wollen der Kiirze wegen

x=1, 1 1 1

ox dxx o 9x3  16x*
setzen und

Yy 42 98 eyt ’
sodass wir

p:%1n2x+X und g = %lnzy—y
haben, und daher wir
1., 1.5
pt+qg= Eln x+§ln y+X—-Y=Inxlny+C

werden, woher wir

I PRSP R SRS
Y X—zln x+2lny InxIny C_Zlny C

ableiten, wo zu bemerken ist, dass y = x — 1 ist. Um nun die Konstante C
zu bestimmen betrachte man den Fall x = oo, in welchem X =Qund Y =0
wird; auflerdem aber In f = 0, nach Bemerken wovon 0 = —C wird und daher
c=0.

§12 Daher haben wir also zwei Reihen X und Y erhalten, deren Differenz
allein durch Logarithmen ausgedriickt wird, weil
1 2 X

1 2y+1
Y- X=-In?2=-In?2"~
2y 2 y



ist, wegen x = y + 1. Aus dieser Form entspringt fiir y = 2 gesetzt sofort die

zuvor gefundene Relation

1 1 1 1
12 1.2279.58 1.8 °F
:11n2§—|— ! + ! + L + ! + etc.
2 27137 4.3279.33 1638

Auf dhnliche Weise werden wir nun um Vieles allgemeiner

Lot 11 e

1 ,y+1 1 1 1
—21 te,
2 T Ty Tag a2z Toyrap T

wo sich anstelle von y was auch immer (einem) beliebt annehmen I&sst.

PROBLEM 3

Wenn zwischen x und y diese Relation gegeben ist: xy + x 4+ y = ¢, sind diese

[ ox _ [9y
p—/ylny und q—/ylnx

in Reihen aufzuldsen, so dass

zwei Formeln

pt+g=Inx-lny+C

hervorgehe.

LOSUNG
§13 Daher wird also zuerst

_c—x

O

sein, dessen Logarithmus durch die folgenden zwei Reihen ausgedriickt wird
2 3 4
ny — Inc—¢—35— 35— 3a —etc
Y B T SONEE S SRR
2317175



woher

) _x X2 xr
p= aﬁlny: Inc-lnx -7 -4z 93~ Tect etc
x X+ — G + 1 —etc
wird. Auf dhnliche Weise wird, weil x = % ist,
2 3 4
. _y_ vy _ ¥y _ ¥y _
Yy I+ L L+ L —etc

sein. Und daher wird p +q = Inx - Iny + C sein.

§14 Fur das Bestimmen dieser Konstante wollen wir den Fall betrachtet
haben, in dem x = 0 ist und daher p = IncIln x und

qZIHZC—l—%—é—l%—etc
—%—F%—g%—%—etc
oder
B S L S O SR
1= =" 7174 9 "1 ¢
woher unsere Gleichung
, mm ¢ &
p+g=Inc-Inx+Inc—— -+ ———=+etc=Inc-Inx+C

6 1 4 9

wird, wo also die Terme Inc - In x sich gegenseitig autheben, so dass

23
Czlnzc—%—%—k%—%—ketc

ist.

10



§15 Hier tauchen also 5 unendliche Reihen auf, welche wir auf folgende
Weise bezeichnen wollen:

E—é %—f—é +etc =0
1 4 9 16 N
SO S SR S
¢ 4c? 9c® ' 16ct N
E_Jﬁ +£3_i4 _|_t—Q
1 2 "9 16 7
2 3 4
y., v Y Y
I L 4 Y Lete=R
¢ Ta2tog T et
2 3 4
y_ ¥y .y _ v —
1 1 +9 16 +etc

nach Einfithrung dieser Buchstaben wird unsere Gleichung

lnc-lnx—P—Q—l—lnc-lny—R—Szlnx~lny+ln2c—%—0

sein, woher folgt, dass

O-P—-Q—-R-S :lnx-lny—l—lnzc—lnc-lnx—lnc-lny—%,
welcher Ausdruck zum folgenden zusammengefasst wird:
_P-Q-R-S=InX.m¥_""
O—-P—Q—-—R—-S=In . In - G
oder durch Verdndern der Zeichen
—o=""_mt m?
P+Q+R+S5-0= g lnC lnc.

§16 Hier taucht ein hinreichend bemerkenswerter Fall auf, wann immer
¢ = 1 ist, weil dann

2x  2x3  2x°

P—f—Q:T‘f‘?‘f‘g—f—etC
und s 5
2y 2y 2y
R—}—S—T—FT‘Fg‘{‘etC
ist, dann aber
T
O=73"

11



und so haben wir zwischen zwei Reihen eine hinreichend einfache Relation
erreicht, welche

+E 4+ k4L et a1
3 5 7 :7—§lnx-]ny
+1 +5 4% 45 tetc 8

ist, wo zu bemerken ist, dass xy + x +y = 1 sein wird, und daher entweder

1—x

1-y
Y=1+% 1+vy

oder x = ,
1+y

wovon es forderlich sein wird einige Beispiele entwickelt zu haben.

§17 1°) Wenn x = J ist, wird y = % sein, woher die Gleichung

1 1 1

1
AR B SR
+§+W+ﬁ+w+etC
folgt.
2°) Wenn x = % ist, wird y = % sein und daher
“ t os T mp t pp t et _mr L am?
3 33 3 3 8 2 3
—l-ﬁ—f-@—f—ﬁ—l-w—ketc

3°) Ja es ist sogar ein Fall gegeben, in welchem x = y ist, was passiert, indem
man

setzt; dann wird also

g-l-aj-l-i-l-ul—i—etc—ﬂ 1lnza
1 9 25 49 16 4

werden.

12



§18 Im Allgemeinen wird es daher auch, was auch immer c war, der Miihe
wert sein, den Fall betrachtet zu haben, in welchem x = y wird, was passiert,

wenn
_ 1++vV1+c¢ .
- =

wird; dann wird also

PoR="4T LT T e
¢ 42 T 93 T 16¢4
osin
T 1 4 9 16
sein, woher man diese Gleichung ableitet:
2 3 4
fe t iz t ogo T o +oete | r_ln?aq
- F 5 - et 2§ -5+ et

Daher lassen sich viele auflergewohnliche Relationen zwischen 3 Reihen
solcher Art berechnen, die also rational werden, sooft 1 + ¢ ein Quadrat war.

§19 Es lieflen sich viele andere Relationen zwischen den zwei Zahlen x und
y entwickeln, die natiirlich in dieser allgemeinen Form enthalten sind:

xy tax £ py =1,
welche aber fiir x = Bt und y = au in diese einfachere verwandelt wird:

tuitiu:l,

ap
wo nur Variationen der Vorzeichen in die Rechnung eingehen. Aber weil daher
meistens drei oder mehrere Reihen gefunden werden, verweile ich hier bei
der weiteren Entwicklung nicht weiter, sondern werde hauptsichlich an den
Fillen festhalten, in denen die Relationen nur zwischen zwei Reihen dieser Art
bestimmt wird, welche ich also in den folgenden Theoremen zusammenfassen
werde.

13



THEOREM 1

§20 Wenn man diese zwei Reihen hat:

X=Fp 2P Y e
“171 79 16

und ) 5 .
Yy, vy .y .y
Y—1+4+9+16+etc

und es x +y = 1 war, dann wird immer
X+Y= %—lnx-lny

sein, den Beweis welches Theorems schon in §4 gegeben worden ist.

KOROLLAR 1

§21 Hier ist vor allem klar, dass die Summen dieser Reihen nicht reell sein
konnen, sobald entweder x oder y die Einheit tiberragt. Die Summe scheint
freilich in diesen Féllen ins Unendliche zu wachsen; aber sie wird sogar
imagindr, weil, wegen des negativen y, der Logarithmus von y imaginar wird.

KOROLLAR 2

§22 Der Nutzen dieses Theorems wird aber hauptsédchlich in den Fallen
erkannt, in denen x wenig von der Einheit abweicht und daher die erste
Reihe X kaum konvergiert; dann wird ndmlich die andere, Y, umso mehr

konvergieren; Wenn z.B. x = 19—0 war, wird

B 2 N 92 N 93 N 94
10 4-102 9103  16-10%
sein, eine kaum konvergente Reihe, deren Summe dennoch durch unser

Theorem leicht ndherungsweise angegeben werden kann. Weil namlich

QU I S —
T 10 ' 4-102 1 9-103 ' 16-10*

ist, welche Reihe besonders konvergent ist, wird es jedenfalls

X

+ etc

+ etc

X:%—lnlo-ln%o—y

sein.

14



KOROLLAR 3

m
m+n

n
m—+n

§23 So wird im Allgemeinen, wenn wir x =

und y = setzen,

X = + " + etc
S I(m+n)  A(m—+n)?2 9Y(m+n)d

und

n n2 n3

Y = t
1(m+n) +4(m-|-n)2+9(m-|—n)3+eC

sein; dann wird also

m-4+n m-+n

X+Y= T In In
6 m n
sein.
THEOREM 2
§24 Wenn man diese zwei Reihen hat:
1 1 1 1
Xy T ha T Ted O
1 1 1

1
- - - t’
y+4yy+9y3+16y4+ec
wihrend
y=x+1
wird, wird immer
_1 zy_l »x+1
X Y—2lnx—2ln X

sein, dessen Beweis man aus §12 berechnet, wahrend die Buchstaben x, y und
X, Y vertauscht werden.
KOROLLAR 1

§25 Weil hier y = x + 1 ist, konvergiert die zweite Reihe, Y, mehr als die
erste, X. Ja es bleibt sogar, wenn die erste Reihe, X, sogar divergent war,
was passiert, wann immer x ein Bruch kleiner als die Einheit ist, die zweite

15



nichtsdestoweniger konvergent ist. Wenn z.B. x = 1 war, wird y = 3 sein; die

Reihen selbst werden aber

und
Y—g+ 2 + 2 + 2!
3 4-32 9.3 16-34

sein; als logische Konsequenz wird

+ etc

1
X—Y:Em%

sein. Weil aber die zweite Reihe, Y, kaum konvergiert, reduzieren wir sie
durch das erste Theorem auf diese Weise:
2 22 23 Tt 3 1 1

1
te = In3-In2— — — _ _
T3 12 Tgptete=s g I3 g —Ta -5 ek

und daher werden wir diese Summation erhalten:

%—2—2+§—2—4+etc—11n23+ﬂ—1n3 lné— ! + L + ! + etc
1 4 9 16 2 6 2 1-3 4-32 9.3 '
KOROLLAR 2

§26 Wir wollen nun im Allgemeinen x = % nehmen, dass die zu summieren-
de Reihe
x=tomom o
14 T9 16 %€

ist, dann wird in der Tat wegen y = 1 die andere Reihe
n_,o_omm n’
n+1 4n+1)2 9(n+1)

3 + etc

sein und daher ,
X:Em%n+n+r
Aber durch Theorem 1 ist in der Tat

n+1 1 1 B 1 _
1 n+1 4mn+1)72% 9n+1)3

Yz%?—hﬂn+n-m

etc,

16



nach Einsetzen welchen Wertes

n+1

X:%Inz(n—kl)—k%—ln(n—i—l)-ln

1 1 1
— t
(n+1+4(n+1)2+9(n+1)3+ec>

wird, welcher Ausdruck zu diesem zusammengezogen wird:

n 112 Tl3 7’14

T° Z+?_R+m

11 (n+1) T ( ! + L + L +etc>
2 6 n+1 4n+1)2 9n+1)>3

THEOREM 3

§27 Wenn man diese zwei Reihen hat:

OE S SR S
14 "9 16 %€
und
Y—l—i%—i ! + etc
T x 4x2 T 9x3 16xt !
wird 1
_r L2
X+Y= G +21nx

Der Beweis ist im Vorhergehenden nicht enthalten, aber er wird leicht auf
diese Weise vorbereitet: Weil durch die Integralformel

X:/axxln(l—i—x)

ist, wird, indem man % anstelle von x schreibt,

/%

Y = —/axln(l—f—x)—k/axlnx
X X
und daher durch Addieren

sein oder

X+Y= /—lnx—fln x+C,

17



wo die Konstante aus dem Fall x = 1 leicht bestimmt wird. Weil ndmlich in
diesem Fall so X wie Y gleich 77 wird, wird die Konstante C = %* sein und
daher

1. 5

X+Y=—+-In"x.

+ 6 +2nx
KOROLLAR 1

§28 Wenn daher also fiir x eine beliebig grofie Zahl angenommen wird, gibt
es mithilfe dieses Theorems die Summe der Reihe X, die sehr stark divergiert,
sehr leicht an, weil sie auf die Reihe Y zurtickgefiihrt wird, die umso starker
konvergiert, je mehr die erste divergiert.

KOROLLAR 2

Nun wird in der Tat mithilfe des zweiten Theorems die Reihe

SRS S SO S
Ty 42 o ©F
auf diese Form zurtickgefiihrt:
1 1 1 1 1
Y:flnzx—l_ + + + etc,

2 x 1—|—x+4(x—|—1)2 9(x+1)3

nach Einsetzen welches Wertes die folgende Gleichung hervorgehen wird:

x_oxa 0 x
149 16
TUTT 1 2 1 2x+1 1 1
L - t
6 2" T Ty <x—|—1+4(x—|—1)2+9(x—|-1)3+ec>'

welcher Ausdruck mit dem oberen in §26 hervorragend {ibereinstimmt, weil

xx 1., 1. ,x+1
x+1—§lnx Eln X

ist, wie dem das Entwickelnden leicht klar werden wird.

%1112 (x+1)In

THEOREM 4

§30 Wenn man diese Reihen hat:

X x3 x5 y y3 y5
X—I‘F?‘Fg—FetC und Y—T—}—?-l-g—{—etc,

18



wahrend

xy+x+y=1
wird oder
so wird
X+Y:%—%lnx-lny

sein. Der Beweis ist klar aus §16.

KOROLLAR 1

§31 Hier ist wiederum, wie oben, zu bemerken, dass die Summen dieser Rei-
hen imaginar werden, sobald die Buchstaben x und y die Einheit iibersteigen.
Aber wenn x < 1 war, dann kann immer eine andere Reihe derselben Form

beschafft werden, deren Summe von jener abhéngt. Wenn so x = % war, wird
y= % sein. Aber wenn x nahe an die Einheit herangeht, wie z.B. x = %, wird
die andere Reihe, Y, sehr stark konvergieren.

KOROLLAR 2

§32 In diesen 4 Theoremen scheinen alle Félle enthalten zu sein, mit denen
sich zwei Reihen dieser Art miteinander vergleichen lassen. Um das zu zeigen,
wollen wir das folgende spezielle Theorem hinzufiigen, welches ich schliefs-
lich durch lange Umwege der Rechnung erreicht habe, welches aber nun
hinreichend angenehm aus den vorhergehenden Theorem abgeleitet werden
kann.

SPEZIELLES THEOREM

§33 Wenn man diese zwei einander dhnlichen Reihen hat:

A= ! + ! + ! + etc
1.3 9.33  25.35
und
B = L + ! + ! + etc
1.3 4.-32 9.33 !

19



dann wird

nr 1.,

sein.

BEWEIS
Weil aus dem ersten Theorem, fiir x =y = % genommen,

! + ! + ! +etc—E—11n22
1-2 4.22  9.23 12 2

ist, kann diese Reihe auf die folgende Reihe aufgelost dargestellt werden:

2 ! + ! + L +etc | —1 LI + ! —etc —E—llnzz
1.2 9.23  25.25 1-2 4.22 9.28 122 )

Nun haben wir aber durch Theorem 4, nachdem x = J und y = % genommen
worden ist, die folgende Gleichung

Vo b b e =™ Lpoms- ! 1

- - — etc.
1-2 7 9.23 " 25.25 8 2 1.3 9.3 25.35 °¢

Darauf wird aber aus dem 2. Theorem, fiir x = 2 und y = 3 genommen,

111
1.2 4.2279.2% 16-24

1.,3 1
+etc:§1nf—i- +

2 1-3 4-32+

+ etc

1
9.33
sein. Man setze nun diese Werte anstelle jener Reihen ein, und es wird fiir

den linken Teil

ZT — In2-In3 — 2(f5+ g5 + 5mgs +etc) :E—lanZ

2
— %ln% — (%—I—ﬁ—i—ﬁ—l—etc) 122

hervorgehen. Daher folgern wir, dass

1 1 1
2(113;+9,133+251.35+etc) :%_1n2~1n3—%1n2§+%1n22
+ 1(y3+ g5 o3 +etc)
:%_%ng (wegenIn®3 = In>3 —2In2 - In3 + In?2)
sein wird.
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§34 So wie aber die hier gegebenen Theoreme untereinander kombiniert
werden, kann kaum eine andere Relation zwischen zwei Reihen dieser Art
gefunden werden, noch viel weniger aber lassen sich daher einfachere Reihen
solcher Art finden, deren Summe uneingeschrankt beschafft werden kann,
aufler den schon angegeben Fillen, welche wir hier also nochmal gesammelt
vor Augen fiithren wollen:

S
47971625 T T g
1 1 1 T
479 16 25 T 12

Ly Loe b b jee="C 1y

12 72.279.23716.28 7T 12 72

4ottt pete= "7
9 25 a9 "¥CT g

Auflerdem kann aber noch diese Reihe hinzugefiigt werden:

a a®> a® mr 1.,

itg T tgtec=14 gma
wihrend 2 = v/2 — 1 wird. Obwohl aber in dieser Reihe der Wert von a
irrational sein mag und daher jede Potenz scheinen kann getrennt entwickelt
werden zu missen, setzen dennoch die Zihler auch eine rekurrente Reihe
fest, in welcher ein beliebiger Term durch die beiden vorhergehenden mithilfe

dieser Formel
an+4 — 6a”+2 —a"

bestimmt werden kann, deren Giiltigkeit sich daher erhellt, dass, indem man
durch a" teilt, a* = 6aa — 1 ist. Weil namlich a = v/2 — 1 ist, wird a2 = 3 — 2/2
und a* =17 — 122 sein, woher die Giiltigkeit klar wird.
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