INTEGRATION DIESER
DIFFERENTIALGLEICHUNG

_ Adx
dy T yydx ~ (a+bx+cxx)?
Leonhard Euler

§1 Aus der Form dieser Gleichung ist sofort klar, wenn sie ein rationales
Integral hat, dass es notwendigerweise diese Gestalt haben muss

[

¥y= a—+2bx + cxx’

das Differential welcher Formel

_ do(a+2bx + cxx) — 2vdx (b + cx)
N (a+ 2bx + cxx)?

dy

ist. Daher entsteht also nach Wegschaffen des Nenners diese Gleichung
dov(a + 2bx + cxx) — 2vdx(b + cx) + vodx = Adx.

Man sucht also, was fiir eine Grofle fiir v angenommen werden muss, dass
dieser Gleichung geniigt wird.

§2 Darum sieht man wiederum leicht ein, dass dieser Wert von v keine
andere Form haben kann aufder

v = f 4 2gx + hx?,

und weil daher
dv = 2dx(g + hx)



ist, wird nach Substitution und Teilung durch dx diese Gleichung resultieren:

hhx* + 4ghx® + 2bhxx + 2ahx + 2ag
— 2cgxx — 2cfx — 2bf
+ 2fhxx + 4fgx + ff
+ 4gg9xx

V

Damit nun diese Gleichung die identische wird, ist es notig, dass sich die
einzelnen Potenzen von x einzeln aufheben; daher muss fiir das Aufheben
der vierten Potenz h = 0 sein, und auf diese Weise geht auch die dritte
Potenz heraus, aber fiir das Wegschaffen der zweiten muss 4gg — 2cg = 0 sein,
woher g = %c wird. Wenn weiter die mit der Grofse x versehenen Terme 0
gesetzt werden, werden wir 4fg — 2cf = 0 haben, woher g = 3¢ wird, welche
Bedingung schon von selbst erfiillt worden ist, und so ist nur {ibrig, dass
ff +2ag —2bf = A wird; daher, weil g = %c ist, muss ff +cc—2bf = A
gesetzt werden, woher die Grofie f auf zweifache Weise bestimmt wird; es

wird ndmlich f = b+ +/bb — ac + A sein.

§3 Um nun die vorgelegte Gleichung gefilliger zu machen, wollen wir k
anstelle von v/bb — ac + A schreiben, dass A = kk — bb + ac wird, und so wird
unsere zu integrierende Gleichung diese Form haben

(kk —bb + ac)dx
(a+ 2bx + cxx)?’

dy +yydx =

und daher sehen wir nun, dass dieser Wert dieser Gleichung gentigt

_ bEk+cx
¥y= a+ 2bx + cxx’

sodass wir zwei Werte erhalten haben, die unserer Gleichung gentigen, we-
gen des doppeldeutigen Vorzeichens vor dem Buchstaben k, welche Werte
aber nicht reell sein werden, aufSer wenn k reell war, das heifst, aufSer wenn
bb — ac + A eine positive Grofie war. Hier ist aber festzuhalten, dass in diesen
beiden Formen keinesfalls das vollstandige Integral der vorgelegten Gleichung
enthalten ist, deshalb weil hier keine neue beliebige Konstante eingefiihrt
worden ist, sodass diese Integration nur fiir partikuldre zu halten ist. Aber
die vorgelegte Gleichung ist so beschaffen, dass aus einem beliebigen parti-
kulédren Integral nicht das vollstindige gefunden werden kann, was, wie es



gemacht werden muss, forderlich sein wird, es in der um Vieles allgemeineren
Gleichung
dy +yydx = Vdx

gezeigt zu haben, wo V irgendeine Funktion von x bezeichne, welcher dieser
partikuldre Wert y = p zu geniigen gefunden worden sei, so dass diese
Gleichung dp + ppdx = Vdx die identische ist und nun aus diesem Wert
y = p das vollstandige Integral gefunden werden muss.

§4 Fir dieses Ziel wollen wir festsetzen, dass das vollstindige Integral
y = p + z ist, und nach der Substitution wird diese Gleichung entstehen

dp +dz + (pp + 2pz + zz)dz = Vdx,

woher, wenn jene Gleichung abgezogen wird, diese zuriickbleiben wird: dz +
2pzdx + zzdx = 0, die fur z = % gesetzt in diese verwandelt wird dv —
2pvdx = dx, die mit e2/ P4* multipliziert integrierbar wird, deren Integral

natiirlich
ve 2 pdx — /e—2fpdxdx
sein wird, welches Integral eine beliebige Konstante involviert, sodass wir
v — er pdx / 672]' pdx gy + Ce+2f pdx
haben, nach Finden welches Wertes unser vollstandiges Integral
y=r,+7

sein wird.

§5 Wir wollen diese Gleichung auf unsere Gleichung

(kk — bb + ac)dx
(a + 2bx + cxx)?

dy +yydx =

anwenden, fiir welche wir das partikuldre Integral

. btk+cx
y_p_u+2bx+cxx



gefunden haben, woraus

_ 2(btk+cx)dx
2pdx = a+ 2bx + cxx

wird, deren Integration keine Schwierigkeit darstellt. Wir wollen also dieses
Integral [ 2pdx = Ing setzen, sodass

efopdx — o Ing _ 1 und erpdx =g

wird und so wird das vollstandige Integral nun

1

q )% +Cq

sein.

§6 Weil wir aber zwei partikuldre Integrale erhalten haben, wegen des
zweideutigen Vorzeichens der Grofie k, findet man daher das vollstandi-
ge Integral um Vieles leichter, was wir auch in der allgemeinen Gleichung
dy + yydx = Vdx zeigen wollen, welche wir annehmen wollen zwei parti-
kuldren Integralen zu geniigen, natiirlich zuerst y = p und zweitens y = ¢,
sodass so

dp + ppdx = Vdx
wie

dg + gqdx = Vdx
ist; durch Abziehen jeder der beiden von der vorgelegten Gleichung werden
also diese beiden Gleichungen entstehen

1°. dy —dp+ (yy — pp)dx =0
und
2°. dy —dgq+ (yy —qq)dx =0,
woher man die beiden folgenden findet,
dy —dp

+(y+p)dx=0
—p (v+p)



und
dy — dg

¥y—4
von welchen diese von jener abgezogen
Wodp 294y gax=o
y=»r Yy—1a
zuriickldsst, deren Integral natiirlich
y—p '
1n7+/( —g)dx=C
y—q p—a
ist; daher berechnet man ziemlich leicht das vollstindige Integral.

+ (y+¢)dx =0,

§7 Weil namlich fiir unsere Gleichung

(kk — bb + ac)dx
(a + 2bx + cxx)?

dy + yydx =

ist, wo aus dem Obigen klar ist, dass

_ b+k+tecex _ b—k+cx
Pt obxtoxx M 17 0 2bx + cxx
ist, wird
B 2k
p_q_a—i—be—i—cxx

sein; daher werden wird, wenn wir

/ 2kdx s
a-+2bx +cxx

setzen,
m?"Fis=c
y—q
haben. Daher berechnen wir
y—p — Ae~$
y—q
wo A eine beliebige Konstante bezeichnet, und daher folgert man weiter
_Age —p _ Ag—pe
v ey e

was also das vollstindige Integral unserer Gleichung ist. Damit diese Interpre-
tation klarer wird, wollen wir sie an einigen Beispielen illustrieren.



BEISPIEL 1 DIESER GLEICHUNG

dy +yydx = 7155

§8 Hier istalso vor Allema=1,b=0und ¢ =1 und es wird A = kk+ 1
sein, und daher k = /A —1; deswegen werden wir fiir die partikuldren
Integrale

dx

=2V A —1larctanx
1+ xx

s:2VA—1/
haben, weiter ist aber

po XHVAST x— A1

14 xx und g =

daher berechnet man das vollstandige Integral

_Ax—VA-1)—e(x+VA-1)
y= (1+ xx)(A —e9)

§9 Um dies besser zu unserem Nutzen anzuwenden, wollen wir das Integral
setzen so genommen werden zu miissen, dass es fiir x = 0 verschwindet; in
diesem Fall wird s = 0 sein, woher die Konstante A so bestimmt werden muss,
dass

—AVA—T1-VA-1

0=
A—1
wird, woher A = —1 wird, und so wird
_x—VA-1+e(x+VA-1)
N (1+xx)(1+e%)

sein, welcher Ausdruck immer reell sein wird, sooft A — 1 eine positive Grofie
war.

§10 Weil aber dieses Integral immer reell sein muss, auch wenn /A — 1
imagindr ist, ist zu zeigen, wie in diesen Fillen sich die imagindren Anteile
gegenseitig auftheben. Damit aber diese Rechnung leichter erledigt werden
kann, wollen wir setzen, dass /A — 1 = a+/—1 ist, dann sei aber der Kiirze
wegen arctan(x) = ¢, dass x = tan(¢) und 1+ xx = ﬁ ist, und so wird
unsere Gleichung

_ (tan(@) — ay/—1 4 eV (tan ¢ + ay/—1) cos? ¢
1+ e2nevV—1




sein.

§11 Weil hier tiberall imagindre Einheiten auftauchen, und auch in den Ex-
ponenten, miissen sie da weggeschafft werden, was mit Hilfe der allgemeinen

Formel
eVl — cosw + vV —1sinw

geschieht. In unserem Fall wird
2 9V=T = cos (2a¢) + v/—1sin 2ag

sein, wo wir der Kiirze wegen anstelle von 2a¢ durchgehend w schreiben
wollen. Nach Einsetzen dieses Wertes wird der Zahler des gefundenen Bruches
diese Form annehmen:

tangp —av—1+ (tan¢ +av —1)(cosw + vV —1sinw)
oder diese
tan (1 4+ cosw + vV —1sinw) —av—1(1 —cosw — v —1sinw.

Wenn wir daher also beide mit 1 + cos w — v/—1sinw multiplizieren, dass der
Nenner gleich 2 + 2 cos w = 2(1 + cos w) wird, der Zahler, nach Durchfithrung
der Rechnung, wird 2 tan ¢(1 + cos w) — 2a sin w werden und auf diese Weise
ist der Zahler wie der Nenner reell, weshalb unser Integral

_ tan (1 + cosw) — asinw cos?(@)
N 14 cosw

sein wird, in welchem Integral
tanp=x, a=—-V1-A w=2ap=-2¢9v1I-A

ist.

§12 Wann immer also in unserer vorgelegten Gleichung

Adx

A =1 — ana war, wird fiir x = tan ¢ gesetzt und fiir den Winkel w = 2a¢
genommen
x(14 cosw) —asinw

(14 xx)(1+ cosw)

y:



sein, welcher Ausdruck noch einfacher gemacht werden kann. Weil ndmlich

sin w

1
—_— = t — _=
1% cos an 2w tanag

ist, wird
_ X—atanag

- 1+ xx
sein, welcher Wert fiir x = 0 gesetzt verschwindet.

BEISPIEL 2 DIESER GLEICHUNG

dy + yydx = 525

§13 Hieristalsoa =1,b = 0und ¢ = —1; daher wird A = kk — 1 und daher
k = /A +1, als logische Konsequenz

1
S:Z\/A—i—l/ ¥ AT imitr
1—xx 1—x
Daher wird also
s [(1+x k
S \1—x
sein, woher wegen
 k—x und  —k—x
p_l—xx 1= 1—xx
unser Integral
k
g By B
- k
A— (%)

werden wird oder

_ A+ x)(1—2)f + (k—x)(1+x)
(1—xx)(1+x)k—=A1—x)k) ~

Damit wir diesen Ausdruck auf eine gefélligere Form bringen, wollen wir

x;lf 1 = —w setzen, dass s = 2kw wird und fiir das vollsténdige Integral
haben wir
_ Bg—pe?
y= A — e2kw



erhalten, wihrend

k—x und q:—k—x

1—xx
wird, sodass
Ak + x) + (k — x)e?«
(1 — xx)(eZw —A)
ist. Hier wollen wir nun % anstelle von A schreiben und mit e kv erweitern,
und es wird

y:

me k' (k+ x) + n(k — x)ek
(1 — xx)(nekw — me—kw)
sein, welche Form leicht auf diese Félle angewendet werden konnen wird, in

denen k = /A + 1 eine imagindre Grofle wird, welche Fallen wir hier nun
mit aller Sorgfalt entwickeln wollen.

y:

§14 Wir wollen also setzen, dass die Formel /A + 1 = k imagindr ist, sodass
k = ay/—1 ist und daher A = —aw — 1 und dann werden wir

"Vl — cosaw + vV—Tsinaw und e *“V~! = cosaw — vV—1sinaw
haben, nach Einsetzen welcher Werte

m(cosaw — v/ —1sinaw)(x + ay/—1) — n(cosaw + v/ —1sinaw) (x — a/—1)
(1 —xx)(ncosaw + ny/—1sinaw — mcos aw + my/—1sinaw)

werden wird.

§15 Hier miissen nun die Konstante m und n so angenommen werden,
dass zumindest der Nenner reell wird, was passieren wird, indem man m =
A+uy/~1und n = —A + uy/—1 setzt, sodass m +n = 2uy/—1lund m —n =
2)A wird. Auf diese Weise wird der Nenner namlich —2(1 — xx) (A cos aw +
psinaw) werden. Fiir das Entwickeln des Zidhlers bemerke man aber, dass

m(x +av/—1) = Ax — ap+ (Aa + px)v/—1

und
n(x —av—1) = —=Ax +ap + (Aa + ux)v -1

sein wird und der Zihler selbst wird

2cosaw(Ax — pa) + 2 sinaw (A + pix)



sein und auf diese Weise ist der ganze Ausdruck reell gemacht worden, es
wird ndamlich
—cos aw(Ax — pa) — sinaw (Aa + px)
(1 —xx)(Acosaw + psinaw)

7

welches als das vollstindige Integral dieser Differentialgleichung

— (e +1)dx

dy + yydx = (1= xx)2
ist.

§16 Wenn wir daher diesen Ausdruck so bestimmen wollten, dass er im Fall
x = 0 verschwindet, weil wir ja
dx 1. 1+x

“w= 1—xx:§n1—x

gesetzt haben, wird in diesem Fall auch w = 0. Und so wird 0 = VA—“ sein
miissen; daher ist klar, dass p = 0 gesetzt werden muss; und auf diese Weise
wird das gewtinschte Integral

—X COS Xw — & sinaw —x — atan aw

y= (1 — xx) cosaw oder y = 1—xx

sein. Auf welche Weise aber dieser Ausdruck gentigt, wird es der Miithe Wert
sein zu untersuchen. Zu diesem Ziel muss vor allem bemerkt werden, dass

wegen dw = 79X

adx

d(tanaw) = (1 — xx) cos? aw

sein wird; dann ist aber

—dx(1 + xx) — aadx sec® xw — 2axdx tan aw

dy =

(1—2xx)2
Weil daher
_xx + 2ax tanaw + an tan® aw
v= (1 — xx)2
ist, wird
dy n I Sl 7,4
ax (1—xx)2
sein.

10



ALLGEMEINE INTEGRATION DER VORGELEGTEN
GLEICHUNG

§17 Weil wird ja in der oben gegebenen Losung A = kk — bb + ac gesetzt
haben, miissen zwei Fille entwickelt werden, der eine, in dem A > ac — bb ist,
der andere, in dem A < ac — bb ist. Fur den ersten Fall wird A = kk — bb + ac
gesetzt werden konnen, wie wir es oben (§3) gemacht haben, wahrend wir

dann aber oben in §7
/ 2kdx _
a+2bx +cxx

gesetzt haben, wollen wir nun

/ dx W
a+2bx +cxx

setzen, sodass s = 2kw wird und das vollstindige Integral, was wir in §13 so
ausgedriickt gefunden haben

_ Aq _ peka

Yy A_e2kw 4

wird nun fiir A = 7! gesetzt in diese Form

mqefkw _ npe*k“’

y:

me—kw _ ne+kw
verwandelt werden, wahrend

B b+k+cx B b—k+cx
p_a—|—2bx—|—cxx q_a—|—2bx—i—cxx

wird, wo die beliebige Konstante in den Buchstaben m und n enthalten ist.
Und auf diese Weise ist der erste Fall gentigt worden, in dem A = kk — bb + ac
ist.

§18 Wir wollen nun den anderen Fall angehen, in dem A < ac — bb ist, und

wollen deshalb A = ac — bb — aw setzen, welcher Fall aus dem vorhergehenden
entsteht, indem man k = a\/—1 setzt. Vorher haben wir aber gesehen, dass

"Vl — cosaw + vV—1sinaw und e *“V~! = cosaw — V1—sinaw

11



ist, woher der Nenner des vorhergehenden Bruches
m(cosaw — v/ —1sinaw) — n(cosaw + v —1sinaw)

werden wird und nun wollen wir die Konstanten m und n so annehmen, dass
der Nenner reell wird, was geschehen wird, indem man m = A + ,u\/j und
n = —A + py/—1 nimmt. So wird nadmlich dieser Nenner diese reelle Form
annehmen:

2A cos aw + 2u sinaw.

§19 Fir den Zdhler werden wir aber nun

Ab+cx) + pa+ (p(b+cx) — Aa)/—1
a+ 2bx + cxx

mq =

haben. Auf die gleiche Weise werden wir

—A(b+cx) —pa+ (u(b+cx) — Aa)v/—1
a+ 2bx + cxx

np =

finden. Wir wollen aber der Kiirze wegen mq = M+ Nv/—1 und np =
—M + N+/—1 setzen, sodass

M= Ab + cx) + pa und N — u(b+cx) — A
a -+ 2bx + cxx a+ bx +cxx
ist. Und auf diese Weise wird unser Zahler
(cosaw — vV —1sinaw)(M + Nv —1) + (cosaw + vV —1sinaw)(M — NV —-1)

=(2M cos aw + 2N sin aw)

sein, sodass nun auch der Zihler eine reelle Form hat.

§20 Weil also unser vollstandiges Integral

_ Mcosaw + Nsinaw
y= A cos aw + p sin aw

ist, wird, wenn wir anstelle von M und N die angenommenen Werte wieder
einsetzen, dieses Integral

A(b + cx) cos aw + pa cos aw + p(b + cx) sinaw — Aw sin aw
(a + 2bx + cxx) (A cos aw + p sin aw)

12



werden, wo das Verhiltnis zwischen den Grofsen A und y eine beliebige Kon-
stante involviert. Wenn das Integral also fiir x = 0 genommen verschwinden
muss, in welchem Fall auch das Integral

o — / dx
~J a+2bx+cxx
verschwinden wird, werden die Konstanten A und p so bestimmt werden,

dass 0 = )‘b);” * oder A = « und u = —b wird und auf diese Weise wird unser
Integral
acx cos ww — sin aw (aw + bb + bex)

Y= (a4 2bx + cxx)(a cos ww — bsinaw)

sein.

§21 Nachdem diese Dinge nun erledigt worden sind, wollen wir diese dop-
pelte Integration hier zum Ende hin auf einen Blick darstellen.

I. Das vollstindige Integral dieser Gleichung

(ac — bb + kk)dx
(a + 2bx + cxx)?

dy +yydx =
ist
~ m(b+cx—k)e™ ™ —n(b+cx + ke
~ (a+2bx + cxx)(me~kw — nekw)
wo die Buchstaben m und n unserem Belieben tiberlassen werden.

4

II. Das vollstindige Integral dieser Gleichung

(ac — bb — ae)dx
(a + 2bx + cxx)?

dy + yydx =

ist
2(b+ cx) cosaw + pa cos aw + p (b + cx) sinaw — Aw sin aw
(a4 2bx + cxx)(A cos aw + p sinaw)

y:

7

wo die Buchstaben A und y unserem Belieben {iberlassen sind. Fiir jeden der
beiden Falle driickt aber w das Integral dieser Formel

dx
/ a+ 2bx + cxx
aus, welches zu verstehen ist so genommen zu werden, dass es fiir x = 0
gesetzt verschwindet.

13



§22 Aber die ganze Aufgabe ist tatsdchlich noch nicht erledigt, sondern es
ist noch ein einziger zu entwickelnder Fall {ibrig, indem entweder k = 0
oder « = 0 ist und daher A = ac — bb, weil ja dieser Fall genau in die Mitte
zwischen den zwei behandelten Fille fillt, und aus keinem der beiden, aufSer
durch weite Umwege, abgeleitet werden kann; um Vieles mehr wird es aber
helfen, ihn aus den ersten Prinzipien abzuleiten, wo die beiden partikuldren
Integrale so aufgestellt worden sind, dass

~ b+ex+k und g — b+cx—k
P = i 2bx + oxx 17 ¥ 2bx + cxx
wat, woher
2k
P9 = i 2bx + cxx

wird und fiir den gegenwértigen Fall wird k = 0 gesetzt werden miissen.
§23 Wir wollen also k als eine sehr kleine GrofSe betrachten und wollen der
Kiirze wegen p = g + 0 setzen, dass

oo %k
a4+ 2bx + cxx

ist; dann hat aber die erste Operation uns dieses Integral geliefert:

y—p
ln7+/ —qg)dx =C,
y—g (p—q)

1n<1_0>+/2kdx:2Ak
y—q a+ 2bx + cxx

sein wird, welcher Ausdruck wegen

was also nun

/ dx Cw
a-+2bx+cxx
in diese Form tibergeht

0 4 ok = 24,

sodass nun

0 2k
— — Dkew — 2Ak = 2k(w — A
y—q (y—q)(a+2bx+cxx) «“ (w=24)

14



ist und daher wird

1
y=1= (w — A)(a+2bx +cxx)’

als logische Konsequenz wird nach Einsetzen des Wertes anstelle von g

B b+cx n 1
Y= a5 2bx + cxx (w—A)(a+2bx + cxx)

hervorgehen oder

 (bFex)(w—=A)+1

"~ (w—A)(a+2bx +cxx)’
welches das vollstindige Integral dieses gewiinschten Falles ist, welches also
weder Exponentialgrofien noch Kreisgrofien involviert.

15



