BEWEIS DES AUSGEZEICHNETEN
NUMERISCHEN THEOREMS UBER DIE
KOEFFIZIENTEN DER BINOMIALPOTENZEN

Leonhard Euler

§1 Wenn dieser Charakter (g) die Koeffizienten der Potenz x7 bezeichnet,

der aus der Entwicklung des Binoms (1 + x)” entsteht, sodass

PY_p p-1l p=2p-3 p-gq+l
q 1 2 3 4 q

ist, habe ich vor nicht allzu langer Zeit gezeigt, dass eine Summe von Produk-
ten solcher Art

(5) (D) + (@) ()« B (7)o

immer durch diese Formel ausgedriickt wird

m-+n . m-+n
m+c) \n—c)’

welil ja diese zwei Charaktere einander gleich sind, da im Allgemeinen

(5)-5)

ist.



§2 Dieses elegante Theorem habe ich dann zu dieser Zeit aus Spezialfillen
gefolgert, in denen zuerst m = 1 war, woher

n n 1+n 1+n
1(;) +1 (c+1> B (n—c) B <1+c>
wird. Darauf durchschaut man fiir m = 2 genommen auch nicht schwer, dass
n n n 2+n
1(— 2( —— 1 =
(2)+ <c+1>+ <c+2> <2+c>
ist. Im Fall m = 3 aber wird man haben:
n n n n 3+n
1 (E) +3 <c+1) +3 <c+2) +1 (c—|—3) B <3+c> ‘

Aus diesen Fillen ist der allgemeine Schluss hinreichend sicher gefolgert
worden, sodass sie einer strengen Beweisfithrung dquivalent anzusehen ist.

§3 Trotzdem kann diese Rechnung nur auf Fille, in denen m eine ganze
positive Zahl ist, ausgedehnt werden, auch wenn die Giiltigkeit entdeckt wird,
sich um Vieles weiter zu erstrecken und dass sie natiirlich sogar auf alle
Werte ausgedehnt wird; daher wird dariiber hinaus fiir dieses Theorem ein
vollstandiger Beweis gewtinscht, durch den seine Giiltigkeit fiir alle Fille, ob
die Buchstaben m und n positive oder negative Zahlen, ob diese ganz oder
gebrochen sind, bezeichnen, gezeigt wird. Einen solchen Beweis werde ich
also hier angeben.

LEMMA

§4 Wenn die Formel
xP

(1 —x)tl
in eine Reihe entwickelt wird, die nach den Potenzen von x voranschreitet,
dann wird in dieser Reihe der Koeffizient der Potenz

ﬂ<n—P+q)
q
sein. Weil namlich

(1-x)""1=1+ <q+1> X+ (;2> xXx + <lﬁ3—3> X+ (T) x* +etc

—_



ist, wird im Allgemeinen der Koeffizient der Potenz xt gleich (#) sein, der
also auch der Koeffizient der Potenz sein wird, die aus der Entwicklung der
Formel ﬁ entsteht. Es werde nun p + A = n oder A = n — p, und der

Koeffizient der Potenz x? wird gleich (%) = (%’HO sein.

§5 Nachdem diese Lemma vorausgeschickt worden ist, wollen wir diesen

Ausdruck betrachten:
z€ z \"
1z <” 1—z) =V

tiir welche, weil auf gewohnte Weise

z \" m\ z m zz m z3
(”1_2) 1+ (32D et B g tee

wird, durch eine Reihe

~C m ZC+1 m Zc+2 m Zc+3
|/ — 0 S L R L
(1—z)C+1+(1>(1—z)f+2+<2)(1—z)f+3+(3>(1—z)c+4+ec

sein, wo dem ersten Term der Charakter (%) angeheftet werden kann. Man
verstehe nun die einzelnen Glieder dieser Reihe auf gewohnte Weise in eine
Reihe entwickelt und fasse von den einzelnen die mit der Potenz z" versehenen

zusammen, und durch das vorausgeschickte Lemma wird aus dem ersten

Glied, wegen p = c und q = ¢, der Koeffizient dieser Potenz z" = (%) (%)

sein. Darauf wird aus dem zweiten Glied, wegen p = c+1und g = c+ 1, der
Koeffizient der Potenz z" gleich (%) () sein. Auf dhnliche Weise wird aus

dem dritten Glied der Koeffizient — (%) (HLZ) — der Potenz z" entstehen und

so weiter. Daher ist klar, dass aus der ganzen Form V dieser Potenz z" der

(5) 0+ (3) () + (3) () +e

sein wird, den wir der Kiirze wegen mit dem Buchstaben C bezeichnen
wollen, und diese ist die Progression selbst, deren Summe zu zeigen ist,

diesem Charakter (2£%) gleich zu werden.




§6 Dies wird aber leicht gezeigt werden, wenn wir nur bemerken, dass

14 z 1
1—-2z 1-—z2

ist. So wird also unsere Form

ZC

V= (1 —z)mtel

sein, aus der Entwicklung welcher der Koeffizient der Potenz z", wegen p = ¢
und g = m + ¢, gefunden wird gleich

m+n\ [(m+n
m+c) \n—c
zu sein, da daher die zwei aus demselben Ausdruck zu entstehenden Ko-

effizienten von x" einander notwendigerweise gleich sein miissen. Es wird
natiirlich

(5) () (1) (1) + (3) () o= (50

sein, was ein besonders strenger Beweis unseres Theorems ist, dessen Giiltig-
keit also immer bestehen bleibt, welche Zahlen auch immer den Buchstaben
m und n zugeteilt werden.

§7 Dieser eintigartige Fall, in dem m = 0 ist und die Potenz (1 + ;%)" anzu-
sehen ist in log (1 + ;) tiberzugehen, erfordert eine spezielle Entwicklung.
Weil also hier

z¢ z
V= 7(1—2)”1 log (1+1—z)
ist, wird wegen

lo 1_|_ z = z _|_1 i"ﬁ‘} i_l i+et€
B\ T 12) T 122 1-22 "3 (1-27 4 (1-2)°

gleich

Zc+1 1 Zc+2 1 Zc+3 1 Zc+4

+ =

V:(l_z)c+2_§'(1_z)c+3 3 (1—z)t: 4 (1—z)5

+ etc

sein.



§8 Daher wollen wir gleich, wie wir es oben gemacht haben, die Koeffizien-
ten der Potenz z" untersuchen, und aus dem ersten Glied geht ( ) hervor;
aus dem zweiten Glied entsteht — ( +2) aus dem dritten Glied 1 ( = +3) aus

dem vierten —1 (- T ) und so we1ter und so wird der ganze Koeff121ent der

Potenz z", der aus der Entwicklung des Ausdrucks V entsteht,

c+1 2\c+2 3\c+3 4 \c+4 5\c+5 -

sein.

§9 Weil aber durch eine Tranformation

z 1
10g<1—|—1_z> —logl_z = —log(1—-2)

ist, wird auch
z¢log (1 —z)

V=—

sein. Weil also

1 1, 1, 1
—bg@—@:z+§u+§£+1f+gf+ac

ist, wird
Zc+1 1 ZC+2 1 ZC+3
V= - = = t
(1 — Z)c+l 2 (1 — Z)c+1 + 3 (1 — Z)c+1 +etc
sein; wenn deshalb aus der Entwicklung dieser der Koeffizient der Potenz z"
gesucht wird, muss er jenem, den wir gerade zuvor gefunden haben, gleich
sein.

§10 Nun liefert aber durch das vorausgeschickte Lemma das erste Glied fiir
diesen KoefﬁZlenten (=1), das zweite Glied aber gibt 1 (“=2), das dritte ist
glelch (%=2) und so welter sodass daher der ganze Koefflzlent der Potenz

C— n—1 +1 n—2 +1 n—3 +1 n—4 + et
- c 2 c 3 c 4 c

ist.



§11 Daher haben wir also die folgende Gleichung zwischen den beiden
gefundenen Progressionen erhalten, weil ja immer

n 1 n 1 n 1 n
(c+1> ~2 (+2> *3 <c+3> T (+4> ete
n—1 1 /n-2 1/n-3 1 /n—4
()2 () s () () e
sein wird, welche zwei Progressionen einander gleich sein miissen, welche

Werte auch immer den Buchstaben n und ¢ zugeteilt werden; es wird forderlich
sein, einige Fille dieser Wahrheit betrachtet zu haben.

FALL 1,
IN DEM ¢ = Q IST

§12 In diesem Fall also wird die erste Reihe

n 1/n 1/n 1/n 1/n
(1)-2(G)+3(G)-1(3) +5(5) e
werden, der letzte Term welcher Progression i% (%) sein wird, weil sofort
und bei diesen Charakteren die untere Zahl {iber die obere hinausgeht, ver-
schwinden deren Werte, wenn man natiirlich eine ganze Zahl verwendet. Die

zweite Reihe wird aber

noly Tfn=2\ 1 /n=3\ 1/n—4\ 1/n=5y
0 2\ 0 3\ 0 s\ 0 5\ 0

werden. Dort ist zu bemerken, dass der Wert aller dieser Formeln (”BA) =
ist, solange A nicht iiber n hinausgeht, und dass sogar diese Reihe nur bis
hin zum Term (%) fortzusetzen ist, und auf die Weise ist die erste Reihe so
darzustellen:

1

IR S P
2737475 n

§13 Daher haben wir also die folgende hochst bemerkenswerte Gleichung

erreicht:
(D) -2+ 5G) (@) rsG) =)
2 3 4 5 n’

deren Giiltigkeit wir an einigen Beispielen zeigen wollen.



§14

§15

. Es sei n = 1; es wird die erste Reihe (%) = 1 werden, die andere gibt in

der Tat in gleicher Weise 1.

Es sei n = 2; und, wegen (?) = 2 und (%) = 1, wird die erste Reihe

gleich 2 — 1 = 3 sein; die letzte Reihe gibt in der Tat 1+ J = 3.

. Essei n = 3; wegen (1) =3, (5) =3 und (4) = 1 gibt die erste Reihe

3— % + % = %; die zweite Reihe liefert in der Tat 1 + % + % = %.

Wenn n = 4 ist, wird wegen (1) =4, (5) =6, (5) =4und (}) =1
die erste Reihe 4 — § + 2 — 1 =2+ 1 — 1 geben; die andere Reihe gibt
1+ % + % + %, welcher jener Wert gleich ist, wegen 1 — % = % + %.

. Wenn n = 5 ist, wird wegen (%) =5, (5) =10, (§) =10, (§) =5

und (%) =1 die erste Reihe 5 — & + 2 — 2 + 1 sein; die zweite gibt in
der Tat 1 + % + % + % + %, welche Werte, nachdem die Rechnung genau
ausgefiihrt worden ist, gleich werden. Auf dhnliche Weise wird

(15,20 15 6 1_ 1 1.1 1 1
2 3 4 5 6 2 3 4 5 6
sein. Genauso wird
,o21.3%5 35 20 7 1 1 1.1 1,11
2 3 4 5 6 7 2 3 4 5 6 7

sein; nachdem ndmlich die Terme voneinander abgezogen worden sind,
bleibt

1 1
6—11+11-—-9+4+4—-1- =
+ 3 + 3 0
zurtick.
FALL 2,

IN DEM ¢ = 1 1IST

In diesem Fall wird die erste Reihe
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sein; die andere aber wird

n—1 +1 n—2 +1 n—3 +1 n—4 4 et
1 2\ 1 3\ 71 s\ 1 e

welche in diese zwei aufgelost wird

L L LT
172735 e

-1-1-1-1-1—etc,

welche bis dorthin fortzusetzen sind, bis die oberen Terme kleiner als die
Einheit werden, diesem Ausdruck wird also die erste Reihe gleich sein.

§16

1. Wenn n = 1 ist, und die ganze erste Reihe verschwindet, was auch in
der ersten passiert.

2. Wenn n = 2 ist, und die erste Reihe 1 gibt, gibt die zweite in der Tat
1+0.

3. Wenn n = 3 ist, gibt die erste Reihe 3 — % = 2%, die zweite Reihe gibt in
der Tat 2%.

4. Wenn n = 4 ist, liefert die erste Reihe 6 — % + %, die zweite gibt in der
Tat 41.

5. Wenn n = 5 ist, gibt die erste Reihe 10 — % + % — %m die zweite gibt in
derTat4+%+%+%.

FALL 3,
IN DEM ¢ = 2 IST

§17 In diesem Fall wird also die erste Reihe

(5)-2@)+:6) -1 6)

( )
5 7

n—1 +1 n—2 +1 n—23 +} n—4 + et
2 2\ 2 3\ 2 s\ 2 e




Hier verschwinden schon, solange n < 3 ist, alle Terme der ersten Reihe, was
man auch bei der anderen entdeckt zu passieren. Hier wollen wir aber nur
einen einzigen Fall, in dem n = 6 ist, entwickeln; in dem Fall wird die erste
Reihe 20 — L + s - 1 sein, die andere Reihe gibt in der Tat 10 + § + % + 1

BEMERKUNG

§18 In der letzten Reihe, welche

n—1 -I-l n—2 -l-l n—23 -l-} n—4 + et

c 2 c 3 c 4 c '
war, kann es zweifelhaft erscheinen, dass sie nur bis hin zum Term % (%)
fortgesetzt werden muss, weil dennoch die folgenden Terme, in denen die
erste Zahl negativ wird, nicht verschwinden. Aber hier ist zu bemerken, dass

bei diesen Charakteren die untere Zahl, die sofort aus der Analysis entsteht,
in sein Komplement umgewandelt worden ist, weil ja aus der allgemeinen

Form # der Koeffizient (";f :q) von z" gefolgert worden ist, an dessen

Stelle wir ( ) vermoge der Gleichung (4) = (-%;) geschrieben haben.

n—ptq
q
Dort ist natiirlich zu bemerken, dass eine solche Umwandlung nicht gilt,
wenn die obere Zahl nicht positiv war, so wie wir bisher angenommen haben;
wenn wir daher unsere Progressionen auch auf negative Zahlen erweitern
wollen, werden zumindest in der zweiten Reihe bei den einzelnen Charakteren
die Komplemente der unteren Zahlen geschrieben werden miissen, und die

letztere Progression ist auf diese Weise so darzustellen:

-t N Lfm=2 N 1 fn=3 N L0 n—4 )
n—1—c 2\n—-2-c 3\n—-3-c 4\n—4—-c e

Hier bemerke man, dass alle Terme, wo die unteren Zahlen negativ sind,
gleich 0 zu setzen sind. So wird im letzten Fall, in dem n = 6 und ¢ = 2 war,
die Progression

HRIORIGRIGRIE

sein. Hier verschwinden also alle Terme, die nach (%) folgen. Nachdem dies
aber bemerkt wurde, werden sich unsere Ausdriicke auch auf negative Werte
von ¢ ausdehnen lassen.



FALL 4,
INDEMc¢c = —1

§19 In diesem Fall wird also die erste Progression

©)-2(0)+3 () -5 +5(5) e

sein, die andere Progression wird sich aber nun so verhalten:

n—1 —1—1 n—2 —1—1 n—23 +1 n—4 +1 n—>5 g
n o\n=1)"3\n=2) "a\n=3) "5 \n=a) "

die ersten Terme welcher Reihe alle verschwinden, bis die oberen Zahlen
negativ werden; dann aber haben nur die der folgenden Terme Gewicht, in
denen die untere Zahl noch positiv ist oder 0; im Allgemeinen verschwinden
ndmlich alle diese Charaktere, und zugleich werden alle unteren Zahlen
negativ, immer.

§20 Daher sieht man also ein, dass aus der letzten Progression ein einziger
Term {ibrig bleibt, welcher n%rl (_Tl) sein wird, dessen Wert —1—%“ ist, dem
also die erste Progression immer gleich ist.

1. Wenn wir ndmlich n = 1 setzen, gibt die erste Progression 1 — %, die
zweite gibt in der Tat auch %

2. Wenn n = 2 ist, gibt die erste Reihe 1 — % + %, die zweite gibt in der Tat
auch %

3. Wenn n = 3 ist, wird 1 — % + % — %L = % sein. Auf dhnliche Weise wird

man weiter
2.6 4.1 1
2 3 4 5 5
, 5,10 10,5 1_1
2 3 4 5 6 6
haben.
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FALL 5,
IN DEM ¢ = —2 IST

§21 Die erste Progression wird

(2)-36)36) -1 +53) -

sein, wo der erste Term verschwindet; die zweite Reihe wird aber

n—1 1 /n—-2 1 /n—-3 1 /n—4
<n+1) +2( n )+3 <n—1> +1 <n—2> Tete
sein, deren allgemeiner Term % ( nf;ftz) ist. Hier werden also vom Anfang
an alle Terme verschwinden, bis schliefSlich A = n + 1 wird, woher der Term
nlﬁ (F) = —%H wird, dem der Term %H (=) folgt, der noch den Wert n%rz
gibt; die folgenden verschwinden wiederum alle, sodass die ganze Reihe zu

diesen zwei Termen zusammengezogen wird:
_ 1 n 1 -1
n+l n+2 (n+1)(n+2)

welcher also der Wert der ersten Reihe ist.

§22 Um das zu zeigen, sei

1. n = 1, und die erste Reihe wird

Sl 1y 11
2\0 3\1) 2 3 &6

sein.

2. Wenn man n = 2 hat, wird man

10)+10)-36)

haben oder
3. Wenn n = 3 ist, wird

1
2
sein.
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FALL 6,
IN DEM ¢ = —3 IST

§23 Hier wird also die erste Progression

(5)-3 ()G -1+ 1@ -2 s

sein, wo die ersten zwei Terme verschwinden. Fir die erste Reihe, deren

allgemeiner Term i ( n”;\f‘ﬁ) ist, ist in der Tat der erste Term, der Gewicht
hat, - +1 (F) = - +1' der weiter folgende Term wird - +3 (_03) = #3 sein, die

tibrigen werden aber alle verschwinden, sodass die Summe der ersten immer

12 1 2
n+1l n+2 n+3 (m+1)(n+2)(n+3)

sein wird.

§24 Damit wir das an Beispielen illustrieren, sei

1. n = 0, in welchem Fall die Summe 12 5 = % sein muss; die Progression

selbst gibt in der Tat 3 (J) = 3.
2. Im Fall n = 1 wird die Summe ﬁ = 12, die Progression selbst liefert
inder Tat } (§) =} (1) =

3. Im Fall n = 2 wird die Summe 2= = 4, die Progression selbst wird

aber
121 1
3 4 5 30
sein. Auf dhnliche Weise werden wir
1 3,3 1_ 2
3 4 5 6 4-5-6
146 4 1_ 2
3 4 5 6 7 5.6-7
15,10 10 5 1_ 2
3 4 5 6 7 8 6-7-8
haben.
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§25 Es wire {iberfliissig, dies weiter zu verfolgen. Daher ist ndmlich hinrei-

chend klar, wenn ¢ = —4 war, dass dann die zweite Progression, und sogar
die Summe der ersten,
1 3 3 1 -1-2-3

R A T A T R CE N CE DI e

sein wird. Die erste Reihe wird, nachdem alle der 0 gleichen Terme weggelas-
sen worden sind,

SOEORIORIORIORE

sein.
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