BEOBACHTUNG UBER REIHEN, DEREN
TERME NACH DEN SINUS ODER KOSINUS
VIELFACHER WINKEL FORTSCHREITEN

Leonhard Euler

§1 Wenn also die Summation dieser Reihe
A+ Bx 4 Cxx 4 Dx® + etc

bekannt war, sodass, welcher Wert auch immer dem Buchstaben x zugeteilt
wird, ihre Summe angegeben werden kann, dann wird auch immer so die
Summe dieser Reihe

A+ Bcos@+ Ccos2¢ + Dcos3¢ + etc

wie dieser
Bsing + Csin2¢ + Dsin3¢ + Esin4¢ + etc

beschafft werden konnen. Weil namlich die Summe der ersten Reihe durch
eine gewisse Funktion von x ausgedriickt wird, die wir mit dem Charakter
A : x bezeichnen wollen, sodass

A:x = A+ Bx+ Cxx + Dx® + etc
ist, wird, wenn wir anstelle von x
cos @ + vV —1sing

sowie
cosp — vV —1sing

schreiben, die Summen der daher entstehenden Reihen

2A +2Bcos ¢ +2Ccos2¢ + 2D cos 3¢ + 2E cos 4¢ + etc



sein, deren Summe also
A (cosgo—i— V—lsingo) +A: (cosq) — V—lsingo)

sein wird; wenn wir aber letztere von der ersten abziehen, wird diese Reihe
hervorgehen:

2BV —1sing +2Cv —1sin2¢ + 2D+ —1sin3¢ + 2Ev/ —1sin4¢ + etc
hervorgehen, deren Summe also
JAR (cosqo—i— \/—1sinq)> —A: (cosqo - \/—1sinq)>

sein wird.

§2 Damit wir diese Ausdriicke vereinfachen, wollen wir der Kiirze wegen
cosp++vV—1lsing=p und cosg—+V—1lsing =¢q

setzen und es wird, wie im Allgemeinen bekannt ist,

pq=1
sein und daher .
q=—
4
dann wird aber
3, .3 4, 4
Ccos @ = m, cos2¢ = M, cos3¢ = Pt , cos4gp = pta ,
2 2 2 2
sein. Auflerdem aber wird man fiir die Sinus haben
_ _ 3_ .3 4 4
sing = 219\/—7‘11' sin2¢ = pzp\/quq, sin3¢ = Z\/—iql/ sindg = };\/qu,

nach Festsetzen wovon wir diese 2 Summationen erreichen:
A:p+A:g

AcosO@ + Bcos @+ Ccos2¢ + D cos3¢ + etc = >

und

A
Asin0¢ + Bsingp + Csin2¢ + Dsin3¢ + etc = =il Ant 2L §

p—A:
2v—1



§3 Wir wollen nun fiir die anfangliche Reihe eine beliebige entwickelte
Potenz des Binoms nehmen, welche
n(n—1) n(n—1)(n—2)

3
12 XX 12.3 x” + etc

(1+x)”:1+?x—|—

ist, sodass in diesem Fall

A:x=(1+x)"
ist, dann aber, damit wir diesen Ausdruck zusammenfassen, wollen wir die
einzelnen Koeffizienten, wie ich es schon des ofteren gemacht habe, mit diesen
Charakteren bezeichnen:

(5)-(5)-(2)(5) (3) =

sodass
()=
(-
(3)="17"
(5)="" 25

etc

ist, wo es forderlich sein wird, bemerkt zu haben, dass im Allgemeinen
n n
(I) N <n —i )
n n
) =(5) =1

Auflerdem ist in der Tat klar, dass, sooft i entweder eine negative Zahl war
oder eine positive grofier als n, dass dann immer

()0

ist, wenn natiirlich n eine ganze Zahl war. Nachdem diese Dinge also bemerkt
worden sind, werden wir diese anfiéngliche Summation haben:

ey = (3)+ () () ()2 + () v

ist und daher



woher also durch die gerade angegebenen Festlegungen diese beiden Summa-
tionen berechnen werden:

n (1+p)"+0+q)"

(3)cosow = (3) st (3) sz (3 s

und

2

ny . ny . A ny . _(+p)"—(+9)"
<6> sin Og + (T) sin1¢ + <§> sin2¢ + (5) sin3¢ +etc = Wasi .
In diesem Fall aber werden sich, obwohl die fiir p und g angenommenen
Formeln imaginédr sind, dennoch die Formeln auf reelle Werte zurtickfithren
lassen, so wie wir in den folgenden Problemen zeigen werden.

PROBLEM 1

Nachdem diese Reihe der Kosinus vorgelegt wurde
n -
1 2
sodass durch die festgesetzten Charaktere

n—1 n-2

1
+ 2 3

cosgo+%-n C052g0+%- cos3¢ +etc =5,

s = (%) cosO0¢ + (?) coslg + (g) cos2¢ + (g) cos 3¢ + etc,

ist ihre Summe reell auszudriicken.

LOSUNG

§4 Weil also, wie wir gerade gesehen haben

(I+p)"+Q+q)"
2

ist, wiahrend
p=cosp++vV—1lsing und g=cosp—+v—1sing

wird, geht die ganze Aufgabe darauf zurtick, dass dieser fiir s beschaffte
Ausdruck vom Imaginédren befreit wird; es ist namlich klar, wenn die Formeln
(1+p)" und (1+ q)" entwickelt werden, dass sich dann die imaginidren An-
teile von selbst aufheben werden, weil ja die zu summierende Reihe selbst
entsteht; deshalb werden wir eine andere Auflosung suchen, dass ohne ange-
wandte Entwicklung die imagindre Anteile aufgehoben werden; das wird auf
die folgende Weise gemacht werden konnen.



§5 Weil pg = 1 ist, wird die Formel 1 + p so ausgedriickt werden konnen,
dass

1+p=KPrP+vVO) VP

ist; und auf dhnliche Weise wird

1+q=KP+Va) Vi

sein; nach der Einfiihrung dieser Werte wird unsere Summe als

1 n n n
s=5WP+va) (zﬂ +q2)
hervorgehen. Weil schon im Allgemeinen
p*+q* =2cosaep
ist, wird ) )
p2+q2 =2costp und p2+4q? =2cosing

sein, nach Einsetzen welcher Werte die gesuchte schon reell auf die folgende
Weise ausgedriickt werden wird:

__nn n e 1
s =2"cos" 5 cos ;1.

§6 Nach dieser Ubereinkunft also haben wir eine besonders bemerkenswerte
Summation erhalten, die sich so verhilt, dass immer

2

n
1

n—1 n-2
2 3

non n
1+ C05(p+i~ cos2(p+i~ cos 3¢ + etc

1 1
= 2" cos” E(P cos Engo,

die immer mit der Wahrheit vertraglich ist, welche Zahlen auch immer fiir n
eingesetzt werden, ob ganze oder gebrochene oder sogar negative. Es wird
also der Miihe Wert sein, aus jeder Art einfachere Félle vor Augen zu fiihren.

ENTWICKLUNG DER FALLE, IN DENEN DER EXPONENT n
EINE GANZE POSITIVE ZAHL IST

§7 Wir wollen die folgenden Fille betrachten:



1. Es sei n = 0 und die Reihe selbst wird zur Einheit verschmelzen, die
Summe wird aber gleich 1 sein.

2. Es sei n = 1 und eine Reihe wird in
1+ cos ¢
ubergehen; die gefundene Summe aber liefert
2 cos? %go,
es ist aber bekannt, dass
2 cos? log=1+cosg
ist.
3. Es sei n = 2 und die Reihe wird in
1+ 2cos ¢+ cos2¢
tibergehen, es entsteht aber die Summe
4 cos® %(p CoS @.

Gerade aber haben wir gesehen, dass 2cos? 2¢ = 1+ cos ¢ ist, welche
Form mit 2 cos ¢ multipliziert

2cos ¢ - 2 cos? 3¢ =1+2cos ¢ +cos2¢
ergibt.
4. Es sei nun n = 3 und es entsteht diese Reihe
143 cos ¢ +3cos2¢ + cos3¢,

deren Summe gleich
8 cos® %(pcos %go

ist, welche Formel durch hinreichend bekannte Reduktion die Reihe
selbst ergibt.
5. Es sei nun n = 4 und die Reihe geht iiber in
1+4cos¢+6cos2¢ +4cos3¢ + cosde,

deren Summe also

2% cos? %(p cos2¢
sein wird, deren Giiltigkeit man auch nicht schwer zeigt. Und so wird
sich die Giiltigkeit immer durch bekannte Reduktionen zeigen lassen.



ENTWICKLUNG DER FALLE, IN DENEN FUR 1 EINE GANZE
NEGATIVE ZAHL ANGENOMMEN WIRD

§8 Wir wollen zuerst n = —1 setzen und es wird die folgende unendliche
Reihe entstehen:

1—cos ¢+ cos2¢ — cos3¢ + cos4dp — cos5¢ + etc
ins Unendlich, deren Summe also durch unsere allgemeine Reihe

cos%(p 1

2coslep 2

sein wird, was freilich schon ldngst von den Mathematikern beobachtet wor-
den ist. Wenn daher ndmlich diese Reihe, deren Summe solange gleich s
gesetzt wird, mit 2 cos 1 ¢ multipliziert wird, wird man durch allbekannte
Reduktionen

1 2cos i@ —cos3@+ cos2¢ —cos e+ cos 2
25 cos 5 = { 2P COSRPICOS 29 COS 2P CO%aP gy
— COS 5 + COS 5 — COS 5¢ + COS 5¢ — COS 5¢

finden, was natiirlich auf 2s cos %go = cos %go hinauslduft und daher s = %

§9 Wir wollen nun n = —2 setzen und es wird die folgende Reihe entstehen
1—2cos@+3cos2¢ —4cos3¢ +5cosdp —6cosdbg + etc,
deren Summe also gleich
cos @
4cos? 1o

sein wird, deren Giiltigkeit dartiber hinaus auf die folgende Weise gezeigt
werden kann. Nachdem die Summe der Reihe gleich s gesetzt wurde, wird

25C081¢: 2cos%go—2cos%(p—l—3cos%go—4cos%(p ete
2 —2cos%q0+3cos%q)—4cosgq)+5cos%q)

sein, welcher Wert zur folgenden Reihe verschmilzt

1. _ 3 5 7 9
25C0S 5 = COS 5@ — COS 3¢ + COS 5@ — COS 5 ¢ + etc.



Man multipliziere erneut mit 2 cos 3¢ und es wird

45 cos? lgo _ COS ¢ + cos2¢ — cos 3¢ + cos4g — cosd¢ etc = cos
2 —c0s2¢ + cos 3¢ — cos4¢ + cos5¢
hervorgehen und daher
_ _cos¢
4cos?ig’

wie wir gefunden haben, oder es wird auch

s cos ¢

~ 2(1+4cosg)

sein.
§10 Es sei nun n = —3 und es wird diese unendliche Reihe entstehen

1—-3cos@+6cos2¢ —10cos3¢ + 15cos4¢ — 21 cos5¢ + etc,

deren Summe also gleich
cos 3¢
8cos® ¢

sein wird. Dieser Ausdruck wird aber weiter auf diesen zuriickgefiihrt

13 13
2 8 cos? %q} 2 4(1 -+ cos (P)’

sodass auch
_ —1+2cos¢
~ 4(1+cos )

ist.



§11 Auf dhnliche Weise werden wir auch die folgenden Summationen erhal-
ten:

2
1—4cosp+10cos2¢ —20cos3¢ + 35cos4g — etc = L(Pl
16cost 5 ¢
cos%qo
1—>5cos ¢ +15¢c0s2¢ —35cos3¢ +70cos4dp —etc = ——=—
32cos® 3¢
3
1—6cos®+21cos2¢ —56cos3¢ + 126 cosdp — etc = L(Pl
64 cos® 5@
cos%q)
1—7cos ¢ +28cos2¢ —84cos3¢ +210cos4p —etc = —=——
128 cos” 5¢

etc.

ENTWICKLUNG DES FALLES, IN DEM n = % IST

§12 Es wird daher also die folgende unendliche Reihe gebildet werden

113 . 1:1:3:5
2.4.6°°°? " 2168

1 /2 1
Cos ¢4/ 2cos 5 ¢

sein wird, deren Giiltigkeit nicht leicht sein wird anderswoher zu priifen; in
anderen Féllen aber springt sie natiirlich ins Auge. Wenn z. B. ¢ = 0 war, wird
man

1 1-1
1+§cosgo——cos2qo—|— cos4g + etc,

2-4
deren Summe also gleich

1_’_1_1-1_{_1-1-3_1-1-3-5
2 24 246 2-4-6-8

haben; die Reihe entsteht natiirlich aus der Entwicklung
(14+1)2 = 2.
Wir wollen nun ¢ = 180° setzen, dass %(p = 90° ist, und die Reihe wird
1_1_1-1 _1-1-C—’>_1-1-3-5_etc_O

2 24 246 2-4-6-8 N
sein, was auch daher klar ist, weil diese Reihe aus der Form (1 — 1)% entsteht.
Es sei auch ¢ = 90° und die daher entstehende Reihe wird
1-1 _1-1-3-5+ 1-1-3-5-7-9
2-4 2-4-6-8 2-4-6-8-10-12

+etc =12

1+ — etc = c0s22°30'V/2



sein. Es ist aber

©0s22° 30 — 1+ cos45° 142
V 2 2v2

woher man die Summe

1++2
V2
folgert und so hat man diese hochst bemerkenswerte Summation
1-1 1-1-3-5 1-1-3-5-7-9 1 2
1+ - + —etc = * f
2-4 2.4.6-8 2-4-6-8-10-12 2

Wir wollen auch ¢ = 60° nehmen und es wird diese Reihe entstehen

L 11,111 113 1-1-3-5 1
227242 246 2.4.6-8 2
L 11357 1 1.13:5.7.9
246810 2 2-4-6-8-10-12 et

die Summe welcher Reihe also cos 15°v/3 sein wird. Weil also

5 1+ cos 30° 2++3
cos 15 = > = 1

ist, wird die Summe der Reihe
1
~-1/3+2v3
SV3+ V3

sein.

ENTWICKLUNG DES FALLES, IN DEM 1 = —1 IST

§13 Daher wird also die folgende unendliche Reihe gebildet werden

1—lcos —1—1 3Cos2 ———os3 +wcos4
Py g T 9P T 6. 8T

deren Summe also gleich
cos 1o

\/ZCOS%(p

10



sein wird. Daher entsteht, wenn ¢ = 0 war, diese Summation

, 1,18 135 1357 1
2724 246 2468 2

Diese Reihe entsteht ndmlich aus der Form (1 + 1)*%. Es sei nun ¢ = 180°
und die resultierende Reihe wird

1 1.3 1-3-5
Lot + +

1-3-5-
24 2-4-6 2-4-6-
sein. Diese Reihe entsteht ndmlich aus der Entwicklung (1 — 1)*%. Wir wollen
auch ¢ = 90° nehmen und die Reihe wird

, 18,1357 1.3.5:7.9.11 c0s22°30
24 2468 2-4-6-8-10-12 T

sein. Vorher aber haben wir gesehen, dass

c0s22°30" =

ist, woher die Summe gleich

sein wird.

§14 Im Allgemeinen wird es auch fiir beliebige Exponenten n der Miihe
Wert sein, dem Winkel ¢ bestimmte Werte zuzuteilen; und nachdem freilich
zuerst ¢ = 0 genommen wurde, werden wir

() 0+ (G (e

haben; diese Reihe selbst ist natiirlich die entwickelte Formel (1 + 1)". Wir
wollen nun ¢ = 180° nehmen und es wird diese Reihe entstehen

n n n n

1= (3)+(3) - (3)+ () —ee=0
diese Reihe ist natiirlich (1 —1)"; Es sei auch ¢ = 90° und die daher entste-
hende Reihe wird

1= () + (1)~ () +(5) ~ (p) +ee

11



sein, deren Summe also

2"(cos45°)" cos n45° = 22" cos n45°

sein wird.

§15

Diese letzte Reihe scheint umso grofierer Aufmerksamkeit wiirdig, weil

deren Giiltigkeit nicht gerade wenig mysterios ist; daher wird es nicht un-
passend sein, dass einige Spezialfélle betrachtet werden und zwar fiir ganze
positive Zahlen:

1.

2.

3
4.
5
6

Wenn n = 0 ist, wird 1 = 1 sein.

Wenn 1 = 1 ist, wird 1 = cos45°v/2 sein.

. Wennn =2ist, wird 1 —1 = 2c0s90° = 0 sein.

Wennn =3ist, wird 1 —3 = 25 cos3-45° = —2 sein.

. Wenn n =4 ist, wird 1 — 6+ 1 = 22cos4 - 45° = —4 sein.
. Wenn 1 = 5 ist, wird 1 — 10 + 5 = 23 cos 5 - 45° = —4 sein.

7. Wenn 1 = 6 ist, wird 1 — 15+ 15 — 1 = 23 cos 6 - 45° = 0 sein.

etc.

§16

Wenn n = 7 ist, wird 1—21—1—35—7:2% cos7 - 45° = 23 sein.
Wenn n = 8 ist, wird 1 — 28 + 70 + 28 + 1 = 2% cos 8 - 45° = 2% sein.

Groflere Aufmerksamkeit verdienen die Fille, in denen fiir n eine nega-

tive Zahl angenommen wird, in denen ja unendliche Reihen hervorgehen:

1.

2.

Wenn n = —1 ist, wird
cos45° 1
1-1+1-141-1+1-141—1+etc= 565 =
sein.
Wenn n = —2 ist, wird
1—3+5—7+9—11+14—15+17—etc:wzo
sein.

12



3. Wenn n = —3 ist, wird

3.45° 1
1—6+15—28445—66+91 —etc = 2> = _ _ =

NG 4
sein.
4. Wenn n = —4 ist, wird
445 1
1— 10435 — 84+ 165 — 286 + 455 —ete = - — = —
sein.
5. Wenn n = —5 ist, wird
5.45° 1
1—15+70 — 210 + 495 — 1001 + etc = Lf’ =2
2
sein.
6. Wenn n = —6 ist, wird
. 45°
121+ 126 — 462 + 1287 — 3003 + etc = 7“’568 > —0
sein, etc.

Im Allgemeinen wird aber fiir diese Falle

L AMAED MM DA 43) AR DA +2)(A+3)(A+4)(A+5)
1-2 1-2-3-4 1-2-3-4-5-6
AMA+D) - (A+7) AA+1)-- (A+9)

1.2...8 - 1-2-...10 +etc

sein, die Summe welcher Reihe also gleich

Ccos A - 45°
T

sein wird.

13



PROBLEM 2

Nachdem diese Reihe der Sinus vorgelegt wurde:

n—1 . ’ +n n—1 n-2
g SMePT I, 3

n . n .
Tsmgo—i—I‘ sin3¢ +etc = s,

sodass durch die oben verwendeten Charaktere

s = (g) sin0¢ + (?) sinlg + (g) sin2¢ + (g) sin3¢ + etc

ist, ist der Wert dieser Summe s reell auszudriicken.

LOSUNG
§17 Wenn wir also hier wiederum die Buchstaben
p=cos@+V—1sing

und
g=cosp—+—1lsing

einfiihren, teile man, weil ja
p"—g" =2+ —1sinne

ist, die vorgelegte Reihe in die 2 folgenden auf
n n n) 3 4 (1) 4
26/ { =B pr QB+ @) }t
1 2
woher natiirlich

sein wird.

§18 Hier wird es wiederum gleich forderlich sein bemerkt zu haben, dass

l+p=WP+VOVP

und

1+q=KP+VDVi

14



ist, nach Verwendung welcher Werte
25V = (VB + V)b — %)
sein wird. Weil daher
p? —q% =2y/~1sinlng

ist und
VB i =2c0s 3o,
wird daher, indem man durch 2v/—1 teilt, die gesuchte Summe reell ausge-

driickt hervorgehen:
s = 2" cos" 3 psin ng.
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