EIN NEUER BEWEIS, DASS DIE
NEWTON'SCHE ENTWICKLUNG DER
POTENZEN DES BINOMS AUCH FUR

GEBROCHENE EXPONENTEN GILT

Leonhard Euler

§1 Wann immer in den Anfingen der Analysis die Potenzen des Binoms
entwickelt wurden, pflegte das tatsdachlich durch Multiplikation gemacht zu
werden, wihrend das Binom sooft mit sich selbst multipliziert wurde, so oft
natiirlich, wie der Exponent Einheiten enthdlt, und daher hat Newton fiir die
unbestimmte Potenz (1 + x)" diese Progression der Terme gefolgert
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Die Giiltigkeit dieser ist also nur fiir die Félle, in denen der Exponent 7 eine
ganze positive Zahl ist, fiir bewiesen zu halten. Dass aber der selbe Ausdruck
auch mit der Wahrheit vertraglich ist, wann immer der Exponent n entweder
eine gebrochene oder negative oder sogar transzendente Zahl ist, haben viele
Mathematiker zu zeigen versucht, deren Beweise aber entweder zu abstrus
sind oder auch zu weit hergeholt, als dass sie im Haus der Analysis Platz
finden konnen. Ich fiir meine Person habe auch vor vielen Jahren eine solchen
Beweis gegeben, welcher die ersten Anfange kaum zu iiberragen schein mag;
neulich bin ich aber, nach einen anderen hineingestolpert, der mir freilich
scheint die Aufgabe vollig zu erledigen; ich bin mir also sicher, dass diesen
hier erortert zu haben, den Mathematikern nicht unangenehm sein wird.

§2 Von welcher Form auch immer der Exponent n war, so ldsst sich sicher
annehmen, dass die Potenz selbst immer in eine Form solcher Art entwickelt



werden kann, dass
(14 x)" =14 Ax + Bxx + Cx® + Dx* + etc

ist. Hier bezeichnen natiirlich die GrofSbuchstaben gewisse durch die Expo-
nenten #n zu bestimmende Zahlen, wo wir freilich schon wissen, sooft n eine
ganze Zahl positive Zahl war, dass dann

n—1 n—2 n—23
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C, etc

sein wird; dennoch miissen diese Werte auch durch die Methode, die ich
hier erortern will, gefolgert werden, woher zugleich klar werden wird, dass
dieselben sogar immer Geltung haben, wenn auch der Exponent 7 keine ganze
positive Zahl war.

§3 Sofort wird es hier aber forderlich sein, bemerkt zu haben, dass der erste
Term der angenommenen Reihe auf gewohnte Weise der Einheit gleich gesetzt
wird, weil wir ja wissen, wenn x = 0 war, in welchem Fall alle Terme, die dem
ersten folgen, verschwinden, dass der Wert der Potenz 1" gewiss immer gleich
1 ist, welcher Wert auch immer fiir n angenommen wurde. Darauf ist klar,
dass im Fall, in dem n = 0 ist, der Wert der Potenz (1 + x)° immer der Einheit
selbst gleich wird, weil sogar in den Prinzipen der Analysis hinreichend und
dartiber hinaus klar dargetan wurde, dass immer z9 = 1 ist. Daher folgt also
in dem Fall, in dem n = 0 ist, dass auch die Werte aller Buchstaben A, B,
C, D, etc verschwinden miissen, damit nattirlich fiir den ganzen Ausdruck
der Wert gleich 1 hervorgeht. Deshalb ist es notwendig, dass die einzelnen
dieser Buchstaben den Faktor n involvieren, so wie es in den von Newton
festgesetzen Werte passiert.

§4 Wir wollen also nun den Exponenten unserer Potenz n um die Einheit
vermehren und auf dhnliche Weise

(1+x)" =14+ A'x + B'xx 4+ C'x®> + D'x* +etc

festsetzen, wo klar ist, dass diese mit dem Strich versehenen Buchstaben A’,
B’, C’, etc aus den vorhergehenden entstehen miissen, wenn in diese iiberall
n + 1 anstelle von n geschrieben wird. Weil aber

(1+x)"=14+x)14+x)"



ist, ist klar, dass die neue Reihe aus der ersten entstehen muss, wenn diese
mit 1 4 x multipliziert werden; dann wird sich aber das nach Potenzen von x
geordnete Produkt so verhalten

1+ Ax + Bxx + Cx® + Dx* + Ex® + etc
+x + Axx + Bx® + Cx* + Dx® + etc,

welche zwei Reihen also zusammengenommen unserer neuen Reihe gleich
sein miissen.

§5 Dabher erhilt man aber durch Vergleichen der einzelnen Terme miteinan-
der folgende Gleichheiten:

Al=A+1 oder A —

B =B+A oder B —

C'=C+B oder C —

D'=D+C oder D' —

E'=E+D oder E' —
etc
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woher man einsieht, wie zwei gewisse folgenden Buchstaben auf den Vorher-
gehenden bezogen werden. Wenn z. B. im Allgemeinen der Buchstabe M dem
Buchstaben N gleich wird, wird

N -N=M

sein; daher geht die ganze Aufgabe darauf zuriick, wie, wenn der Wert
des Buchstaben N gefunden worden ist, der folgende Buchstabe untersucht
werden muss, sodass, wenn n + 1 bei ihm anstelle von n geschrieben wird
und der daher resultierende Wert mit N’ gekennzeichnet wird, N ' N=M
ist.

§6 Diese Untersuchung also wollen wir auf folgende Weise unternehmen,
indem wir von einfachsten Fillen aus anfangen, fiir welches Ziel wir die
folgenden Lemmata vorausschicken wollen.



LEMMA 1

§7 Wenn N = an war, wird N’ = a(n + 1) sein und daher N' — N =
«; daher ist andererseits klar, wenn M = a war, dass dann N = an sein
wird. Hier konnte man freilich entgegnen, dass der Umkehrschluss nicht
hinreichend gewiss ist. Wenn wir ndmlich N = an +  gesetzt hitten, wire
N’ = a(n + 1) + B hervorgegangen und daher N’ — N = «; daher scheint
also gefolgert zu sein, wenn M = a war, dass dann auf allgemeine Weise
N = an + B gesetzt werden muss. Aber wir haben schon anfangs angemerkt,
dass unsere Koeffizienten A, B, C, D, etc so beschaffen sein miissen, dass
sie flir n = 0 gesetzt verschwinden; weil daher N jeden einzigen dieser
Buchstaben bezeichnet, ist es klar, dass notwendigerweise g = 0 genommen
werden muss, und so ist vollkommen dargetan worden, sooft M = a war, dass
N = an genommen werden muss.

LEMMA 2

§8 Wenn N = an(n —1) war, wird N’ = a(n + 1)n sein, woher N' — N = 2an
entsteht, sodass in diesem Fall M = 2an ist. Indem wir anstelle von 2« also «
schreiben, folgern wir, sooft M = an war, dass dann gewiss N = lan(n —1)
sein wird; dieser Wert, weil er schon fiir n = 0 gesetzt verschwindet, kann
keinen konstanten Zuwachs erhalten, wie wir gerade zuvor gezeigt haben;
das ist auch im Folgenden festzuhalten.

LEMMA 3

§9 Wenn N = an(n—1)(n —2) war, wird N’ = a(n + 1)n(n — 1) sein und
daher N’ — N = 3an(n — 1), sodass in diesem Fall M = 3an(n — 1) ist.
Daher schlielen wir also andererseits, sooft M = an(n — 1) war, dass gewiss
N = Lan(n —1)(n — 2) sein wird.

LEMMA 4
§10 Wenn N = an(n—1)(n—2)(n—3) war, wird N' = a(n+1)n(n—1)(n—

2) sein, der gemeinsame Faktor welcher beider Formeln an(n —1)(n — 2) ist,
aus welchem N' — N = an(n —1)(n —2)((n+1) — (n — 3)) sein wird und



daher N’ — N = 4an(n —1)(n —2) = M; und daher schlussfolgern wir

andererseits, sooft M = an(n — 1)(n — 2) war, dass gewiss N = fan(n —

1)(n —2)(n — 3) sein wird.

LEMMA 5

§11 Wenn N = an(n—1)(n—2)(n—3)(n—4) war, wird N' = a(n+1)n(n —
1)(n —2)(n — 3) sein und daher berechnet man, dass N' — N = M = 5an(n —
)(n —2)(n — 3) sein wird, woraus wir andererseits schlussfolgern, sooft
= an(n —1)(n — 2)(n — 3) war, dass dann immer N = lan(n —1)(n —
)( —3)(n —4) sein wird.
§12 Daher durchschaut man schon hinreichend deutlich, wenn
M=ann—1)(n—2)(n—3)(n—4)
ist, dass dann gewiss
1
N = gan(n —1)(n—2)(n—3)(n—4)(n—75)
sein wird und daher im Allgemeinen, sooft
M=ann—1)(n—-2)(n—3)---(n—A),

dass dann gewiss

N =

1
—1n=2)---(n—A—-1
e Zan(n Y(n—=2)---(n—A—-1)
sein wird, welche allgemeine Form alle vorhergehenden Lemmata zugleich in
sich einfasst.

§13 Weil nun die Buchstaben M und N im Allgemeinen zwei in der Reihe
der Buchstaben A, B, C, D, etc aufeinander folgende Terme bezeichnen, wollen
wir hier die im Allgemeinen entwickelte Gleichung

N -N=M

auf die einzelnen oben in §5 gefundenen Gleichheiten anwenden; weil deren
erste A’ — A = 1 ist, wird hier M = 1 sein, und daher berechnen wir aus
Lemma 1, dass N oder A = n sein wird; dieser Wert wird also gewiss wahr
sein, welche Zahl auch immer fiir den Exponenten n angenommen wird, weil
ja die oberen Rechnungen nie auf ganze Zahlen beschrankt waren.



§14 Wir wollen also zur zweiten Gleichung
B-B=A

weiter gehen, wo, weil wir gerade gefunden haben, dass n = A ist, aufgrund
von Lemma 2 M = A = n sein wird, woher uns der Wert von N hier

1
Bzin(n—l)
oder ,
nn-—
B=—
1 2

liefern wird, vollig wie die Newton’sche Entwicklung es angegeben hatte.

§15 Weil also weiter die dritte Gleichheit
C'-C=B

war, wird Lemma 3 zur Hilfe nehmend,

1
M = En(n -1)
sein und daher a = %, woher der dort fiir N gefundene Wert uns hier

1
= En(n —1)(n—2)

geben wird oder

1 2 3
genauso wie es die Newton’sche Entwicklung halt.
§16 Unsere vierte Gleichheit war

D'—D=C,

die mit Lemma 4 verglichen
M=C= %n(n—l)(n—2)
liefert, sodass a = % ist; daher wird der Buchstabe N uns also
1
D = ﬂn(n —1)(n—2)(n—23)
liefern oder
n n—1 n—2 n-—3

D=7 3 4




§17 Nach dem Fund dieses Wertes wollen wir zur fiinften Gleichheit gelan-
gen
E'—E=D,

die uns fiir Lemma 5

1
M=D= ﬂn(n—l)(n—Z)(n—B)

beschafft, sodass hier a = 21—4 ist; daher liefert der dort fiir N angegebene Wert
fiir den gegenwirtigen Fall

1
E= mn(n —1)(n—2)(n—3)(n—4)

oder auf gewohnte Weise

E—E n—-1 n—-2 n—-3 n—4
1 2 3 4 5

§18 Es widre vollig tiberfliissig, diese Fille weiter zu verfolgen, weil schon
klarer als das Mittagslicht scheint, dass fiir die einzelnen folgenden Buchstaben
natiirlich notwendigerweise dieselben Werte hervorgehen miissen, welche
die Newton’sche Entwicklung schon gelehrt hat, und dieser Beweis scheint
fiir die Natur der Sache dermafien geeignet, dass jenem auch in den ersten
Elementen der Analysis ein Platz nicht versagt werden kann. Ja sogar die
ganze Methode, die wir hier benutzt haben, behilt die ganze Kraft bei, auch
wenn sogar der Exponent n als imagindr angesehen wird.



