UBER DIE AUFLOSUNG VON
TRANSZENDENTEN BRUCHEN IN
UNENDLICH VIELE EINFACHE BRUCHE *

Leonhard Euler

§1 Nachdem irgendein algebraischer Bruch vorgelegt worden ist

P

ok
dessen Zdhler P wie Nenner Q ganz rationale Funktionen der Grofie z seien,
habe ich schon vor langer Zeit gezeigt, auf welche Weise er in einfache Briiche
aufgelost werden kann, deren Nenner den einfachen Faktoren des Nenners Q
gleich werden, die Zdhler hingegen konstant sind, wenn freilich die Variable
z im Nenner Q mehr Dimensionen hat als im Zzhler P hat. Ja ich habe
sogar gezeigt, wie fiir jeden beliebigen einfachen Faktor des Nenners der
entsprechende einfache Bruch aufgefunden werden kann, ohne Riicksicht
auf die tibrigen Faktoren zu nehmen. So, wenn bekannt ist, dass der Nenner
Q den einfachen Faktor z — a enthilt, wird der einfache daher entstehende
Bruch, welcher von dieser Form sein wird

44
7
zZ—a

am leichtesten auf diese Weise bestimmt. Es werde festgelegt
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Q z—a
wo R alle aus den iibrigen entspringenden einfachen Briiche umfasse; es
werde auf beiden Seiten mit z — a multipliziert, dass wird

P(z —a)

Q
und weil « eine konstante Grofle ist, wird sie immer denselben Wert beibehal-
ten, welcher Wert auch immer der Variable z zugeteilt wird; deswegen werde

tiberall z = a, dass die Beschaffenheit der tibrigen Briiche aus der Rechnung
herausgeht, und man wird haben

=a+R(z—a),

‘ P(z—a) ’
Q
wenn freilich in dieser Formel z = a wird; dann geht aber der Zéghler P(z — a)
ins Nichts tiber, weil z — a ein Faktor des Nenners Q ist, wird auch der Nenner
Q verschwinden. Daher werden also nach der tiblichen Regel anstelle des
Zahlers und des Nenners ihre Differentiale eingesetzt, weil ja immer noch
sein wird

Pdz + (z —a)dP
dQ

wenn hier freilich tiberall 2 anstelle von z geschrieben wird. Wir wollen also
festlegen, dass in diesem Fall wird

:0(,

P=A und d—Q:C,
dz

welche Grofien A und C also sehr leicht gefunden werden; dann wird also der
gesuchte Zihler hervorgehen als

N =

7

4
C

so dass der einfache aus dem Faktor z — a des Nenners herstammende Bruch
dieser ist



so dass es nicht notwendig ist, die iibrigen Faktoren zu kennen. Auf die gleiche
Weise werden aber die den tibrigen Faktoren entsprechenden einfachen Briiche
bestimmt werden, die Summe all welcher dem vorgelegten Bruch 5 gleich
werden wird, solange die Variable z weniger Dimensionen im Zghler P als im
Nenner Q hat.

§2 Diesen Prinzipien folgend, wollen wir fiir den Nenner Q transzendente
Funktionen solcher Art annehmen, welche sich in unendlich viele einfache
Faktoren auflosen lassen, was passiert, wenn sie in unendlich vielen Fallen
dem Nichts gleich werden. Zusétzlich ist aber aber notwendig, dass all die
Faktoren einander ungleich sind, weil ja die gleichen Faktoren eine eigene
Auflosung erfordern. Aber es wird besonders verlangt, dass das Produkt all
solcher Faktoren die Funktion Q selbst vollkommen ausschopft, weil sich
ja irgendwann einmal imagindre Faktoren einmischen kdnnten. Wie wenn
beispielsweise Q = tan ¢ genommen wird, verschwindet er natiirlich in all
denselben Féllen wie diese Funktion sin ¢, und daher involvieren diese beiden
Funktionen dieselben einfachen Faktoren, auch wenn sie einander in keinster
Weise gleich sind. Des Weiteren muss aber der Zdhler P so beschaffen sein,
dass er mit dem Nenner Q keinen gemeinsamen Faktor hat. Es ist aber
besonders darauf zu achten, dass die variable Grofie im Zidhler nicht zu
genauso vielen oder mehr Dimensionen ansteigt wie im Nenner. Weil sie aber
im Nenner anzusehen ist zu unendlich vielen Dimensionen anzusteigen, wird
dieser Umstand nicht zu befiirchten sein, solange die Variable im Zahler nur
in einer endlichen Anzahl an Dimensionen enthalten ist. Wenn aber seine
Potenzen auch ins Unendliche ansteigen, wird es oftmals sehr schwierig sein
zu beurteilen, ob die Anzahl der Dimensionen grofier oder kleiner als im
Nenner ist. Dennoch wird indes auch in diesen Fillen der vorgelegte Bruch 5
alle einfachen Briiche enthalten, zu welchen unsere Methode fiihrt. Aber es
kann passieren, dass er aufser ihnen auch gewisse quasi ganze Teile involviert.
Nachdem diese Dinge im Voraus angemerkt worden sind, wollen wir die
folgenden Fille entwickeln.

I. ES WERDE Q = sin ¢ GENOMMEN, DASS DER BRUCH
P AUFZULOSEN IST

sin @

§3 Weil ja die Formel sin ¢, wahrend 7 die halbe Peripherie des Kreises ,
dessen Radius = 1 ist, oder den zwei rechten gleichen Winkel bezeichnet, in



all diesen Fillen verschwindet

=0, @o==xm, @=32m, ¢ =2I371 etc.undim Allgemeinen ¢ =i,

werden ihre an der Zahl unendlich vielen Faktoren sein

¢, (pxtm), (px2m), (¢=£3m) undim Allgemeinen (¢ Lig).

Anderswoher ist es aber gewiss, dass diese Formel sin ¢ aufer diesen Faktoren
keine anderen entweder reellen oder imagindren Faktoren involviert, weil
namlich gilt

3 5

. _ 9 %
SIM¢=¢-1 53" 1.2.3.4.5
ist es bekannt, dass diese Reihe diesem unendlichen Produkt gleich wird

oD YD) BB 2

§4 Wir wollen also irgendeinen Faktor ¢ — i7t unseres Nenners Q = sin ¢,
wo i ganz und gar alle so positiven wie negativen Zahlen, die Null nicht
ausgeschlossen, bezeichne, und es sei der daher herstammende Partialbruch

— etc.

14

@ — i
Um also den Zdhler « zu finden, werde zuerst im Zihler tiberall ¢ = i

gesetzt und es sei die daher resultierende Grofie = A; des Weiteren, weil
Q = sin ¢ ist, wird sein

dQ =dgcos¢ oder Zi = Cos @,

wo 17t anstelle von ¢ geschrieben muss, dass wir C erhalten, woher es klar zu
tage tritt, dass sein wird
C = cosir,

so dass gilt



C =41,
wo das Vorzeichen + fiir die geraden, das Zeichnen — hingegen fiir die
geraden anstelle von i angenommenen Zahlen gelten wird. Auf diese Weise
wird also der Zahler unseres Bruches sein

x==EA
und daher der gesuchte Bruch selbst

A
@ — i

+

Daher lasst sich aber nicht weiter fortschreiten, solange wir den Zahler im
Allgemeinen betrachten; daher wollen wir an seiner Stelle mehrere bestimmte
Werte annehmen und die einzelnen in den folgenden Beispielen entwickeln.

1°. ES SEI P = 1 UND DER BRUCH sirllq> VORGELEGT

§5 Hier wird also immer A = 1 sein und irgendein einfacher Bruch

+1
o —in’

wo das obere Vorzeichen gilt, wenn i eine gerade Zahl ist, das untere hingegen,
wenn eine ungerade. Wir wollen also nacheinander fiir i der Reihe nach all
seine Werte einsetzen

o, +1, -1, +2, -2, +3, -3, +4, —4 etc

1
sin @

und die Auflosung unseres Bruches in einfache Briiche wird sich so

verhalten

1—+l—1—1+1—|—1—1—1+etc
sing ¢ ¢—-m @+m @—21 @+21 ¢-31 ¢@+37 7

welche auf diese Form reduziert wird

1 1 1 1 1 1 1 1
_|_

sing ¢ 7r—q)_7T+go_27t—(p+27r+q)+37r—go_37r+go_

etc.



Es werden nach dem ersten je zwei der folgenden zusammengezogen, dass
wir diese Reihe erlangen

1 1 2¢ 2¢ 2¢ 2¢

sing ¢ 7r7r—<p(p_47'£7'£—(p(p+97r71—<pgo_ 16t — @@

-+ etc.,

woher die folgende bemerkenswerte Reihe abgeleitet wird

1 1 1 1 1 1

2¢sin g B 299 B Tt — Q@ B 47t7r—(p(p+97r71—(pq) B l6mtm — @@ Tete

§6 Diese Reihen habe ich freilich schon vor ldngerer Zeit eingehend unter-
sucht; dennoch wird es indes fiir die folgenden Félle nicht unniitzlich sein,
die folgenden Transformationen hier zu wiederholen. Wir wollen also zuerst
¢ = A1t setzen, dass der Buchstabe 77 aus den Reihen herausgeworfen wird,
und daher werden wir erlangen

n_1_1_1+1+1_1_1
sinAt A A—1 A4+1 A—=2 A+2 A—-3 A+3

+ etc.

und

noo o1 _ 111 1
2AsinAm 2AA 1—AA 4—AA  9-AA 16— AA

+ etc.

und daher werden wir durch Differentiation, indem A als die variable Grofie
betrachtet wird, unendlich viele andere hochst bemerkenswerte Reihen finden
konnen. Aus der ersten werden wir schliefllich erlangen

mreosAe 11 1 0 1 1
sinfAt AL (A=1)2 (A+1)2 (A—=2)2 (A+2)2 (A-3)2 .

Daher folgt also, wenn A = % ist, dass sein wird

1 1 1 1
0—1—1—§+§_£+£—et0,

was freilich offenbar ist. Aber wenn A = % ist, wird sein



27‘(7'[_1 1 1 1 1 1 1 1

1

etc.

27 "' T17 16725 49 e 100 121 169 €
2 . . .
Ist A= 3 entspringt die vorhergehende Reihe
1
Ist A= 7 geht diese Summation hervor
Ao 11 1111
8v/2 - 9 25 49 81 121 169 '
Wenn wir also erneut differenzieren, wir die folgende Summation erhalten
werden
7'[3_7'53_i_1_1+1+1_
sinAzr 2sinAzm A3 (A—1)3  (A+1)3  (A—2)3  (A+2)3

und so lasst sich ununterbrochen weiter fortschreiten.

§7 Auf die gleiche Weise wollen wir auch die andere Form differenzieren,

welche reduziert liefert

1 T 7TTT COS A TT 1 1

1

2A% 4A3sinAmr 4AAsin?Anr (1—AA)2 (4—AA)

5+

9= AA)2

1
(16 — AA)

Wenn wir daher nun A = % nehmen, wird diese Summation hervorgehen

1 = 1 1 1 1 1

2 8 32 152 352 432 ' 992

=t + —— —etc,

welche vollig neue Reihe die ganze Aufmerksamkeit verdient; aber es ist nicht
notwendig, von da aus eine neue Differentiation durchzufiihren.

§8 Wir wollen aber die letzte Summation

T 1 1 1 1

1

—+ etc.

AsinAm AN 1-AA d_Aar T

9 AL 16— AX

genauer und griindlicher betrachten und wollen freilich zuerst, weil sie immer
wahr sein muss, was auch immer fiir A angenommen wird, A = 0 nehmen.

5 + etc.



Weil aber in diesem Fall die linke Seite in co — co iibergeht, werde A wie eine
sehr kleine Grofde behandelt, und weil sinAr = At — %)\3 703 ist, wird diese
Seite werden

7T 1

2A(Am — IA373) 240

welche Briiche auf den gemeinsamen Nenner gebracht geben

1-1+ %A/\mr T

2AA(1 = IAmr) 12 - 2AAm

Nun wird also nach Setzen von A = 0 sein Faktor = 77 sein, aber die Reihe

selbst wird in diesem Fall werden

1—1+1—i+i—etc
4 9 16 25 7

deren Summe bekannt ist % zZu sein.

§9 Es ist aber weiter offenbar, sooft fiir A eine ganze Zahl angenommen
wird, dass ein Term der Reihe und daher auch die Reihe selbst unendlich
wird, was tiberaus mit der gefundenen Reihe iibereinstimmt, weil ja in diesem
Fall sinA7r = 0 wird. Und daher ist diese Frage entstanden: Wenn jener
ins Unendliche tibergehende Term dieser Reihe auf die linke Seite gebracht
wird, wie grofd die Summe der tibrigen Terme sein wird. Wir wollen natiirlich
festlegen, dass A = 1 ist, und der erste Term der Reihe wird unendlich werden;
dieser wird also auf die linke Seite hiniibergebracht geben

P11 11 1.1 11
2AsinAr 2AA 1—AA 3 8 15 24 35 48 '

Nun, um den Wert dieser Reihe ausfindig zu machen, werde A der Einheit
nur ndherungsweise gleich gesetzt, indem A = 1 — w gesetzt wird, und es
wird sein

sin A7t = sin(7r — mw) = sin tw;

es ist aber

. 1 5 3
sin mw = mw — =W,

6



nach Einsetzen welches Wertes hervorgehen wird

1 1 1
2(1 - w)w(l — tw) 201 —w)?  2w—ww’

Aber das erste Glied wird

1
2(1 - w)w(l — tr2w?)
wegen
1
? — 1 + w + CUZ
und
1 1
=1 2,2
1 1.2 %nZwZ + gTw

unter Missachtung der hoheren Potenzen als das Quadrat von w in diese
Form transformiert

1< s 1 )
— | 14+w+w +67T7Tww ;

2w
aber das dritte Glied
B 1
2w(1 — Jw)
geht wegen
LI 1+ 1w + 1ww
~lw 2 4

tber in

1 1+1w+1ww
2w 2 4 !

woher das erste und das dritte Glied zusammen ergeben

L 1aH—§cucu+1717rcucu —1+§w+l7r7rw'
2w\ 2 4 6 48 12 ’



dieser Wert wird fiir w = 0 gesetzt = %, woher das zweite Glied, welches

— 1 sein wird, hinzugefiigt die ganze Summe —; geben wird, so dass nach
Verédndern der Vorzeichen gilt

i1t r. 1. 1.1 1.1 .
4 3 815 24 '35 48 63 o

die Begriindung fiir welche offenbar ist, weil gilt

L T T A T o A
32\ 3) 8 2\272) 15 2\375) 24 2\a ) °°
nachdem ndmlich diese Werte eingesetzt und die sich aufhebenden Terme
beseitigt worden sind, wird werden

1 1

1 —_—
2 2.2 4

§10 iber diese Reihe tut sich aber diese schwerere Frage auf, in welcher die
Summe der Reihe gesucht wird, wenn AA eine negative Zahl und daher A
eine imagindre Grofle war. Es werde also festgelegt

AN = —up oder A =puv-1

und die Reihe wird nichtsdestoweniger reell sein, natiirlich

1 B 1 n 1 B 1 n 1 B
1+wpup 44+pup  94+wpuu  16+upu 25+ up

Thre Summe wird also sein

etc.;

T 1
+ ,
2uy/—1-sinmtuy/—1  2pp
deren reeller Wert als gesucht wird, weil ja kein Zweifel besteht, dass der Wert
reell wird.

§11 In der Lehre von Winkeln pflegt gezeigt zu werden, dass gilt
eq)\/j]- — e_(P\/jl

2y -1
Es werde also ¢ = umryv/—1 und es wird sein

sing =

10



pV—1=—unr und —oenv—-1=+pum,
woher erschlossen wird

e HT _ ptHT
sinunty 1= ————,
. 2y -1

woher die gesuchte Summe sein wird
T 1

p(e 1T —etHm) * 2up’

Es wird also sein

1 1 1 1 1 1 T

— — —etc. = — ——— |
1+ uu 4+W+9+yy 16+W+25+W ete 2u? p(etT — e k)

2°. ES SEI P = ¢ UND DER BRUCH sinl)zp VORGELEGT

§12 Hier wird also wegen des Zahlers P = ¢ der erste Faktor ¢ beseitigt, so
wie auch unsere Auflosung den selbigem entsprechen Zahler als dem Nichts
gleich liefert. Hier wird also fiir den Nenner ¢ — i7r der Zahler S OZTZ.H, wo das
obere Vorzeichen gilt, wenn i eine gerade Zahl, das untere, wenn es eine
ungerade Zahl ist. Wenn daher also i = 2n war, wird der daher entstehende

Bruch sein

2nmw
¢ —2nm’
aber wenn i = —2n ist, wird der Bruch sein

B 2nmw

¢+ 2nm’
aber wenn i = 2n — 1 war, wird der Bruch sein
2n—-1)m
p—2n—-1)n’

schliefilich entspringt aus i = —2n — 1

2n—1)m
o+ 2n—-1)r’

11



weshalb die gefundene Reihe sein wird

[ L T 27 27 3r 3r 47

= - - —etc.
sin ¢ g0—7t+(p+7t+q0—27r ¢+ 27 go—37r+(p+37t+(p—47r ere
oder
[ U T 21 27 3 3r 4
= —etc.,

sing n—qo+7r—|—q)_27r—q)_27'[—|—(p+37'(—cp+37'(—|—q0_47T—go

woher, wenn je zwei Terme zu einem zusammengezogen werden, sein wird

@ 27T 81 1877t 32
L = - + -
sing 7nnm—e@e 4nm—gee 9nm—@e 167 — @@

+ etc.,

welche durch 27r7r dividiert diese Summation hervorbringt

) - 1 - 4 n 9 _ 16
2nmtsing AT — @@ Anm— @@ 9w — @@ 167 — @@

+ etc.

Und wenn ¢ = A7t gesetzt wird, wird hervorgehen

At 1 4 9 16
2sinAr 1-AA 4—AL  9—AA 16— AA

woher, wenn war

+ etc.,

AN = —pupu oder A =puv-1,
wegen

oWt _ ot
sinunty —-1= ——————
. 2v—1

sein wird

UTT 1 1 1 1

T e 1tpp Atpp  9tup 16+ pup

und daher wird es moglich sein, durch Differentiation unendlich viele andere
Summationen abzuleiten.

+ etc.

12



3°. ES SEI P = ¢? UND DER BRUCH £ VORGELEGT

sin ¢
§13 Fiir den Nenner ¢ — it wird also +ii7r7t sein, wo das obere Vorzeichen
fiir eine gerade Zahl i, die untere hingegen fiir eine ungerade Zahl gilt. Daher,

wenn anstelle von i nacheinander die nachstehenden Zahlen geschrieben
werden

+1, -1, +2, -2, 43, -3 etc,

wird die resultierende Reihe sein

pp _ 2nme  8mme 18t 32nmme

sin ¢ o — e Anm—@e 9w — @@ 16T — @@ +ete.

oder

@ s 47 9t lemm
— = - + -
2sing nn—@e 4nm—@@ 9Inm— @@ 167 — @@

+ etc.

Wenn daher nun jeder beliebige Term dieser Reihe in zwei Teile gespalten
wird, deren erster immer 1 ist, werden die zwei folgenden Reihen entspriefien

+1 -1 +1 -1 +1

u PP PP PP PP PP

2sin g +7r7r—go(p _47r7t—(pq) +97t7r—goq) _167r7r—q)qo +257r7r—q)go

Es ist aber bekannt, dass die Summe der Reihe

+1—-1+1-1+1-1+etc.

= 1 ist; nachdem diese auf die andere Seite gebracht worden sind und durch
@@ dividiert worden ist, wird hervorgehen

1 11 (S SR
2¢sing  2¢9¢ 7

Tt — Q@ B 4wt — @ 9T — @@
welche vollkommen mit der in § 5 gefundenen Reihe tibereinstimmt.

13

—etc.

—etc.



4°. ES SEI P = ¢7, WAHREND *y IRGENDEINE UNGERADE POSITIVE
7
ZAHL BEZEICHNET, DASS DER BRUCH 2— VORGELEGT IST

sin ¢

§14 Weil fiir den Nenner ¢ —irr also A = i7" und C = +1 wird, wird
der Zdhler £i777 sein, woher, weil - eine ungerade Zahl ist, die Vorzeichen
unserer Terme nach demselben Gesetz fortschreiten werden wie im Fall P = ¢,
wo 7y = 1 ist; daher wird diese daraus entspringende Reihe sein

(P7 Ty 7T 27y 27V 37 Y 37 Y
= — - — etc.,
sin ¢ 7r—g0+7'c—|—(p 27T — @ 27r+q)+37'c—(p+37'c—(p e
welche durch 77 dividiert liefert
A + Lo 2 7 + ¥ + SA etc
nrsing m—¢ w+e 2m—¢ 2n+¢ 3n—¢ 3m—¢ v
und nach Zusammenziehen von je zwei Termen wird sein
@7 1 27 37 47
+ etc.

27+ sin @ T am— pp AT — @@ T onn pp 1671 — 9@
Wir wollen ¢ = A7 setzen und es wird sein

AT 1 27 37 47

Jsingn  T—AA A—AA T9_Ax  T6—an ot

§15 Daher, wenn A = pu+/—1 war, wird wie zuvor sein
T _ ptum

—H
sin /=1 =

Fiir den Wert der Potenz A7 miissen aber zwei Fille entwickelt werden, je
nachdem was galt:

vy=4n+1 oder y=4n—1.

Fiir den ersten Fall wird sein

14



AV = (V=D = (pV/ =D pv -1

Es ist aber

(/=) = g™,

woher sein wird

AT = iy,
und daher geht die folgende reelle Summation hervor

‘u4n+17.[ _ 1 B 24n+1 N 34n+1 B gAn+1
et —e Pt 14up  Ad4up 9+wup 16+ pup

+ etc.

Aber im anderen Fall, in welchem ¢ = 4n — 1 ist, muss das erste Glied
negativ genommen werden und es wird sein

‘u4n—17.[ 1 24n—1 34n—1 gan—1
_ — _ + _
ett—e Mt A+up  A+wup  9+up 16+ up
Dass diese Summen aber nur wahr sein kénnen, wenn 7 eine ungerade und
zwar positive Zahl ist, wird leicht klar.

+ etc.

5°. ES SEI DER ZAHLER P = ¢°, WAHREND § EINE POSITIVE GERADE
)
ZAHL BEZEICHNET, UND DER BRUCH SEI

sin ¢

§15[a] Fiir dem Nenner ¢ — izt wird also der Zahler +i°7° sein, wihrend
die Mehrdeutigkeit der Vorzeichen demselben Gesetz folgt. In diesem Fall
wird sich also das Verhiltnis der Vorzeichen genauso verhalten wie im Fall
P = ¢@¢ und es wird deshalb sein

(st - - 20 76 00 76 30 76 30 776
: — — — + + — — etc.
sing mw—¢ 7n+¢ 2n—¢ 2n+¢ 3m—¢ 3n+¢@
Daher, wenn wir ¢ = A7t setzen, wird diese Reihe sein
A 1 1 20 20 30 30
etc.;

snAt 1-A 14A 2-A T 24AT3-A 33a

15



daher wird, indem je zwei Terme zu einem zusammen gezogen werden,
werden

Nl o1 8 &
2sinAmr 1—AA 4—AA ' 9—AA  4—AA

+ etc.

§16 Wir wollen nun auch A = u+/—1 setzen, dass ist
e HT _ e+]/l7'r
2v/—1

Fiir den Wert von A°~! miissen wieder zwei Fille entwickelt werden, je nach-
dem ob 6 = 4n oder é = 4n + 2 war.

sin Arr =

Im ersten Fall, in welchem & = 4#n ist, wird A*" = y4” sein und daher
241 p
V=1’

und daher wird diese Summation entspringen

_ ‘u4n71 T 1 24n 34n 4411

M — e=HT 1+yy_4+yy+9+yy_16+yy+etc’

Fiir den anderen Fall é = 4n + 2 wird sich aber die Summation so verhalten

]1471—4—1 T 1 24n+2 34n+2 4411+2

e T W7 S N T

+ etc.

§17 Wie aber diese Summationen nur mit der Wahrheit vertraglich sein
werden, wenn fiir die Exponenten o und § ganze Zahlen, wie sie definiert
worden sind, angenommen werden, so hindert nichts daran, dass wie grofse
Zahlen auch immer angenommen werden. Weil ndmlich den Nenner

sing = —1 3+L ° —etc

zu unendlich vielen Dimensionen von ¢ ansteigt, solange die grofite Potenz
im Zahler nicht unendlich wird, fiihrt die Auflosung in Briiche immer zur
Wahrheit. Wenn aber jene Exponenten nicht ganzzahlig und positiv wiren, ob

16



gebrochen oder gar negativ, kann die Auflosung in Partialbriiche tiberhaupt
nicht Geltung haben. Deswegen, wenn wir anstelle des Zdhlers P Funktionen
von ¢ solcher Art festlegen, die auch zu einer unendlichen Anzahl an Dimen-
sionen ansteigen, werden wir der gefundenen Summe nicht weiter sicher sein.
Sondern es kann geschehen, dass zu den gefundenen Partialbriichen dartiber
hinaus bestimmte ganze Anteile hinzugefiigt werden miissen. Wir wollen also
einige Félle von dieser Art entwickeln.

Cos @
sin ¢

6°. ES SEI DER ZAHLER P = cos ¢ UND DER BRUCH =
§18 Weil gilt

I D O SR
cos @ = 2(p(p—|—24(p 720(p + etc,,

steigen die Potenzen von ¢ im Zihler gleichermafien bis ins Unendliche an
wie im Nenner, woher es geschehen konnte, dass dieser Bruch einen ganzen
Teil involviert; weil dieser aufgefunden wird, wenn ¢ = co genommen wird,
wire dieser ganze Teil = £ = cotoo, welcher aber an sich vollkommen
unbestimmt ist. Dennoch kann indes, weil er in ebenso vielen Fallen positiv
wie negativ werden kann, indem der Mittelwert genommen wird, der Wert
zurecht als = 0 erscheinen; der tibrige Zweifel wird durch die folgende
Entwicklung beseitigt werden. Weil fiir den Nenner ¢ — it A = cosimt und
C = cosimt wird, wird der Zdhler dieses Bruches = 1 sein; daher wird also die
folgenden Reihe entspriefsen

cosqo_l+ 1 n 1 n 1 n 1 4 ete
sing ¢ ¢-m @+m @—-2m @+27 '
oder
1 1 1 1 1
cosp = — — etc.

[ 7'(—(p+7r—<p_27'£—(p+27'£+(p_
Fiir ¢ = A gesetzt wird diese Reihe diese Form annehmen
nt)\n—l—1+l—1+l—l
=N T1T-A7T14A 2-A7 241 3-A
ob diese Summation wahr ist, wollen wir in Spezialfillen untersuchen. Und
zuerst wird die Giiltigkeit freilich bestitigt, wenn A eine ganze Zahl bezeichnet;
es wird namlich immer ein Term der Reihe unendlich, die Summe wird aber

+ etc.;
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auch unendlich. Wir wollen aber A = % nehmen; es wird 7 cot 7 sein, aber die
Reihe selbst geht als diese hervor
2 2 2 2 2 2

I—T‘I‘g_g‘Fg—g—FetC.,
1

wo sich alle Terme offenbar aufheben. Wir wollen dartiiber hinaus A = i
nehmen und es wird hervorgehen
17375 779 11" %%

welches die allbekannte LeiBN1z'sche Reihe ist. Und so verschwindet jeder
Zweifel tiber die Giiltigkeit dieser Reihe.

§19 Wir wollen je zwei Terme, abgesehen vom ersten, zu einzelnen zusam-
menziehen und werden erhalten

2A 2A 2A 2A

1
TCOtAT = —

A TTAN I-AA 9-AA  T6—ax St
welche Reihe auf diese Form reduziert wird
1_7'ccot/\7r_ 1 n 1 n 1 L 1 et
AN 24 1—AA TA—Ar T9—Ar T16—ar " C©

Wenn wir daher hier wiederum A = u+/—1 setzen, wird wegen

—ur +umr
COS Uty —1 = %

und

—HUTT _ otuTT
sin /=T = — o=

diese Summation erhalten werden

1 mt(etHT e I 1 1 1 1

_ — tc.
2yy+2y(e+m—e—l‘”) 1+yy+4+yy+9+yy+16+yy+ec

Nun ist es aber per se offenbar, dass durch Differentiation auf die gleiche
Weise wie oben unendlich viele andere Summationen erhalten werden konnen.
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II. ES WERDE Q = cos { — cos ¢ GENOMMEN, DASS DER
BRUCH —2~——— AUFZULOSEN IST

cos {—cos ¢

§20 Weil der Nenner Q = cos { — cos ¢ ist, wo der Winkel { als gegeben und
konstant angesehen wird, verschwindet er in den folgenden Fillen

p==x0 ¢=X2n£(, ¢==24n+£](,
p==x6r+(, @==E8TE( etc

und daher im Allgemeinen

@ =ZFin £,

wo i alle geraden so negativen wie positiven Zahlen bezeichnet; daher werden
die Nenner der einfachen Briiche, welche wir suchen, diese sein

-0 ¢+ ¢—-2n—-(, ¢—-2n+{ ¢+2n—{, ¢+2m+{ etc

und auf diese Weise werden wir alle einfachen Briiche auffinden, die Summe
all welcher dem vorgelegen Bruch gleich sein muss, also

-
cos{ —cos ¢’

§21 Wir wollen nun zuerst den einfachen Nenner ¢ — i7t — ¢ betrachten und
nach Setzen von ¢ = i + { gehe der Zahler P in A iiber. Weil darauf aus
dem Nenner Z—% = sin ¢ wird, wird C = sin(i7r + {) = sin{ sein, woher der
Zahler dieses Bruches £ = ﬁ sein wird und daher der daraus entstehende
Bruch entsprechend

A
sin{(¢ —im—()
Aber fiir den Nenner ¢ — it + , wenn im Zihler P ¢ = it — { gesetzt wird,

geht die Groe B hervor; aus dem Nenner wird aber C = sin(irr — () = —sin(
werden, woher dieser Bruch entspringen wird

_ B
sin{(¢ —im+7)
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Nun ist es also nur notig, dass anstelle von i nacheinander alle geraden so
positiven wie negativen Zahlen eingesetzt werden.

1
Cos {—cos ¢

1°. DER ZAHLER SEI P = 1 UND DER BRUCH VORGELEGT

§22 Fiir die zwei allgemeinen Formeln wird also so A = 1 wie B = 1 sein,
woher die allgemeinen Briiche diese sein werden

1 1 B 27 .
sinf(¢—in—¢) sinf(p—in+{)  sinl((p—im)>—0)’
als logische Konsequenz werden wir daher die folgenden Summation ableiten

R S 2 . 2
cos{ —cosg  sinf(pgp —{0)  sin{((p —2nP —{0) " sing((p +2m)7 (1)
27 27

TSinZ((g 42 —70) " sinf((p+4m2—gg) T

oder wir werden haben

sin _ 1 _ 1 + 1
20(cosT —cos¢) @9 -0 (¢—2m)2—CC  (9p+2m)2—(C
1 1

+ etc.

To—4n2 10 (pranP-C

§23 Wenn daher also { = 0 war, wird sein

1 1 1 1 1 1
3 2cosp ¢ (9277 (91217  (p—4nm) " (p+4dn)

5 + etc.

Es sei nun weiter ¢ = 7; die Summation wird diese sein

LTI VI P B
8 9 25 49 81 121 N

wie freilich hinreichend bekannt ist. Wir wollen weiter ¢ = 7t setzen und es
wird diese Summation hervorgehen

LIS SR I I S TP
i 979725 25 a9 4 T
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welche Reihe mit der vorhergehenden tibereinstimmt. Wenn aber ¢ = Am
gesetzt wird, wird sein

s ) = 1 n 1 n 1 n 1 n 1 Let
20 —cosArt’ AN T (A—22 T (A+22 (A—42 " (At42 T
welche Summe auch ist
T
4(sin JAm)2
§24 Wir wollen aber im Allgemeinen festlegen
(=am und ¢ =Am,
dass diese Summation erhalten wird
7Tsin a7t _ 1 + 1 n 1
2a(cosart —cosAm)  AA—aax  (A—2)2—aax (A +2)? —an

1 1

L Gy Y

+ etc.
o

Wenn daher nun « eine imagindre Grofle oder « = B/ —1 war, wird die
Summation diese sein

(et — P 1 1 1
2B((etPT™ + e=PT) —2cos Arr) A +BB + (A=2)2+ BB + (A+2)2+ BB

1 1
A—475BB " (A +472+pp

+ + etc.

§25 Daher, wenn dieser in eine Reihe aufzulosende Bruch vorgelegt wird

1
—— oder ——,
a—cos @ a4 — cos AT

miissen zwei Fille betrachtet werden, je nachdem ob a grofler oder kleiner als
die Einheit war. Es sei a < 1, dass a = cos a7t werden kann; daher wird
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Acosa
T

und nach Finden von &« wird aufgefunden werden

1 1 1 1
a—cosAT /11— aa

Wenn aber a > 1 war, muss 8 gesucht werden, dass wird

e+‘571' + 67,371'
2

Daher wird also et + 1 = 2ae*P™ werden, woher nach Ziehen der Wurzel
aufgefunden wird

etPT =g+ Vaa—1
und daher

e PT=a—Vaa—1,

woher weiter werden wird

Bt = log(a + Vaa—1),
also
B = %log(a + Vaa —1).

Nachdem also diese Zahl B gefunden worden ist, liefert die Formel diese
Reihe

nvaa—1 1 n 1 n 1 n 1
2B8(a—cosAm  AA+BB (A—=2)2+BB (A+2)2+BB (A—4)2+pBB

als logische Konsequenz werden wir haben

v
a— COSATT

22

AA—ococ+()t—2)2—ococ+()L+2)2—oca+()t—4)2—

+etc.>
o

+etc,;



28 1 1 1 1 >

= + + + +etc. ).
ﬂvaa—l<7\/\+ﬁﬁ (A=2)2+BB (A+2)2+BB (A—4)2+pBp

Aber im mittleren Fall, in dem a4 = 1 ist, wird « = 0; dann werde aber

a =1 — w gesetzt und es wird sein

arccos(1 — w) = arcsin 2w — ww = V2w — ww.

Es ist aber auch

V1—aa=V2w — ww,

woher fiir diesen Fall die Summation der Reihe sein wird

(U I T U ———
T—cosAm  am\AA (A—22 (A+22 (A—4)2 " (At+42 )

Weil also gilt

1
1—cos A = 2sin® 5/\71,

werden wir diese Summation haben

TTTT _i+ 1 " 1 " 1
zsinz%)m_)\/\ (A=2)2  (A+2)2  (A—4)

welche Reihe schon oben in § 23 gefunden worden ist.

5+ etc.,

sin ¢
COS ({—Cos @

2°. ES SEI NUN P = sin @ UND DER BRUCH VORGELEGT

§26 Weil also P = sin ¢ ist, wird nach Nehmen von ¢ = irr 4 { sein

A =sin(imr+ () =sin(;
aber nach Setzen von ¢ = it — ( geht B = — sin { hervor; daher werden die
beiden daraus resultieren Briiche sein
1 n 1 29 -2m
p—in—{ ¢—in+{ (p—in)>—{C
Daher wenn anstelle von i nacheinander all seine Werte schreiben, werden
wir die folgende Reihe erlangen:
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sin ¢ 29 2(p —2m) 2(p+2m) 2(¢ —2m)
cosC—cosp  pp—00 (p-207—00  (p+2nP—0 (p—amP—gg °©

oder

sin ¢ [ Q=21 @+2m p—4r

2(cos{ —cosg)  gp—00  (p—207 -0 (pt2nP-0  (p—dmp-gg o

§27 Daher, wenn { = 0 war, wird sein

sin ¢ 1 1 1 1 1

3 tc.,
2(1—cos ¢) q)+(p—27r+q0+27t+go—47r+q)+47r+ec

die Summe welcher Reihe also diese

1 cot 1
2 ¥
Daher, wenn wir ¢ = A7t setzen, wird sein
17rt1/\7't—l—|—l+1—|—1—i-1—|—t
X XL UL D R WD S R R VI B
und durch Zusammenziehen von je zwei Termen
teotiap=typ 2, 24 2L
2T AT A AT A 16 T Ar—36 ' OF
und daher
1 meotAT 1 N 1 N Lt
227 40 4-AA T16-AA T36—_ax T EE
Wenn wir daher hier 2A anstelle von A schreiben, werden wir haben
1 B meot A 1 + 1 n 1 + et
8AA 8\ 4—4AN 16 —4AN 36 —4AA '
oder
1 _rtcot/\rr_ 1 n 1 + 1 n 1 4+ etc
2AA 2A 1 —AA 4—AA 9—AA 16— AA v

welche Reihe génzlich dieselbe ist, welche wir oben in § 19 gefunden haben.
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§28 Wir wollen nun wie oben festlegen

(=am und ¢ =Am,
dass die folgende Reihe erhalten wird:
Tsin At A A—=2 A+2 A—4

= tc.
2cosar—cosAn)  (Ah—aa)  (A—27—ax | (A2 —an | (A—4)7 —aa

Wenn aber hier « = v/ —1 gesetzt wird, wie diese Reihe die folgende Form
annehmen:

7T Sin A7t A A—2 A+2 A—4

TP+ e PT—2cosAn AL BB (A—27+BB (A +27+BB  (A—42+pp ot

§29 Wenn daher also dieser Bruch vorgelegt war
sin ¢ sin A7t

— er ————,

a—cos @ a4 — cos AT

miissen wiederum zwei Fille entwickelt werden, den einen, in dem a < 1 ist,
den anderen, in dem a > 1 ist.

Im ersten Fall, in dem a < 1 ist, werde freilich cos a7t = a gesetzt, woher
wird

__arccosa

4

T
nach Finden von welchem sein wird

sin A7t _E A A=2 A+2
a—CcosAT 7T

A —ax ()»—Z)Z—oux+ (/\+2)2—oax+etc'>

Wenn aber a > 1 war, muss ein 8 gesucht werden, so dass wie zuvor gilt

B = %log(a%— Vaa—1),

nach Finden welches Werten sein wird
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sindn 20 A AC2 L AT2 e
a—cosAmt  TA\AA+BB  (A—2)2+BB  (A+2)2+Bp A

Wenn aber 2 = 1 war, dann wird so « = 0 wie B = 0 und es resultiert
dieselbe Reihe, welche wir oben aus dem Fall { = 0 gefunden haben. Daher
wird also, wenn A = % gesetzt wird, diese Reihe hervorgehen

7T B 2 _ 6 n 10 B 14
2cosart 1 —4an  9—4dan 25 —4dan 49 — 4o
oder auch diese

+ etc.

T 2 6 10 14

T —e BT 114Bp 91 4BB 251 4pp 49+ 4pp o

Im Ubrigen wird per se eingesehen, dass durch Differentiationen viele andere
Reihen gebildet werden konnen.

1 .
ITI. ES SEI DER BRUCH o5 g—cos 2¢ AUFZULOSEN
§30 Hier muss also vor Allem gesucht werden, in welchen Féllen dieser Nen-
ner verschwindet. Weil also im Allgemeinen cos ¢ = cos(imt & ¢), wihrend i
eine gerade Zahl bezeichnet, und auf die gleiche Weise cos2¢ = cos(i’ & 2¢)
ist, werden wir i7t + ¢ = i’71 + 2¢ haben, woher wegen der Zweideutigkeit
der Vorzeichen die folgenden Fille gefunden werden:
=7 _n

(P - / qo - 3 :
Hier ist es aber sittsam zu bemerken, dass die ersten Fille zweimal auftauchen
oder die daher entstehenden Faktoren ¢ — irt zweimal zu aufzufiihren sind,
so dass der Faktor des Nenners (¢ — i7r)? ist. Weil dies weniger klar ist, wollen
wir es so zeigen: Weil ja im Allgemeinen gilt:

a+b . b—a

cosa — cosb = 2sin - sin
2 2 7

wird unser Nenner Zsin%q)sin %go sein, welcher also verschwindet, wann
immer entweder sin ;¢ = 0 oder sin 3¢ = 0 ist. Es wird aber sin ¥ = 0 sein,
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sooft % = i, wahrend i alle ganzen Zahlen bezeichnet, und daher ¢ = 2im

ist. Und auf die gleiche Weise verschwindet sin 374’, wenn 37 = i7m und daher
Q= Z’T" ist, welche zweite Formel, sooft § eine ganze Zahl ist, die erste Fillen
an die Hand gibt, und so ist es offenbar, dass in den Produkten alle Quadrate
(¢ — im)? auftauchen. Die iibrigen Faktoren ¢ — 2 werden, wann immer i
nicht durch 3 teilbar ist, einfach sein.

§31 Weil also die Formel (¢ — 2i7)? ein Faktor unseres Nenners cos ¢ —
cos 2¢ ist, wollen wir gemaf der Regeln fiir Félle von dieser Art festlegen

1 « B

= R,
cosp —cos2¢ (¢ —2im)? + ¢ —2in +

wo R alle tibrigen Briiche umfasst. Nun wollen wir auf beiden Seiten mit
(¢ — 2i7m)? multiplizieren und wir werden haben

(¢ — 2im)?

o Y o~ 2
cosq)—cosZ(p_DH—ﬁ(qD 2im) + R(¢p — 2im)~,

Wir wollen ¢ = 2i7 setzen und es wird werden
(¢ — 2im)?
~ cos @ —cos2¢’

der Zihler und Nenner welches Bruches verschwinden werden; daher wird
nach Einsetzen der Differentiale werden

2(¢ —2im)
—sin g +2sin2¢’

weil dort der Zihler und der Nenner wiederum verschwinden, werden an
deren Stelle die Differentiale geschrieben und es wird sein

2
—cos ¢ +4cos2¢’

Nun wird also nach Setzen von ¢ = 2irt & = % aufgefunden werden.

§32 Nun werde in der Gleichung

(¢ — 2im)?

_\g =) Y Y 2
T a+ B(¢ —2ir) + R(¢ — 2irn)
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der Term o = % auf die andere Seite und auf denselben Nenner gebracht und
es wird diese Gleichung resultieren

(¢ —2im)? — 2(cos ¢ — cos2¢)

COS @ — CcOs2¢

= B(¢p — 2irt) + R(g — 2im)?,

woher durch Dividieren durch ¢ — 2i7t werden wird

(¢ — 2im)* — 3(cos ¢ — cos 2¢)

(¢ — 2im)(cos ¢ — cos2¢)

= B+ R(¢p —2im).

Wenn daher nun ¢ = 2i7 gesetzt wird, wird  dem Bruch gleich werden, von
welchem so der Zihler wie der Nenner dreimal verschwindet, so dass drei
Differentiationen notwendig sind.

Aber die erste Differentiation wird geben

2(¢ — 2im) + %(sin ¢ — 2sin2¢)
cos ¢ — cos2¢ — (¢ — 2irr)(sin ¢ — 2sin2¢)

ﬁ =
Die zweite Differentiation wird geben

2+ %(cos ¢ —4cos2¢)
—2sin¢ +4sin2¢ — (¢ — 2im)(cos ¢ —4cos2¢)’

ﬁ =
SchliefSlich gibt die dritte Differentiation

—2(sin g — 8sin2¢)
—3cos ¢ +12cos2¢2¢ + (¢ — 2im)(sinp — 8sin2¢)’

ﬁ =
Nun verschwindet der Zihler zwar wiederum, der Nenner wird hingegen 9,

so dass B = 0 ist.

§33 Aber dieser Wert fiir  kann in der Tat leichter ohne Differentiation
gefunden werden, indem ¢ = 2i7 + w gesetzt wird, wiahrend w unendlich
klein ist; dann wird aber sein

cos@ =cosw und cos2¢ = cos2w;

aber die Gleichung wird werden

ww

2
= = Rww.
Ccos 2w — cos 2w 3+ﬁw+ wew
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Nun wollen wir die beiden Kosinus hdherungsweise darbieten und bis hin
zur vierten Potenz von w fortschreiten, und weil gilt

1 1
cosw=1— ~ww+ —w*

2 24
und
16 4
20=1-2 —
COSs 2w ww + 24w ,
wird sein
COS W — COS 2w = §cucu — §w4 = éww 1-— icua)
2 8 2 12 ’
nach Einsetzen welches Wertes wir haben werden
2 2 5 2
= =21+ Sww) = 5 + Bw + Rww,
3(1 - Fww) 3( 12 ) 3P

und daher wird g = % - Zw; und so wird fiir w = 0 gesetzt auch B = 0 sein.

§34 Dieser Sache wegen wird fiir den quadratischen Faktor des Nenners
(¢ — 2imr)? wegen a = 3 der daher entstehende Bruch sein

2
3(p —2im)?
Fiir die iibrigen einfachen einfachen Faktoren ¢ — $im wollen wir aber festle-

gen

1 _ «
cos @ —cos2¢ ¢

+ R,
— 2in

welche Gleichung mit ¢ — 2im = w multipliziert werde, dass hervorgeht

w

—— =a+ Rw.
COS @ — cos2¢p

Dort sei es angemerkt, dass i nicht durch 3 teilbar ist, woher Z’T" die folgenden

Winkel ausdriicken wird:

2 4 8 ET[ ETL’ tc.;
370 3 etc.;
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aber die Werte des Winkels % sind

én §7r En @n §7t etc
3 7 3 7 3 7 3 7 3 4
der Kosinus welcher Winkel derselbe, — %, ist. Die Sinus dieser Winkel sind
aber

2imw V3

sS4 ve

in 3 5

wo das obere Vorzeichen gilt, wenn i 3n 41 ist, das untere hingegen, wenn
i = 3n + 2 war; aber sin % ist dahingegen immer $§, wo wiederum das
obere Vorzeichen gilt, wenn i = 3n + 1 ist, das untere hingegen, wenn i =
3n + 2 war. Und diese Regel gilt immer ob 7 eine positive oder negative Zahl

ist.
§35 Nachdem diese Dinge im Voraus bemerkt worden sind, wird sein

1 3 .
S = —7CoSW F ——sinw

und

1 3
cos2¢ = ~5 cos2w + \2[ sin 2w,

woher wir hingegen ndherungsweise haben werden

und

V3

1
cos2¢p = —2<1 —2ww> + T-Zw,

wo ununterbrochen die oberen Vorzeichen gelten werden, wenn i = 3n + 1 ist,
die unteren aber, wenn i = 3n + 2 ist. Daher wird unser Nenner also sein

33

CoS @ — cos2 ——gww —w

woher wird
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1
T

Nach Setzen von w = 0 wird also sein

3v3
2

2
& = :Fir
3v3
so dass aus dem Faktor ¢ — 217” dieser Bruch entspriefst

2 1 2
=F

F— =

3V3 ¢— 2% (3¢ —2im)\/3
§36 Wir wollen also zuerst alle Terme der Reihe entwickeln, die aus den
doppelten Faktoren (¢ — 2i7r)? entstehen, und weil der Zahler  wire, wenn

wir anstelle von i nacheinander alle ganzen positiven wie negativen Zahlen
schreiben, wird die folgende Reihe entspringen:

2 n 2 n 2 n 2 n 2 n 2
B3pp  3(p—2m)% 3(p+2m)? 3(¢—4m)? 3(p+4m)? 3(¢—67)

5 Tetc.

Fiir die andere Reihe sei zuerst i = 311 + 1 und daher wird der Bruch werden

2
(3¢ —2(3n+1)m)V/3’
wenn aber i = —3n — 1 ist, wird das untere Zeichen gelten und der Bruch
wird dieser sein
n 2
(Bp +2(3n+1)7)V/3
welche zwei Terme zusammengezogen liefern
B 8(3n+1)m .
(999 —4(3n+1)277)V/3’
wenn aber i = 3n + 2 war, dann aber auch i = —3n — 2 ist, liefern je zwei

Briiche zu einem Zusammengezogen

8(3n+2)m
(99p — 4(3n 4 2)2771)\/3
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Daher, weil wir die negativen Werte von i schon erfasst haben, miissen anstelle
von 1 nur alle Positiven Zahlen 0,1, 2,3, 4,5 etc. eingesetzt werden, woher die
folgende Reihe resultieren wird:

87 _ 8-4 B 8.7 _ etc
(pp —4ntm)V/3  (9pp —4-167tm)V3 (99 —4-49717)/3 .
821 85 8-8
+

+ +
(pp —167t)V/3 (999 —4-2577)V/3 (99 — 4 - 6477)/3

+ etc.

§37 Der vorgelegte Bruch

1
COS ¢ — cos2¢

wird also in diese zwei Reihen aufgelost

2<1+1+1+1+1+etc)
3\¢?  (¢—21) (p+27m)*  (¢—4n)* (p+471)>

V3

_87‘[< 1 4 7 10

2 5 8 11

9(p(p—4-127r7r+9g0(p—4~42717'(+9(pq0—4-727r71+9(pq)—4-1027171

81T
+ 3\9 —4-227r7r+9 —4-527T7T+9 —4-827T7T+9 —4-1121t71t
PP P P PP

Wenn wir daher also wie oben ¢ = A7 setzen, wird der Bruch

T B
COSATT — CcOS2ATT

N

5 ! + ! + 4 + 10 + etc
V3\9AA —4-12  9AN —4-42  9AA—4-72  9AA —4-10? ’

+8—n 2 + > + 8 + 1 + etc
\/§ 9ANL —4-22  9AA —4.52 " 9AA —4-82  9AA —4.112 ’
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3<A2+(/\—2)2+(A+2)2_ (A—4)2+(A+4)2+()\—6)2+(/\+6)2+ec'>



§38 Um ein Beispiel anzufiihren, sei A = %, dass 9AA = 1 wird, und es wird
diese Summation hervorgehen

nn—g 9+9+9+9 9—f—g—i—etc
3 52 112 132 172

+8l ! + ! + 7 + 10 + 13 + etc
V3\4:-12—-1 4-42-1 4-72-1 4-102-1 4-132-1 '

87 2 5 8 . om . u
3 4142 -1

12 171 52 —1+4-82—1 4-112 -1
welche Summation auch auf diese Weise dargestellt werden kann

+ etc.> p

1.1 1 1 1
m:6< tgtot +++192+etc)

52 112 132 172
+4l 2 4 n 8 10 n 14 16 4ot )
V3\22-1 4-1 &-1 10?2-1 142-1 162—-1 )

eleganter wird aber die folgende Form sein:

1 1 1 1 1

1 1
mz6<12+52+72+112+132+172 192+etc)

T L I ]
YA S AR TR R VAR

§39 Weil ja in diesem Fall Quadrate aufgetaucht sind, werden wir auch
Briiche solcher Art aufldsen konnen, deren Nenner selbst Quadrate sind und
daher einfache Quadrate involvieren. Und daher wird sich diese Auflosung
auf kubische Nenner und solche hoherer Potenzen ausdehnen lassen, wenn
nur die Vorschriften zur Hilfe genommen werden, die ich fiir Auflosungen
dieser Art schon einst gegeben habe.

IV. ES SEI DER BRUC
AUFZULOSEN

§40 Weil also hier alle quadratischen Faktoren in dieser Form enthalten sind
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1

(¢ —im)?’
wihrend i alle ganzen so positiven wie negativen Zahlen bezeichnet, wollen
wir fiir die allgemeine Auflosung festlegen

1o« L P g
sinfg  (@—im)?  ¢@—in

wo R alle iibrigen Briiche umfasst. Daher wird durch Multiplizieren mit
(¢ —im)? sein

(¢ —im)?

sin® @
Nun werde ¢ = i7r, und weil ja in diesem Fall der Zdhler und der Nenner
unseres Bruches verschwinden, wollen wir ¢ — imr = w setzen und es wird
sein

= a+ B¢ —im) +R(p —im).

sin ¢ = sin(ir + w) = sinincosw + sinw cos i = £ sinw
- wegen sinirt = 0 und cosirt = =£1; dort gilt das obere Vorzeichen, wenn
i eine gerade Zahl ist, das untere, wenn es eine ungerade Zahl ist, welcher
Unterschied hier dennoch nicht eingeht, weil sin? ¢ = sin® w ist. Daher wird
also sein

ww

sin? w

= + Bw + Rww.
Weil also gilt

sinw—w—lwg’—w 1—1ww
B 6 6 !

wird sein
1 1
— =14+ ;ww = a+ pw + Rww,
1 2 3
(1- jww)
woher sofort & = 1 wird. Dann wird aber die Gleichung sein
1
3Y = B+ Rw

und so wird fiir w = 0 gesetzt = 0; als logische Konsequenz entspringt aus

dem Faktor des Nenners (¢ — irr)? dieser Bruch —X—.
(9—im)
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§41 Es werden nun i alle entsprechenden Werte zugeteilt und es wird diese
Reihe aufgefunden werden

1 1 1 1 1 1

inlg 99 (@-m2 (gtnR (p—2702 (pt2m? (g9—3nm)

5 +etc.;

diese Reihe hitte freilich aus § 18 abgeleitet werden konnen, wo wir gefunden
haben

csp 1, 1 1, 1 +etc
sing ¢ ¢—-m1 @+mT @—21 @+27 7

woher durch Differentiation nach Verdndern der Vorzeichen die Reihe selbst
entspringt, die wir hier gefunden haben.

§42 Wenn daher dieser Bruch vorgelegt worden wére

cos? ¢

sin? ¢

und die Auflosung auf dieselbe Weise durchgefiihrt, wire wegen

cos (it + w)) £ cos w

und daher

2

c052¢:cos w=1—-ww,

weil ja die zweiten Potenzen von w nicht in diese Rechnung eingehen, der
Zidhler ware wie im vorhergehenden Fall = 1 und daher wire vollkommen
dieselbe Reihe hervorgegangen, was natiirlich absurd ware. Aber wir haben
schon oben angemerkt, dass Auflosungen von dieser Art nur mit der Wahrheit
vertrdglich sind, wenn die Variable ¢ in Zdhler weniger Dimensionen hat
als im Nenner, weil andernfalls aufSer der Reihe der Briiche ganze Teile
hinzukdmen, was in diesem Fall offenbar passiert, weil gilt

2
cos" ¢ _ 1 vy

sing  sin®¢

so dass der ganze Teil in diesem Fall = —1 ist.
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V. ES SEI DER BRUCH

1 AUFZULOSEN
sin” ¢

§43 Fiir diesen Fall wird also festgelegt werden miissen

1 _ o N B N 0%
sinp  (¢—in)®  (p—im)? @-—n

Wir wollen nun wiederum ¢ = it + w setzen, und weil gilt

+R.

1 1 1

sin® ¢ w 2

wo das Verhiltnis der Vorzeichen dem oben gegebenen Gesetz folgt, resultiert
diese Gleichung, nachdem mit «w? multipliziert worden ist,

w3 (1+ %ww)

+ e

1
:a+,8w+'yww+Rw3:j:<1+2ww>,

woher offenbar &« = +1 wird, dann aber auch

1
,B—i—'yw—f—wa:iEw

und so wird B = 0 und 7 = =£3 sein. Auf diese Weise werden aus dem
kubischen Faktor des Nenners (¢ — i7r)? diese zwei Briiche entspriefien

1 1
+

* (p—im)® — 2(¢p —im)

§44 Wir wollen also dem Buchstaben i nacheinander alle positiven wie
negativen Werte zuteilen und wir werden die folgende Auflésung haben

1 1 1 1 1
=— - - + + — etc.
sty ¢ (p—nmPF (p+np  (p—27P  (pt+2mp ¢
1 1 1 1
— -+ + — etc.

2 T 2p-m 209+m  20p-21)  20p+2n)

Hier wird es forderlich sein bemerkt zu haben, dass die untere Reihe schon
oben [§ 5] im ersten Beispiel gefunden worden ist; daher sehen wir ein, dass
die Summe dieser Reihe sein wird
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Ja— l .
~ 2sing’

deswegen wird die obere Reihe der Kuben allein dieser Formel gleich werden

1 1
sing  2sing’

§45 Diese stimmt auch iiberaus mit den oben aufgestellten Prinzipien {iber-
ein, aus welchen wir durch Differentiation ununterbrochen neue andere Rei-
hen zu finden gelehrt haben. Weil namlich gilt

1 1 1 1 1 1

sin(p25_q)—7r_¢+7r+q)—2n+q)+2n_etc"

wird daher durch Differenzieren abgeleitet

cos ¢ 1 1 1 1

— tc.
inlg @ (@p-nR (ptm? (g-2mF  (pramp €

und daher durch erneutes Differenzieren

1  2cos’g 2 2 2 2 2
+ =—— - + + 7 —etc,

sing  sinp > (97 (p+7)® (92717 (¢+27)

welche auf diese Form reduziert wird

2 1
sinp sing’

was hervorragend mit dem vorhergehenden Wert iibereinstimmt.

VI. ES SEI DER BRUCH ———— VORGELEGT UND

tan ¢—sin ¢

AUFZULOSEN

§46 Dieser Nenner tan ¢ — sin ¢ verschwindet offenbar in den Fillen, in
denen ¢ = i ist, wobei i alle ganzen so positiven wie negativen Zahlen
bezeichnet, woher die einfachen Briiche, deren Nenner diesen Faktor ¢ — it
enthalten, im Fall ¢ = i7t unendlich werden, wahrend die iibrigen Briiche
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einen endlichen Wert beibehalten. Und diese Betrachtung ertffnet uns eine
neue Methode, die einfachen Briiche ausfindig zu machen. Denn fiir jeden
solchen verschwindenden Faktor werde der Wert des vorgelegten Bruches
gesucht; weil dieser unendlich wird, werden ihm die Terme der Reihe gleich
sein miissen, welche in demselben Fall verschwinden. Dieser Sache wegen
wird ¢ —im = w sein miissen, wihrend w einen unendlich kleinen Winkel
bezeichnet, Danach wird der vorgelegte Bruch eine gewisse Funktion von w
werden, welche nach seinen Dimensionen entwickelt werden miissen wird.

§47 Nach dieser Idee miissen wir die folgenden zwei Fillen unterscheiden,
je nachdem ob i eine gerade oder ungerade Zahl war, weil ja im ersten Fall
sin ¢ = sinw wird, in zweiten Fall wird hingegen sin ¢ = — sinw, wihrend
in jedem der beiden Fille gilt

tan ¢ = tan w.

Es sei also i zuerst eine ungerade Zahl und im Fall ¢ = i7t wird unser Bruch
sein

1
tanw + sinw’
Es ist aber ndherungsweise

L 5

3 und sinwzw—gw,

1
tan w :w—f—ga)

woher dieser Bruch werden wird

1 1 _1(1 1ww)
2w+ w?  2w(l+ Hww) 2w 27 )

Dieser Ausdruck liefert schon von selbst diese zwei Briiche % — 21—4w, woher

wegen w = ¢ — i7r fiir diesen Faktor dieser einfache Bruch entspringt

1
2(¢ —im)’
weil der andere Teil verschwindet. Daher, wenn wir nun anstelle von i der

Reihe nach die ungeraden Zahlen schreiben, werden wir die folgende Reihe
an Briichen erlangen
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1 1 1 1

20— 2ot 2e—31) 209431 | 2(g—51) T

§48 Es sei nun auch i eine gerade Zahl, woher wird

tang =tanw und sing = sinw;
daher wird unser Bruch sein

1
tanw — sinw’
wo sich nach der Entwicklung die ersten Terme w aufheben, so dass in
diesem Nenner die unterste Potenz von w von w® sein wird. Und dieses
Grundes wegen muss die Approximation weiter fortgefiihrt werden als im
vorhergehenden Fall. Fiir dieses Ziel wollen wir anstelle von tan w schreiben

sin w

cosw’
dass unser Bruch ist

cosw

sinw — sinwcosw’

Weil nun gilt

. 1 .
sinw cos w = > sin 2w,

wird durch eine Reihe sein

sinw = w — 1w3 + LwE'
N 6 120
und
8 32
in2w = 2w — — 3 e 5
sin 2w w 6w + 120w ,

woher der ganze Nenner sein wird
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der Zihler ist hingegen cosw = 1 — fww, woher unser ganzer Bruch sein
wird

1—%ww 1—%a)w

7

1,.3(1_1 1.3
v (1 4“"") W
und daher werden die resultierenden Teile sein

2 1

@ 2w
welche beide im Fall w = 0 unendlich werden. Es wird aber leicht klar, wenn
wir die Approximation weiter fortgesetzt hétten, dass im folgenden Term
der Buchstabe w schon in den Zahler iibergegangen wire. Es werde also
¢ — it anstelle von w geschrieben und die aus diesem Faktor des Nenners

herstammenden Teile werden sein

2 1

(p—in)?2  2(¢—in)’
woher, indem anstelle von i nacheinander alle geraden Zahlen geschrieben
werden, diese zwei Reihen hervorgehen werden

2 + 2 + 2 + 2 + 2 + 2 + etc
¢ (p—2m)3 (p+2m) (p—4n)® (¢+4n)’ (¢—6m) '

B i B 1 B 1 B 1 B
20 2(p—2m) 2(¢+2m) 2(@—4m) 2(¢+4n)

+ etc.

§49 Wir wollen also diese aus jedem der beiden Félle abgeleiteten Reihen
verbinden und der vorgelegte Bruch

1
tan ¢ — sin ¢

wird aufgefunden, in die folgenden drei Reihen aufgelost werden:
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1 1 1 1

20— 20t " 209=31) T 2430 T 2(p—5n)
1 1 1 1

B @ B 2(¢p —2m) B 2(¢+2m) B 2(¢p —4m) B 2(p+4m) —ete.

+ 3 + 2 + 2 + 2 + 2 + etc
¢ (p—2m)  (¢p+2m)  (¢p—4m)®  (p+4m)

§50 Jeder wird hier leicht bemerken, dass diese Methode jener nicht um
weniges vorauseilt, welche wir zuvor gebraucht haben, weil wir ja auf diese
Weise sofort die aus jedem beliebigen Faktor des Nenners herstammenden
Briiche erlangt haben und es es nicht notwendig war, deren Zahler mit unbe-
stimmten Buchstaben zu bezeichnen. Zusétzlich war es mit dieser Methode
auch nicht nétig, gewissenhaft zu untersuchen, wie oft die einfachen Faktoren
im Nenner enthalten waren, weil unsere Methode diese ja von selbst zeigt.

§51 Aber bei allgemeinen Reihen dieser Art, wo die Nenner gewisser Terme
in einem bestimmten Fall verschwinden und diese Terme ins Unendliche
wachsen, pflegt gefragt zu werden, wie grofs die Summe der tibrigen Terme
nach Beseitigen dieser Terme sein wird. So wird fiir den Fall, in dem i eine
ungerade Zahl ist, der Term

1
2(p —im)
im Fall ¢ = i7r unendlich. Nachdem dieser Term gestrichen worden ist, wird
also gefragt, wie grofs die Summe der iibrigen Terme im Fall ¢ = i7t sein wird.
Um diese Frage aufzulosen, werde ¢ — im = w gesetzt und aus § 47 tritt es
klar zu tage, dass sein wird
1 1 1
- . —w=——"" 4R
2w 289 T 2g—in) T
wo R alle tibrigen Terme umfasst, deren Summe im Fall ¢ = i7r verlangt wird.
Also werde der Term

1 1

2(p —im) 2w
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auf die andere Seite gebracht und es wird sich sofort zeigen, dass sein wird

1
R——ﬂw—O wegen w =0,
so dass nach Weglassen jenes unendlichen Termes diese Summe alle {ibrigen

im Fall ¢ = i7r immer 0 ist.

§52 Wann immer aber i eine gerade Zahl ist, wird dieselbe Schlussweise
Geltung haben, um was zu zeigen, es notwendig ist, die verwendete Approxi-
mation weiter fortzusetzen. Dann wird aber der Zihler sein

w=1 1ww—|—1w4'
Cosw=175 24

fir den Nenner gilt hingegen
1 1 1
Sinw =W — 6(,{)3 + @a]s — %a]7
und
8 32 128
in2w = 2w — — 3 e 5 =Y 7
sin 2w w 6w +120w 5040w ,
woher der Nenner selbst wird

daher liefert der zweite Faktor auf den Zihler tibertragen

1 3,

und daher wird der ganze Bruch schon sein
1 11, 4
1—qww — 555w

1.3
W

7

welcher fiir ¢ = i gesetzt gleich werden muss, das heifst den gefundenen
Termen

2 1

(p—im)®*  2(p—in)
mit allen {ibrigen R, woher R = —tkw = 0 gefunden wird; daher tritt es klar

zu tage, dass auch in diesen Féllen die Summe aller iibrigen Terme = 0 ist.
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§53 Wenn wir daher also ¢ = 0 nehmen und die ins Unendliche wachsenden
Terme streichen, werden die zurtickbleibenden Terme sein

1 1 1 1 1 1

"ot Toar Ter Ter T 1on Tiom T ©
1 1 1 1 1 1

+E _E + 877'[ - 877'[ + ﬁ — m + etc.
2 2 2 2 2

T8 T8 i eam®  26md | 2len® | O

wo sich alle Terme offenbar aufheben, was auch in allen iibrigen Fillen, in
denen ¢ = i gesetzt wird, gelingt.

§54 Wenn wir aber je zwei benachbarte zusammengezogen hétten, wéren
diese Reihen hervorgegangen

1 ¢ ¢ ¢ ¢ ¢
2q0+(pq0—7r7r (p(p—4nn+qogo—97r7r goq)—167r7r+go(p—25mr etc

2 4dp(pp+3-4nm) | 4g(ee+3-16mtm) | 4e(pe +3-36mm)
¢’ (pp — 4mm)? (g — 16717)3 (pp —3677)3
die Summe welcher Reihen ja diese ist

+ etc.

1
tan g —sing

Wenn wir daher hier nun ¢ = 0 oder ¢ = w, weil ja alle Terme durch ¢ =0
und deren Summe aber als — ;55w gefunden worden ist, wenn wir auf beiden

Seiten durch w teilen, wird = —% sein; diese Reihen selbst werden aber

werden
R SRR SRR SRR SR SR
nn 4nm 9w lémm  25nm et
3-4 3-4 3-4 3.4

_ (47-[7-[)2 o (167-[7-[)2 B (367‘[7‘[)2 - (647‘[7‘[)2 — etc.
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§55 Nach Verdandern der Vorzeichen und Reduzieren der Terme auf die
einfachste Form werden wir diese Summation erlangen

n_1r,. 1,1 1 1 1
120 7rm 479 16 "25 36 '°¢

_ S fpor 11 1 1
! 279 12 252 32 ¢

Es ist aber bekannt, dass gilt

1 1 1 1 TTTT
— 4+ —=— — +fetc. = —

11
4 9 16 25 36 12

und

PTRL AR PR TS SO SR
42 7 92 " 162 252 362 T

woher diese Gleichheit offenbar ins Auge fallt.
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