ENTWICKLUNG DES UNENDLICHEN
PRODUKTS
(1—x)(1—xx)(1—23)(1—x*)(1—x°)(1—x%etc
IN EINE EINFACHE REIHE

Leonhard Euler

§1 Nachdem s = (1 —x)(1 — xx)(1 — x3)(1 — x*)etc gesetzt worden ist, ist
leicht klar, dass gelten wird:

s=1—x—xx(1—x)—x>(1—x)(1—xx) —x*(1 —x)(1 — xx)(1 — x%) — etc;

weil diese Reihe schon eine unendliche ist, fragt man, wenn ihre einzelnen
Terme entwickelt werden, welche Reihe nach den einfachen Potenzen von x
hervorgehen wird. Weil also die ersten zwei Terme 1 — x schon entwickelt sind,
schreibe man anstelle aller {ibrigen den Buchstaben A, sodasss =1—-x — A
ist, und daher

A=xx(1—x)+x°(1—x)(1—xx) + 21— x)(1 —xx)(1 — 2%) +etc.

§2 Weil ja all diese Terme den gemeinsamen Faktor 1 — x haben, teile man,
nachdem er entwickelt worden ist, die einzelnen Terme in zwei Teile auf,
welche wir so darstellen wollen:

A = xx+x3(1 — xx) 421 — xx) (1 — 23)+2°(1 — xx) (1 — 2°) (1 — «*)

— %= (1= xx) 21— xx) (1 — 23)—2%(1 — xx) (1 — %) (1 — x%)

Daher fasse man gleich die beiden Teile, die mit derselben Potenz von x
versehen sind, zu einem zusammen, und es wird fiir A die folgende Form



resultieren:
A=xx—x—x"(1—xx) —x°(1—xx)(1—x°)
— (1 —xx)(1 = 2%) (1 — x*) —etc,

wo die ersten beiden Terme xx — x° schon entwickelt sind; die folgenden
schreiten durch diese Potenzen fort: x7, x7, x!1, x13, x15, deren Exponenten
um zwei wachsen.

§3 Wir wollen nun auf dieselbe Weise wie zuvor A = xx — x> — B setzen,
sodass

B=+x"(1—xx)+x"(1—xx)(1—x°)
+ax (1 = xx)(1 = 2%) (1 — x*) + etc.

ist, alle Terme welche den gemeinsamen Faktor 1 — xx haben, nach Entwick-
lung welches man die einzelnen Terme wie folgt in zwei Teile aufteile:

B=x"4+21—-x)+x"1 -1 -2+ 2B (1 -1 -2 (1 -2
— 20— 1= ) —xB1 -1 - ) — 2B (1 - )1 — 2 (1 - x0).

Hier fasse man wiederum zwei Terme, die dieselbe Potenz von x vorangestellt
haben, zu einem zusammen und es wird hervorgehen:

B=ux"—x2 —x5(1—-x3) =81 - 2%)(1 —x%)
— 11— 23)(1—xH)(1 - %) —etc,

wo die Potenzen von x schon um 3 wachsen.

§4 Man setze nun weiter B = x” — x12 — C, sodass
C=xP(1-2%)+xB(1—-2%)(1—x*
—|—x21(1 - x3)(1 - x4)(1 — x5) + etc

ist und man l6se gleich die einzelnen Terme durch Entwicklung des Faktors
1 — x3 in zwei Teile auf, und es wird

C = a1 — )+ (1 — M) (1 — )+ (1 — 2 (1 — 2°) (1 — 2°)

— B P — ) (1 - M) (1 — %) =¥ (1 — x*) (1 - 2%) (1 — x°)



werden, wo erneut die Glieder, denen die dieselbe Potenz von x vorangestellt
ist, zu einem zusammengefasst

C=aP®—x2 21 —x*) -1 -2H(1 -2
— (1 =2 (1—2°)(1 — x®)etc
liefern werden, wo die vorangestellten Potenzen um 4 wachsen.

5

§5 Man setze nun C = x> — x?2 — D, sodass

D = x%(1 — x*)+x>(1 — x*) (1 — x°)
+x34(1 = x*) (1 = x°) (1 — x%)etc

ist, welche Terme man durch die Entwicklung des Faktors 1 — x* auf diese
Weise in zwei Teile aufteile

D =x4x30(1 — %) +2¥ (1 — 2°) (1 = 2®) + a8 (1 - 2°)(1 — %) (1 — &)
—x30—x34(1 - x5)—x38(1 - x5)(1 — xé) - x42(1 - x5)(1 - x(’)(l - x7).

Indem man die zwei nun wie bisher aufteilt, berechnet man

D=x% —x¥-x10(1 - x°) — 2P (1 —2°)(1 - x%)

—x0(1 = x°) (1 — x®) (1 — x7)etc.

Hier wachsen also die Potenzen von x um 5.

§6 Man setze D = x?° — x% — E, sodass
E=x%(1-x)+2(1—2%)(1-x°
+x°0(1 = x°) (1 — x) (1 — x7)etc

ist und es geht, nachdem die Auflosung in zwei Teile wie bisher ausgefiihrt
wurde,

E=x®4x®(1 - 2%)4+20(1 — x%) (1 — &) +2°(1 — x°) (1 — x7) (1 — «®)

P01 — %) —x® (1 = x®) (1 — x7)—x0(1 — x®) (1 — 27) (1 — 28)



hervor. Nachdem aber diese zwei Terme zu einem zusammengefasst worden
sind, wird

E=x% 3 351

_x69(1

—x%) —x%8(1 - x%)(1 - &%)
—x%)(1—x7)(1 — x¥)etc
sein, wo die Potenzen von x um 6 wachsen.

§7 Weil das Bidlungsgesetz, nach welchem diese Operationen weiter fort-
zusetzen sind, hinreichend klar ist, werden wir, wenn die letzten fiir die
einzelnen Buchstaben A, B, C, D gefundenen Werte der Reihe nach eingesetzt
werden, fiir die gesuchte Reihe die folgende Form finden:

S=1—x—axx+x0+x" —x2— x4
+ 1% — x5 — x40 4 151 4 ete.

Hier geht nun also die ganze Frage darauf zuriick, dass die Ordnung bestimmt
wird, nach welcher die Exponenten der Potenzen von x immer weiter vermehrt
werden, weil ja aus den durchgefiihrten Rechnungen schon hinreichend klar
ist, dass die Zeichen ,+“ und , —" abwechselnd so folgen, dass sie je doppelt
auftreten.

§8 Um also dieses Bildungsgesetz leichter zu untersuchen, wollen wir sehen,
wie in diesen Buchstaben diese Zahlen entstanden sind. Fiir dieses Ziel wollen
wir zumindest die ersten Terme jedes Buchstabens, welche in ihrer ersten
Form ausgedriickt worden sind, der Reihe nach anordnen:

A=xx(1-x) 7 =3+4=4+4143 =3+1+1+2
B=x"(1—xx) 15=44+11=4+2+9 =44+2+2+7

C=xP1-%%) 26=5+21=5+34+18=5+3+3+15

D=x*1—-x*) 40=6+34=6+4+30=6+4+4+26
E=x®1-x") 57=7450=7+5+45=7+5+5+40
etc etc.

Hier sehen wir nattirlich aus der Entwicklung des Buchstaben A, dass die
Zahl 7 aus dem Aggregat 3 4- 4 entsteht, dann in der Tat 4 aus 1 + 3 entsteht
und schliefSlich 3 aus 1 + 2, welche Auflosung also

7=34+4=3+1+3=3+1+1+2



geben wird. Und dieselbe Struktur ist in den folgenden Buchstaben beobachtet
worden, wo die letzten Zahlen nach der Ordnung 2, 7, 15, 26, 40 fortschreiten.

§9 Daraus ist schon klar, dass die Differenzen der Zahlen 2, 7, 15, 40, 57, etc
eine arithemtische Progression festsetzen, woher der allgemeine Term dieser
Zahlen
2(n—1)(n—2) 3nn+n

1-2 2
sein wird. Die Exponenten aber, die diesen vorausgehen, waren 1, 5, 12, 22,
39, 51 von den Zahlen 1, 2, 3, 4, 5 und im Allgemeinen von der Zahl 7 selbst,

sodass der Exponent, der der Formel 3+ yorausgeht, 3=" sein wird.
p 2 8 2

2+5n—-1)+

§10 Nun erkennen wir also vollkommen die einfache gefundene Reihe, die
dem vorgelegten unendlichen Produkt

(1—x)(1—xx)(1—2%)(1 — xH)etc
gleich ist. Weil ndmlich diese Reihe gefunden worden ist,
ST x2S a7 12152 126
— B M0 y etc,

sind wir nun sicher, dass in ihr andere Potenzen von x nicht auftauchen, wenn
deren Exponenten nicht in dieser Form, 3”’?[”, enthalten sind, und zwar so,
dass wenn n eine ungerade Zahl war, die beiden daher entstehenden Terme
das Vorzeichen ,,—" haben werden, die aber aus den geraden entstehen, das

Vorzeichen ,,+“.

ANDERE UNTERSUCHUNG DERSELBEN REIHE
§11 Dieselbe Reihe, die nach den Potenzen von x fortschreitet, kann auch
auf folgende Weise untersucht werden. Weil nattirlich
s=1—x—xx(1—x)—x3(1—x)(1—xx)
—x*(1—x)(1 — xx)(1 — x®)etc
ist, entwickle man sofort das zweite Glied —xx(1 — x), sodass
s=1—x—xx+x°—x3(1—x)(1—xx)
— 21— x)(1 — xx)(1 — x¥)etc



ist und setze
s=1—x—xx+ A,

dass
A=x—x3(1—x)(1—xx)
—x*(1—x)(1 — xx)(1 — x®) —etc

ist, deren einzelne Glieder man durch die Entwicklung des Faktors 1 — x in
zwei Teile aufteile, dass

A=x>—23(1 —xx) —x*(1 —xx)(1 = x%) —x°(1 — xx) (1 — 2°) (1 — )

(1 —xx) +2°(1 — xx) (1 — 23) + 2(1 — xx) (1 — 2%) (1 — &%)

hervorgeht. Hier werden wiederum die mit der selben Potenz von x versehe-
nen Glieder zusammengefasst

A=x"+x"(1—xx)+2°(1—xx)(1—x°)
(1 = xx) (1 — 2%) (1 — x*)etc

liefern.

§12 Hier entwickle man das zweite Glied, dass

A=x+x" =2+ 27 (1—xx)(1 - x°)
+ a1 =22 (1 -2 (1 — x*)etc

hervorgeht. Man setze gleich A = x° + x” — B, dass
B=x"—x7(1—xx)(1—x%) —x(1 — xx)(1 — x*)(1 — x*)etc
ist; wenn daher tiberall der Faktor 1 — xx entwickelt wird, wird man

B=x"—x"(1-2%) —x"(1 -1 —x*) —xB1 - 23)(1 - 2H) (1 - %)
+a(1=2%) + (1 =) (1= ah) + 2P (1 = 2°) (1 — 2 (1 = %)

erhalten, dann wird aber durch Zusammenfassen der ersten beiden Glieder

B=x24+xP(1—x%)+ 21— 2%)(1-x
+22 (1= 2%) (1 — 24 (1 — x°)etc

entstehen.



§13 Man entwickle in gleicher Weise das zweite Glied und setze B = x!2 +
x5 — C; und es wird

C=xB®— a1 -1 —x*) =221 -1 —x4)(1 - 2°) —etc
sein. Nun entwickle man den zweiten Faktor 1 — x3, und es wird
C=a® a1 —at) — (1 — ) (1 — %) — (1 — 2 (1 - 2°)(1 —x°)
+221 1=t + 21— )1 -0+ 27 (1 —2H (1 - 21— x°)
werden. Daher wird durch Zusammenfassen zweier Glieder
C=x2+x®1 -+ -2 (1 —2°) + 2341 —x*) (1 —2°) (1 — x°) +etc

werden.

§14 Nachdem nun hier wiederum das zweite Glied entwickelt worden ist,
setze man C = x22 4+ x2° — D, und es wird

D=x%—x01—x*)(1-x°) =1 —x*)(1 - x°)(1 — x%)etc
sein, wo die Entwicklung des Faktors
D=x%—x01-x°) =231 —2°)(1 —x) =231 —2°)(1 — x%) (1 — )
+234(1 = 2°) + 238 (1 — x°) (1 — x8) + x2(1 — 2°) (1 — 2°) (1 — &7)
ergeben wird. Daher wird durch Zusammenfassen zweier Glieder
D=x+x1-x)+xP(1-2")(1—2°) + 201 —x°)(1—x°)(1—x") +etc

werden.

§15 Nachdem das zweite Glied entwickelt worden ist, setze man erneut
D = x4+ x¥ — E, und es wird

E=x®—x®(1-x°)(1—-2°) — 201 —2°)(1—x%)(1 ")
sein und es wird, nach der Entwicklung des zweiten Faktors 1 — X0
E=x%—a®(1—-x%) =201 —x%)(1 —27) =21 —2®)(1 - x7) (1 — x8)
+20(1 = x%) + (1 = 2%) (1 — 27) + 201 = 2%) (1 — ") (1 — «®)
werden und durch Zusammenfassen zweier Terme findet man
E=x"+x7(1—2%) +x8(1 - 2%)(1 - ")
(1= 20)(1— ") (1 — x®)etc

— X
— X



§16 Nachdem also diese Werte der Buchstaben A, B, C, D, E, F gefunden
worden sind, wird, wenn die einzelnen nacheinander eingesetzt werden, diese
Reihe resultieren:

1—x—xx+x5+x7—x12—x15+x22+x26—x35—x40+etc.

Hier durchschaut man aber die Struktur der Exponenten leichter: Weil ndmlich
in den zuerst der Buchstaben A, B, C, D festgesetzten Werten die ersten
einfachen Terme x3, x%, x18, x%0, x%, etc waren, sind die Exponenten natiirlich
das Deifache der Dreieckszahlen, woher allgemein fiir die Zahlen n dieser
Exponent 3’”’% sein wird. Aber diese Terme folgen zwei vorhergehenden
Potenzen von x durch dieselbe Differenz n, woher die durch zweimaliges
Abziehen dieser Zahl von dieser Formel werden die zwei in die gesuchte Reihe
eingehenden Potenz entstehen, deren Exponenten als logische Konsequenz
3nn+n 3nn —n

5 und 5

sein werden.

§17 Dabher ist also andererseits klar, dass die ins Unendliche festgesetzte
Reihe
T—x—xx+x°+x" —x2 —a® 422 4 2% — x5 —etc

unendlich Faktoren haben wird, die natiirlich 1 —x, 1 —xx, 1 — x3, 1 — x4,
1 — x?, etc sein werden, sodass, wenn zuerst durch 1 — x geteilt wird, dann in
der Tat der Quotient durch 1 — xx, dieser Quotient weiter durch 1 — x3, und
wenn auf diese Weise die Division ins Unendliche fortgesetzt wird, der letzte
resultierende Quotient der Einheit gleich sein muss.

§18 Wenn also diese ins Unendliche laufende Gleichung vorgelegt war:
1—x—xx+x5—|—x7—x12—x15+x22+x26—etc:0,

konnen all ihre Wurzeln leicht angegeben werden. Zuerst wird ndmlich x =1
eine Wurzel sein, darauf die beiden Quadratwurzeln aus der Einheit, dann
in der Tat die drei Kubikwurzeln aus der Einheit, weiter die vier Biquadrat-
wurzeln aus der Einheit; und auf dhnliche Weise die fiinf Quintikwurzeln aus
der Einheit, und so weiter, unter welchen also die Einheit selbst unendlich
auftaucht; aber in der Tat wird man —1 dort finden, wo die Wurzel einer
geraden Potenz zu ziehen ist.



