UBER SUMMEN, DEREN REIHEN DIE
BERNOULLI-ZAHLEN INVOLVIEREN

Leonhard Euler

§1 Wie bemerkenswert die nach ihrem Entdecker benannten Bernoulli-
Zahlen sind, welche einst Jakob Bernoulli in seiner ,,Ars Coniectandi” benutzt
hat, um die Progressionen der Potenzen der natiirlichen Zahlen zu summieren,
ist, nachdem von anderen, die Theorie der Reihen mit neuen Entdeckungen
bereichert worden, dann auch von mir gezeigt worden, wo ich durch dieselben
Zahlen die Summen der Reihen der Reziproken ausgedriickt gegeben habe.
Bernoulli hat freilich die Progression dieser Zahlen wegen der Lastigkeit der
Rechnung nicht weiter als fiinf Terme fortgesetzt, welche %, %' 41—2, %, % sind,
und die dem Urheber um einschliefSlich die elften Potenzen zu summieren
geniigt haben. Nachdem ich aber ein hinreichend gefilliges Bildungsgesetz
dieser Progression entdeckt hatte, habe ich von dieser die 17 ersten Terme
angegeben. Ich habe aber die Bernoulli-Zahlen jeweils mit den Zahlen 6, 10,
14, 18, 22, etc multipliziert, damit die Nenner einfacher werden, und dann
habe ich, der ich die Terme dieser neuen Reihe mit den Buchstaben %, 8, €,



D, €, etc bezeichnet hat, die folgenden Werte gefunden:
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§2 Aber die Betrachtung der Reihen der reziproken Potenzen, deren Sum-
men, sooft der Exponent eine gerade Zahl ist, ich gezeigt habe durch dieselben
Potenzen der Zahl 7, die die Peripherie des Kreises, dessen Durchmesser
gleich 1 ist, bestimmt werden zu konnen, hat die Verbindung dieser Zahlen
um vieles klarer gemacht. Wenn wir ndmlich die Summen auf die folgende

Weise bezeichnen:
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habe ich zuerst gezeigt, dass diese Zahlen A, B, C, D, etc die vorhergehenden
A, B, €, D, etc so bestimmt werden, dass
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ist.

§3 Weiter habe ich aber fiir die Progression der Buchstaben A, B, C, D, etc
zwei Bildungsgesetze bemerkt, mit deren Hilfe sich ein beliebiger mithilfe der
Vorhergehenden bestimmen lédsst. Das erste Bildungsgesetz bestimmt einen
beliebigen Term durch die einzelnen der vorhergehenden so, dass

1
A_LZB
1 2
B_L26_12~6
c_ B A N 3
1.2.3 1.2.-.5 "' 1.3...7
D_ C B N A 4
1-2.3 1-2---5 " 1-2---7 1-2---9
g Db ¢ N B A N 5
1.2.3 1-2--.5 " 1.2--.7 1-2--.9 " 1.2..-11



ist. Das andere Bildungsgesetz aber driickt gefélliger einen gewissen Term
durch die Produkte aus zwei Vorhergehenden auf folgende Weise aus:

5B =2A%, wihrend A = % ist
7C = 4AB

9D = 4AC + 2BB

11E =4AD +4BC

13F =4AE +4BD +2CC

15G =4AF +4BE +4CD

17H = 4AG + 4BF +4CE + 2DD

etc,

woher es mir auch moglich war, diese Reihen so weit fortzusetzen.

§4 Nachdem diese Dinge erortert worden sind, habe ich beschlossen an
dieser Stelle die Summen vieler Reihen, deren Terme die Zahlen A, B, C,
D, E, etc aufSer den anderen Faktoren, deren Bildungsgesetz an sich klar ist,
involvieren, sodass mir im Allgemeinen die Untersuchung der Summe dieser
Reihe

S+ aAx? + BBx* + 4Cx® + 5Dx® + eEx'? 4 etc

vorgelegt ist, wahrend die Buchstaben «, B, 7, J, etc ein bestimmte bekannte
Reihe festsetzen; ich habe schon an vielen Beispielen gezeigt, dass daher au-
Berordentliche Reihen entstehen, deren Summen der ganzen Aufmerksambkeit
wiirdig sind. Ich beginne also mit der Reihe

S = Ax®> + Bx* + Cx® 4+ D% + Ex'? + etc,
welche klar ist durch das erste Bildungsgesetz der Progression der Buchstaben

A, B, C, D, etc natiirlich aus der Entwicklung dieses Bruches zu resultieren
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5 — 1ogx® +etc

1 .2 1 .4_ 1 .6 1,8 _ ot
1= 123X + 125X — 127 X° + 13.9X° —etc
deren Nenner den Wert )

sin x
X
ausdriickt; und sein Differential liefert
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welches mit — 53 multipliziert den Zahler selbst lieferte, sodass

S_sinx—xcosx_l 1xcotx
- 2sinx 2 2

ist und daher ist die Summe dieser Reihe

1 1
Ax? + Bx* + Cx0 + Dx® + Ex'% + etc = 5~ Ex cotx,

wo es verdient bemerkt zu werden, wenn x verschwindet, dass die Summe
s 1
dann gleich zXX wegen

1— Jxx
cotx =

sein wird.

§5 Wir wollen also xx = —yy setzen und die ganze Reihe negativ auslegen,
dass diese Summe

S = Ayy — By* + Cy® — Dy® + Ey'® — etc

gesucht wird, und weil schon durch das erste Bildungsgesetz

1 .2 2 .4 3.6 4 8
_ _123Y t12.5Y T io.7Y T 100y tetc
1+ 1}%]/2 + 1-21~~-5y4 + 1-21-~7y6 + 1~21~-~9]/8 +etc

ist, deren Nenner
1

3@ =)
ist und deren Differential

dy _ dy _
——(e¥ —e V) + = (¥ +e7Y),
s — e+ e e

welches mit % multipliziert den Zahler

1 1
— U Y eV
4y(e e )+4(e +eY)

gibt, ist die Summe dieser Reihe

_y teV 1

2 eV —eV 2



Es verdient hier dieser Fall bemerkt zu werden, in dem y = 1 ist, und es wird
diese Reihe summiert:
1 ee+1 1 1
A—B —D+E—etc==- =
+C + ete 2 ee—1 2 ee—1
Wenn hier wieder fiir die Buchstaben A, B, C, D, etc die angenommenen
Reihen selbst eingesetzt werden und, insoweit es gemacht werden kann, zu

einer Summe zusammengezogen werden, wird

1 1 1 1
4+ 1 +47r7r+1 +97t7‘(+1 +167t7t—|—1+etc_ ee — 1

sein.

§6 Nachdem die Summe der Reihe

1 1
Ax2+Bx4—|—Cx6—|—Dx8+---—|—etc:E—Excotx

gefunden worden ist, in welcher sich zugleich die andere

2 4 6 8 _y ¥+l 1
Ay® — By* + Cy° — Dy —i—etc:—i-e2y_1 ~ 5
umfassen ldsst, konnen so mit Hilfe der Differentiation wie der Integration
unzahlige andere daher gefolgert werden, deren Summe in gleicher Weise
angegeben werden kann. Nachdem jene Reihe ndmlich mit x" multipliziert
wurde, wird die Differentation

(n+2)Ax"™ + (n +4)Bx" ™ + (n + 6)Cx™" > 4 (n + 8) Dx"7 + etc

1 n+1
:%x”_l — ngr x" cotx + 2x' >
sin” x
geben oder

(n42)Ax* + (n + 4)Bx* + (n 4+ 6)Cx® + (n + 8)Dx® + etc
n 1 xx
=— —~(n+1)xcotx + ;
2 2 ( ) 2sin® x
wenn aber jene Reihe mit x"~!dx multipliziert integriert wird, wird die fol-
gende Summation hervorgehen:

A n—+2 B n—+4 C n—+6 D n+8
- - - - t
2t Tuyat Tuget Tagpst Te
1

zﬁx” ~5 x"dx cot x,



welche Summe als bekannt zu betrachten ist, auch wenn das Integral der
Formel f x"dx cot x weder entwickelt noch endlich ausgedriickt werden kann.
Ja man wird sogar, indem man zwei Operationen kombiniert und wiederholt,
unendliche Reihen der Form

wAx? + BBx* + yCx® + 6Dx® + etc

erhalten, wo die Buchstaben «,8, <y, §, etc Produkte aus zwei oder mehreren
Briichen sind, deren Zihler wie Nenner arithmetische Progressionen beschrei-
ben. Wenn zum Beispiel eine durch Differentiation gefundene Reihe mit %
multipliziert und integriert wird, wird

n+2 . , n+4_, n+6_, n X xcosx 1
> Ax® + 1 Bx® + 6 Cx +etc_§1nsinx Ssnx 2
entstehen, sodass
1 1 1 1 1 x
—AX® + -Bx* + =Cx® 4+ Db +etc = =1
P AN TP gt g tete =5 Ingy

ist.

§7 Es ist aber auflerdem eine andere vollig einzigartige Methode gegeben,
aus der gefundenen Reihe unzéhlige andere zu finden, deren Summe ebenso
angegeben werden konnen soll. Fiir dieses Ziel stelle ich die anfdangliche Reihe
so dar

1 1
Aa?x? + Ba*x* + Ca®x® + DaBx® + etc = 5~ iax cotax,

und ich multipliziere diese mit einer Differentialformel xdx solcher Art, dass,
wenn nach der Integration x ein bestimmter Wert x = f zugeteilt wird, das
Integral [ Xx"dx einen angenehmen Wert erhélt, dass natiirlich

/szdx = uc/de, /Xx4dx = [B/szdx,
/Xxédx = ’)f/Xx4dx, etc

wird, nach Ansetzung wovon eine Reihe solcher Art entstehen wird

1 a [ Xxdxcotax
Aa* + apBa* Ca® 6Da® +etc = = — ,
xAa” + «BBa* + afyCa’® + aByéDa® + etc > 2 [ Xdx




wo X so angenommen werden kann, dass «, 8, v, J, etc entweder in einer
arithmetischen Progression voranschreitende oder gebrochene Zahlen werden,
deren Zahler wie Nenner eine solche Progression beschreiben. Wenn zum
Beispiel

X = x"" (1 —x?)k

genommen wird, wird fiir x =1

[t =t) = S [ ar =) B g
e e e e R Gl ~ taee

etc

Aber wenn
Xdx = e ™ x"dx

genommen wird, wird, nachdem nach der Integration x = oo gesetzt wurde,

/e—mxxxn+2dx — ﬂ /e*mxxx”dx und daher o« = nl
2m 2m
—mxx , n+4 = n+3 / —mxx ,.n+2 = nt3
/e 2" dx m | € X" dx B 2m
—mxxon+6q. N 5 / —mxx ,n-+4 _n +5
/e x"Pdx = o e x" dx Y= o
etc

sein. Nachdem aber
Xdx = x" dxIn™ x

genommen wurde und nach der Integration x = 1 gesetzt wurde, wird

1-2-3.--m

n—1 m ...
/x dxIn"x =+ P ,

wiéhrend das ,,4-” Zeichen gilt, wenn m eine gerade Zahl ist, andernfalls das
,,— Zeichen.



§8 Ich bleibe hier aber nicht bei diesen Transformationen, die anderenor-
tes griindlicher ausgelegt worden sind, sondern werde eine andere Quelle
betrachten, woher Reihen solcher Art entstehen, welche mir schon einst die
allgemeine Summation von Progressionen eroffnet hat, wenn nattirlich der
allgemeine Term der Reihe oder der, der mit dem Index x tibereinstimmt,
gleich X gesetzt wird, dass X eine gewisse Funktion von x ist, und der sum-
matorische Term dieser Reihe gleich S gesetzt wird, habe ich gefunden, dass
durch die Bernoulli-Zahlen 2, B, €, D, etc

AdX Bd3X " ed>X _ Dd’X
1-2-3dx 1-2---5dx®  1-2---7dx® 1-2---9dx7

25 :2/de+x+

sein wird, woher, wenn die anderen Zahlen A, B, C, D, etc, die auf die
Summen der reziproken Potenzen bezogen worden, eingefiihrt werden, wir
folgern:

Adx Bd’X Cd°X Dd’X

— — tc.
ldxr 224 T 2idxs  26dw TS

25:2/XdX+X+

Wenn wir daher die Reihe, deren allgemeiner Term X und der summatorische
gleich S ist, nach Belieben annehmen, werden wir diese Summation

AdX _ Bd3X n Cd5Xx _ Dd’X
2dx  23dx3  25dx®  27dx7

~|—etc:S—/de—;X
haben. Welche Funktion von x auch immer also fiir X angenommen wird,
konnen wir, nachdem die Summation der Progression, deren allgemeiner Term
X ist, ausgefiihrt worden ist, die Summer diese Reihe, die die Buchstaben A, B,
C, D, etc involviert, angeben, auch wenn vielleicht die Summation derselben,
die nach den gerade erdrterten Vorschriften ausgefiihrt wurde, mit sehr grofier
Schwierigkeit verbunden ist.

§9 Zuerst also wollen wir X einen Wert solcher Art zuteilen, dass

X =L
xn
ist, woher
dX  n X nmn+1)n+2) &PX  nn+1)---(n+4)
dx — a7 dxd T x"+3 ©odxd T x"+5 ’

+etc

etc



wird, und weil

-1
Xdx = —++——+0
/ * (n—l)x”—1+
ist und
_ 1 1 1 1

werden wir diese Reihe

nA  nn+1)(n+2)B nn+1)(n+2)(n+3)(n+4)C
oyt 23 yn+3 B 25 yn+5
1 1
=5 oo T =1 ©

+ etc

haben, wo die Konstante O aus einem bestimmten bekannten Fall bestimmt
werden muss, in welchem x ein gewisser Wert zugeteilt wird. So wird fiir
x = oo gesetzt, weil ja dann die ganze Reihe verschwindet, diese Konstante O
die Summe dieser ins Unendliche fortgesetzten Reihe ausdriicken
1 1 1 1 1
+ﬁ+37+47+57+etC,

welche wir wissen durch die Quadratur des Kreises 7 ausgedriickt werden
zu konnen, sooft der Exponent 7 eine gerade Zahl ist. Diese Falle mochte ich
also zuerst entwickeln.

FALL 1, IN WELCHEM n = 2 IST
§10 In diesem Fall n = 2 also wird die Konstante

TUTT
O="2=Arn?
6 7T

und, nachdem die Summe dieser Progression unbestimmt

1 1
+tptot =9

1
3

gesetzt wurde, werden wir diese Summation

1
Lt o5 +

2A 2:3:4B 2:3---6C 2:3---8D

2x3 + 285 2547 + 279 etc
1 1
= _ — _ A 2
S 72 + < T

10



haben oder

1-2A_1-2-3-4B 1~2~~6C_1-2~--8D
21y 233 25x5 27x7

+ etc
2.2 1
=An"x —x+§—5xx.

Deren Summe also kann, sooft n eine ganze Zahl ist, beschafft werden. So
werden wir
1-2A 1-2---4B 1-2---6C 1-2---8D , 3
> % + % — 77 +etc = Amr” — 5
1-2A 1-2---4B 1-2---6C 1-2---8
i ® T s T
1-2A 1-2---4B 1-2---6C 1-2---8D
6 & e &

1.24 1.2---4B 1.2---6C 1-2---8D 7 11 1
- - tc=16Am> — = —16 (14— + = + —
8 g s g et T2 <+4+9+16>

D 3 1
—4AT* —Z —4 (14>

+ etc T > (—1—4),
1

5 1
+etc:9An2—2—9<1+4—|—9),

haben.
§11 Wir wollen dieselben Reihen mit der oben erorterten Methode untersu-
chen, und nachdem ich dort

1 241 1
Aay — Ba®3 50° — Da’y’ - .- =
ay — Ba’y’ + Ca’y a’y’ +etc 2 W -1 2ay

hatte, wollen wir mit e"Yydy multiplizieren und nach so aufgestellter Integra-
tion, dass die Integrale fiir y = 0 gesetzt verschwinden, wollen wir y = oo
setzen und erhalten so

/efyyzdyz—efyyz—Ze’yy—z-le*yjul.z:1.2

/e—yy4dy:—e—y(y4+4y3+4-3y2+4-3.2-y+4-3-2-1)+1-2-3-4
—1.2.3.4
und auf dhnliche Weise

/e’yyédy:1-2-3-4-5-6, /e*nydyzl-z---& etc

11



Deshalb werden wir zu dieser Summation gelangen

AM+1 1

1
3 5

Wir wollen nun a = % setzen, sodass diese Reihe hervorgeht

1-2-A 1-2~3-4B+1-2---6C 1-2-.-8D

- - t
2 23 25 7 Tete

deren Summe wir wissen gleich A2 — 3 zu sein; nun aber haben wir dieselbe
so ausgedriickt gefunden
1 1+e™V
== [yd -1,
5 [ v

1 /e

2
wenn nur nach der Integration y = co gesetzt wird. Deren Giiltigkeit kann
nur auf diese Weise gezeigt werden: Es sei e”Y = z und nach so ausgefiihrter

Integration, dass das Integral fiir z = 1 gesetzt verschwindet, muss z = 0
gesetzt werden, welche Substitution

2/ 1—|—e /dzl 1+Z /d zlnz <;+z+z +2242 +etc>

liefert. Aber wegen

n n 1
/z”_ldzlnz = Z—hnz _z + —
n nm = nn

wird fiir z = 0 gesetzt

/z”’ldz Inz = i
nn
und daher durch die Reihe

1+e 1 1 1 1
2/ E *+9+176+etC A7T7T—§

wie es sein soll.

§12 Leichter wird dasselbe gezeigt, indem man

l1—-z=v oder z=1-v

12



setzt, dass die Integrale von der Grenze v = 0 bis hin zur Grenze v = 1
erstreckt werden miissen; dann aber wird unsere Reihe so ausgedriickt werden

1 (2—o)do

—5 2 (1-0) -1,

welche At — % gleich sein muss, sodass

1 1 f2do 1

ist; aber es ist
/dvln(l—v) — (1-o)ln(l-v)+(1-0v)-1=1
und so ist es notwendig, dass
Amr = —/Czjln(l—v)
ist, was per se klar ist. Weil namlich

1 1 1
—In(1-0) :v+§vz+§v3+zv4+etc

ist, wird, nachdem die Integration nach vorgeschriebenen Gesetz aufgestellt
wurde,

do 1 1 1 ,
—/?ln(l—v)—1—|—1+§+E+etC—A7r

sein.

§13 Wir wollen auch auf dhnliche Weise den Fall a = % entwickeln und es
wird gezeigt werden miissen, dass

1 et +1 3 1
~[eV —2=4Am* - —4(1+>
2/3 ydye%_1 = (+4>

oder

y
/e‘yydyeiJri :8A712+1—8(1+1> =8Am* —9

sein wird. Wir wollen



setzen, dass gleich das Integral von der Grenze v = 0 bis hin zur Grenze v = 1
erstreckt werden muss, und wir werden wegen

eV =(1-2)?% y=-2In(1-0)

und
2dv

dy:l—v

diese zu zeigende Gleichheit haben
—4/ H)#dvln (1—0) =8An2—9;
aber, wie wir schon beobachtet haben, ist

dvln(1—-v) = -1
/

und . 3
In(l—9)=—=
/ vdoln (1 — ) v

woher man

—8/?1n(1—v)—12+3:8An2—9

errechnet oder 4
/gln(l —v) = A%,

§14 Auf dhnliche Weise muss, wenn a = } genommen wird, gezeigt werden,

dass ,
1 _ es +1 5 1 1
2/6 yye%_l 3=9An > <+4+9>
oder y
341 1 1
/e‘yydyez Tl 1sAn?+1-18 (1 +I+ 9)

ist. Wir wollen zuerst

Wl
I
N

setzen, dass

y=-3lnz und dy= _%dz

14



ist und wir werden

9/zzdzlnz1+Z :9/dz(—zz—22—2—|—2)lnz
1-2z 1-2z

haben; aber er ist

1
/zzdz Inz = ~|—§,

woher unsere Integralformel

dz 1 1
18/1_Zlnz——18<1+4+9>+1

/zdzlnz = +}1, /dzlnz =1,

wird, sodass

—Z

/ 1dz Inz = Ant?

ist, wie wir schon oben gezeigt haben, und auf diese Weise findet man auch
die Giiltigkeit der folgenden Fille.

§15 Wenn wir aber a = 1 nehmen, dass diese Reihe

1-2-A—-1-2-3-4-B+1---6-C—1---8-D +etc
zu summieren ist, lasst sich, weil ja x = % wird, aus §10 die Summe nicht

angeben, weil ja der Wert der Progression

1 1 1
S=1+-4+ -4 -+ —,
+4+9+ +xx

wann immer die Anzahl der Terme gleich % ist, nicht bekannt ist. Eine andere
Methode aber liefert ihre Summe

1 T+e? 1

S e Vydy— =

z/e YT ey Ty
die fiir e7¥ = z gesetzt in diese Form

1 1+zz 1 dzlnz 1 1
E/dzmzl—zz_i_ 1—zz_§/d21nz_§

verwandelt wird, und weil ja f dzInz = 1 ist, wird sie

dzlnz 1 1 1 3
/1_ZZ—1_1+§+£+E+etc—l—;Amr—l

15



werden. Wenn wir also gleich festsetzen, dass fiir x = 1 genommen S = A
wird, findet man dieselbe Summe gleich

1 1

—Anmt—-A

1 7T s
woher wir folgern, dass

3 1 1
Z}Amt —-1= EArm — EA

sein wird, und daher jene unbekannte Grofse
A=4-2Anm,

woraus sich diese Progression interpolieren lasst

1 4 -2Anm
1—|—i 4—2A7t7t+§
1—|—%+% 4—2A7Ut—|—g+%
47 +5+1 N
1 1 1 1 4 4 4

I+ 1+5+ 1o

etc,

4

etc,

und weil ja die infinitesimalen Terme gleich sind, wird

1 1 1 1 1 1
1+4+9+16+€tC—4(1+9+16+etC>—2A7'L'7'L',

welche Gleichheit per se klar ist, weil

1 1 1 1 1 3
ist. Wir wollen die Sache im Allgemeinen betrachten und es seia = %, dass

diese unendliche Reihe zu summieren ist

1-2-Am_1~2-~~4-Bm3+1-2---6-Cm5_1-2---8-Dm7

+ etc
n n3 nd° n’ !

16



und fir

gesetzt findet man ihre Summe

_2m

zmy
1/eyydy-1+e n n.o_nn
2 1—e

_ 1+2%  n
n—1
m w2 ) M T
welche zurtickgefiihrt wird auf diese Form
2" ldzlnz nn . n
nn/ T o z'dzlnz — —
Weil aber

/z”_ldzlnz = 1
nn

ist, erhalten wir durch Entwicklung des ersten Gliedes dieser jener gleiche
Reihe

S L | || RS R——S
2 2m nn (2m+n)?  (dm+n)?>  (6m+n)?
Aber aus §10 geht wegen 2x = 2 oder x = 2= fiir
1 1 1 1
Szl—l—?—l-?—i-?—i----—i—ﬁ
gesetzt dieselbe Summe
nn_,o2_ M n 1 nn
dmm 2m 2

hervor, nach Anstellen eines Vergleiches welcher mit der Vorhergehenden
man

4dmm
S=Anm—
e (2m 4+ n)?

4dmm

4dmm
(4m + n)?

(6m + n)?

4dmm

—etc
(8m +n)?
berechnet, woraus wir den Wert von S angeben kdonnen, welche gebrochene
Zahl auch immer fiir x angenommen wird; wenn z.B. x = % gesetzt wird,
wird

S:ATCZ— Hu

___Hr K M e
(w+v)? 2u+v) Gutv)?? (p+v)?
sein, welche Reihe auf diese Weise sofort durch x gefilliger ausgedriickt wird,
dass
1 1 1 1
— 2 _ _ _ — —
S P s e ) F A PRI A
ist.

17



§17 Was wir hier durch so grofle Umwege gefunden haben, scheint so
offensichtlich, dass es sofort aus der ersten Reihe hitte berechnet werden
konnen. Weil ndamlich

1 1 1 1 1

1
2

T ST t
Arm 1+22+32+ +x2+(x+1)2+(x+2)2+(x—|—3)2+ec
ist, ist daher nattirlich klar, dass

1 1 1 1 1 1

_ _ — = A 2 _ _ _ — et

R i A O Y P AL

sein wird. Weil aber jene Reihe A7t? nicht mit der Wahrheit vertraglich ist,
wenn der Buchstaben x nicht ganze Zahlen bezeichnet, in welchem die Schluss-
folgerung klar ist, ist die Gewissheit dieser fiir die Fille, in denen x eine ge-
brochene oder sogar irrationale Zahl ist, noch hochst zweifelhaft; und obwohl
nun klar ist, dass sie als richtig anzusehen ist, sieht man das gewiss keines-
falls aus dieser kurzen Begriindung, und wenn nicht die vorhergehendem
Uberlegungen die Aufgabe erledigt hitten, hitten wir mit Recht einen sehr
guten Grund zum Zweifeln gehabt. Nun aber ldsst sich mit vollem Vertrauen
diese Methode um vieles weiter erstrecken, sodass, wenn

1 1 1 1
S=1+ on + 31 + o + 51 + etc bis ins Unendliche

war, dass wir daher sicher in Erwdgung ziehen konnen, dass im Allgemeinen

11 1 1 1 1
1+ttt =5

— — — — et
3 X" G+ (xt2)"  (x+3m o

sein wird, auch wenn x keine ganze Zahl war, sondern eine gebrochene oder
sogar eine beliebige irrationale.

FALL 2, IN WELCHEM n = 4 IST

§18 Nachdem zuerst unbestimmt

1 1 1 1
Szl—i—?—l-?—i-ﬂ—i----—i—ﬁ
gesetzt wurde, dann aber diese Reihe ins Unendliche fortgesetzt wurde
O0=1 1 1.1 ins Unendlich
= +?+§+4f4+etc ins Unendliche,
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dass O = Brt* ist, werden wir diese Summation haben

_4A 4-5-6:B 45---8:C 4-5---10.D o 1 1 p,
245 23 . x7 25. x9 27 . 11 - 24 343

welche mit —1-2 - 3 - x* multipliziert iibergeht in diese
1.2.3-4-A 1.2---6-B 1.2.--8:C 1:2---10-D

=1-2-3-Br*x* +3 — 2x — 6Sx%,

+ etc

und so kann, sooft x eine ganze Zahl ist, die Summe dieser Reihe beschafft
werden. Fiir die Zahlen 2, 9B, €, etc wird

42 6B 8¢ 10D

2x o Tap g Tele= 6B 43 - 2x 68y

sein.

§19 Wir konnen aber die Summe derselben aus der oben gefundenen Form
bestimmen, welche

162 41 1

B33 5.5 17,7 _ 2 _
Aay — Ba’y’ + Ca’y’ — Da’y +etC_zezay_1 2ay

war; diese liefert ndmlich mit e~¥y>dy multipliziert und nachdem die Integra-
tion von der Grenze y = 0 bis hin zu y = co erstreckt wurde

1-2.3-4-Aa—1-2---6-Ba®+1-2---8-Ca®—1-2---10- Da’ + etc

17 14+e 2y 1
- v,33,-+¢ 7 1
2/6 ydyl—e—zay a

Aber diese Integratformel ldsst sich ohne Integration auf diese Weise entwi-
ckeln: weil

1+e 2

T = 1t 20720 e~ 4 2701 1 278 | etc
— e

ist, multipliziere man mit e ¥y*dy, und weil ja im Allgemeinen

3 2
—my. 34, o~ y 3y 3-2y 3-2-1 3-2-1 1-2-3
/E Mydy = —e my(m+n12+ e
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ist, wird jene Summe in diese unendliche Reihe verwandelt

S S S 6 4 _°
(8a+1)4

tc.
a E R CTE AR CEL ete

Daher wird fiir a = % gesetzt, dass die erste Reihe hervorgeht, auch

YOS S & S - S . S . S
(x+1)*  (x+2)2  (x+3)* (x+4)
=6Brtx* +3 — 2x — 6Sx*
sein und daher, in dem man durch 6x* teilt,
1 1 1 1
Br*—S§ = tc,
& Grt T rr T T e T

vollig wie wir schon oben erkannt haben.

FALL 3, IN DEM 7 EINE BELIEBIGE ZAHL IST

§20 Hier bemerke ich zuerst, wenn diese unendliche Reihe

1 1 1 1 B
1+27+37+47+57+etc—o

gesetzt wird, dass die Reihe aus der Entwicklung dieser Integralformel ent-

steht
dzIn" 1z
/ 1—z /
wenn die Integration von der Grenze z = 0 bis zur Grenze z = 1 erstreckt
wird. Weil ndmlich, nachdem dieses Gesetz bemerkt worden ist,

1 1 1
/zm_ldzlnz = —7"lnhz— 722’” =—-—
m m m

1 2 2- .
2" ldzIn?z = —2"In’z — = Z"lnz+ - 2" =4+ =
m m2 m m3

1-2-
/zm’ldzlng'z = —743
m

1-2-3-4
/WA@m%:+——?f
m

etc
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ist, wird im Allgemeinen

1:2:3---(n—1)
ml’l

i/zm’ldzln”_lz =

sein, wo das obere Zeichen ,+” gilt, wenn n eine ungerade Zahl ist, das untere
” aber, wenn n eine gerade Zahl ist. Deshalb liefert die Entwicklung der

Formel
=[5

diese Reihe unter dem selben Gesetz der Doppeldeutigkeit

1 1
1-2-3---(n—1)<1+ +3n+—|—etc>

sodass
dz 1

+1 .
O:l-2~3---(n—1)/(1—z)(lnz)

ist.

§21 Auf dhnliche Weise kann diese Reihe bis zu einem gewissen Term
unbestimmt summiert werden, wenn namlich

1 1 1 1
5_1+7+37+7+...+W
gesetzt wird, wird
+1 1-—2z"
S= z dz(lnz)" !

1-2.3---(n=1)) 1-2

sein, welche Formel mit der Wahrheit vertrédglich ist, ob m eine ganze Zahl ist
oder eine gebrochene; daher ist, weil

+1 z"dz (nz)"! = 1 n 1 n 1 et
1-2--(n—=1)J) 1-z C(m+1)r T (m42)" T (m+3)"
ist, klar, dass
1 1 1 1
S=0- — — — — etc.

(m+1)" (m+2)" (m+3)" (m+4)"
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Deshalb, weil fiir m = 1 genommen

i+ ! + ! +etc—2—n+z+g+g+etc—(2”—l)0
m" - (m+1)" " (m+2)" 1 3t 517 N

ist, finden wir daher
S=0-(2"-1)0+2"=2"—-(2"-2)0O,

woher die interpolierten Werte von S sich so verhalten werden:

wenn gilt: wird sein
m=20 0
1 n n
mzi 2—(2 —2)O
m=1 1
1 21
=1- 2" — — (2" =2)O
m=1z +a )
_ 1
1 L2 28 ,
m—2§ 2—1—37—1-57—(2 —2)O
1 1
_ 1 a2 2r 2 "
etc etc

Wenn zu den einzelnen Termen (2" — 2)O hinzuaddiert werden und diese
dann durch 2" geteilt werden, wird man die Interpolation dieser Reihe haben
1 1 1 1 1 1
1, 1—|—37, 1+ﬁ+57, 1+37+57+%, etc
§22 Weil die Summe der unendlichen Reihe O durch die Quadratur des

Kreises oder durch den Buchstaben 7t gekennzeichnet ist, sooft n eine gerade
Zahl war, verdienen die Reduktionen der folgenden Integralformeln auf die
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Quadratur des Kreises bemerkt zu werden:

0
/ 1d_ZZ Inz = —1An? = —22—32l7t2
2
1dzz(lnz)3 =-1.-2-3.Bn* = —42—5%714
4
1d_zz(lnz)5 — 1.2...5.Cr® = —%@ﬁ
26
1d_zz(lnz)7 =-1.2.--7-Dr® = _W@ﬂs
d 28
1_Zz(lnz)9— 1-2---9-En® = e
etc

Und daher ist das umso mehr zu bewundern, weil sich keine dieser Formeln

dz 2 dz 4 / dz 6
/1_Z(lnz), /1 (Inz)®, 7 (Inz)®, etc

—Z

auf keine Weise auf irgendeine bekannte Quadratur zuriickfiihren l4sst, ob-
wohl dennoch aus dieser Ordnung die erste Formel [ %(ln z)? natiirlich
durch Logarithmen absolviert wird.

§23 Wir wollen nun in §9 m anstelle von x schreiben und die dort gegebene
Gleichung mit —1-2- - - (n — 1)m" multiplizieren, dass wir diese Summation
erhalten

1-2.--mA 1.2.--(n+2)B 1-2.--(n+4)C 1-2---(n+6)D
2m 23113 25 .S 27 .7
1 m
(n—1)(Om m" + 5T 1)
Auf dhnliche Weise aber, die wir oben (§19) benutzt haben, werden wir,
indem a = ;.- gesetzt wird, die Summe derselben Reihe durch die folgende

Integralformel ausgedriickt finden:

+ etc

1 14 e ¥
- Yy lqy——  1.2...(n—
2/6 y dyl—e*y‘m 1-2---(n—2)m,

sodass

1 1+e y: 1
- y,m—1 —_1.9... o n__ n
2/6 Y dyi1 T =1-2 (n—1) <Om Sm +>
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ist, und wegen

1+e¥m 2
1 — e—ym =-1+ 1 —e—ym
wird
e vy ldy

T oy =1-2---(n—=1)m"(0O-9)

sein, welche Integralformel, indem man

e Y =1z

setzt, auf die, die wir gerade behandelt haben, zurtickgefiihrt wird, natiirlich

dz
1—2z

(Inz)" 1,

wenn freilich ihr Integral von der Grenze z = 1 bis hin zur Grenze z = 0
erstreckt wird.

FALL 4, IN WELCHEM 1 = 1 IST

§24 Dieser Fall erfordert eine spezielle Betrachtung, weil die Summe der
Reihe

UL R
2 T3t yTEe
unendlich ist; es sei daher unbestimmt
1 1 1 1
T T N Nl
S + 5 + 3 + 1 + + o

und weil f Xdx = Inx wegen X = % ist, werden wir diese Summation
—1.A+1'2'3'B—1'2".5'C+1”“7'D—etc—S—lnx—i—O
2x2 23 . x4 25 . x6 27 . x8 N 2x
haben oder, indem man mit —x multipliziert
E_1'2'3'B 1-2---5-C_1~2-~7-D
2x 23 . x3 25. x5 27 . x7
wo die Konstante O aus einem per se bekannten Fall bestimmt werden muss.
Wenn z.B. x = 1 genommen wird, wird wegen S =1 und Inx =0
1_1-A_1-2-3-B 1-2~-5-C_1-2~--7-D

R t
O > > 3 + % 7 + etc

1
+etc = (O—S)x—i—i—i—xlnx,

24



sein. Damit aber dieser Wert O leichter erhalten wird, setze man x = 10, und

weil

<O—1—1—;—1—-~ 1).10+;+101n10

4 10

2
1A 1-2:3.B,1.2.::5.C 1:2:::7-D

20 203 20° 207

+ etc

wird, findet man daher den Wert von O durch eine sehr stark konvergierende

Reihe
O = 0,5772156649015329,

welche Zahl umso groflerer Aufmerksamkeit wiirdig erscheint, weil ich sie,
nachdem ich einst in die Untersuchung viel Eifer investiert habe, auf keine
Weise auf eine bekannte Art an GrofSen zuriickfithren konnte. Nach ihrem
Fund allerdings wird die Summe der bis zu welchem Term auch immer

fortgesetzten Reihe leicht angegeben, weil

1+1+1+1+ +1
2 3 4 X
1 1-A 1-2-3-B 1-2---5.C
=0O+Inx+ — —

1.2...7.D

2x 2x'2+ 2B.xt 25.46

ist.

27 . 18

—etc

§25 Weil aber, nachdem der Buchstabe m anstelle von x geschrieben wurde,

die Summe der Reihe

1-A 1-2-3-B 1-2---5.C 1-2---7-

om 23 .8 25 . 5 - 27 .7

welche gerade als gleich
1
(O—-S)ym+ E—kmlnm

hervorging, wahrend
=1+ 1 + E 4+t 1
N 2 3 m
wird, auch aus dieser Reihe

1 1+e 2 1
Aay — Ba’y® + Ca’y° — Da’y” +etc = re
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bestimmt werden kann, wollen wir diese Operation benutzen. Wir wollen
natiirlich mit e”Ydy multiplizieren und das Integral von der Grenze y = 0 bis
hin zu y = oo erstrecken, und weil im Allgemeinen

ist, werden wir

1Aa—1-2-3-Ba®+1-2---5Ca® —1-2---7-Da’ + etc

1 eydy e Ydy
__E_i/ /1 e=2y

erhalten. Daher wird fiir a = ﬁ gesetzt

1
(O — S)m—|— +mlnm = ———m/—dy /mdy
sein und daher wird fiir m = 1 gesetzt

e Y e Y
O——/ydy+/1_€_ydy

werden, sodass die Zahl O, die wir suchen, eine doppelte transzendente Grofle
involviert.

§26 Wir wollen daher diese Formeln mithilfe der Substitution e/ = z
transformieren und es wird, indem man die Integrale von der Grenze z = 1
bis hin zu z = 0 erstreckt,

0= _ dz dz __/dz(l—z+lnz)

Inz J1-—z (1-2)Inz

werden. Oder wir wollen 1 — z = v setzen, dass die Integrale von der Grenze
v = 0 bis hin zu v = 1 erstreckt werden miissen, und es wird

do v+1In(1-0)
0= /ln 1—-0) / / vlin ( 1—v oin(—o)
hervorgehen. Aber die grofite Schwierigkeit besteht hier darin, dass jeder Teil

von beiden getrennt entwickelt eine unendlich grofse Zahl liefert, welche zwei
Unendlichkeiten sich aber notwendigerweise gegenseitig so autheben miissen,
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dass man fiir O jenen endlichen oben angegebenen Wert erhilt. Nachdem
aber die erste Form beibehalten wurde, wollen wir die Integrale auf gewohnte
Weise von der Grenze z = 0 bishinzuz =1 erstrecken, sodass

0= /lnz 1—z

ist, und weil, wihrend i eine unendliche Zahl bezeichnet,

Inz =i(z" —1)

dz
0= /1 /1—211

sein. Wir wollen gleich z = u' setzen, sodass

ist, wird

O—i wi—ldu _ uldu
- 1—ul 1—u
wird, die Entwicklung welcher Formel
. 1 .. 1 ..
0= u' + Euzz + §u3l +etc
1, 1 in 1 1 i 1 3 I i
it i 2" T 211 3" T 3it1” ete

liefert und, indem man, wie es sein muss, u = 1 setzt, wird

1 1 1 1

i+1 i+2 2i —1
1 1 1 1 1
+z—<zl-+zi+1+zi+z+"'+3i_1>
1 /1 1 1 1
+3—<3ﬁ3i+1+3i+z+“'+4i_1>
etc

wo zu bemerken ist, dass die erste dieser harmonischen Progressionen

1 1 + 1 T 1
i+1 i+2 2i—1

wegen der unendlichen Zahl i In2 ausdriickt, die zweite In %, die dritte ln%
etc, sodass man durch eine hinreichend einfache und regelméfiige Reihe

1 3 1 4 1 5 1 6
O—1—ln2—|—§—ln§+§—ln§+zl—ln1+g—lng+etc

hat.
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§27 Dieselbe Reihe hitte sich sofort aus der ersten Form berechnen lassen;
wenn ndmlich dort (§24) x = oo gesetzt wird, wird O = S — Inx — O, sodass

1 1 1 1
S T P |
O=1+ ytgtgt -+ —Inx
ist; weil aber die Reihe 1+ 1+ 1+ 1 +---+ 1 genauso wie Inx einen un-
endlichen Wert hat, sollte, damit leichter die letzte von der ersten abgezogen
werden kann, In x in so viele Teile geteilt werden, wie die erste Reihe Terme
hat, was nattirlich auf diese Weise passiert

2 3 4
lnx—lni+ln§+ln§+ —Hn 1

woher die gefundene Reihe gebildet wird. Diese Re1he kann nun auf viele
Arten in andere Formen gebracht werden, aus welchen sich der Wert der Zahl
O zumindest leicht ndherungsweise berechnen lassen wird. Zuerst namlich,
weil

1 n+1 1 1 1

S| e T
n n n 2n2 313 ' 4nt b

+ etc

ist, werden wir

1 1
O—(1+ + 5t 5 +etc> <1+ + 33 +43+etc)

1 1
+ 1+24+ + L +etc

. 1
+ = + 5+ 5 et

1

+6<1+ + + - +etc

etc

)34
)3 debedoed

haben. Darauf, wegen

1 —1In " :L+i+i+i+5 + etc
n—1 n—1 2n?2  3n%  4n*  5n5  6nd ’
wird auch
O—1<1+1+1+etc>+2<1+1—l—l—i-etc)
2 32 42 3 33 43
371 1 1 4 /1 1 1
+4<24+34+44+ >+5(25+35+45+etc>
571 1 1 6
+6< +36+ +etc>+7< —|—37+ —I—etc)
etc
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sein.

§28 Man betrachte zuerst die ersten Teile dieser letzten Form, die aus gera-
den Potenzen bestehen; diese werden sich nach der oben angewandten Art
ausgedriickt so verhalten:

1
E(Anz —1)+ Z(Bn‘L —1)+ g(Cn6 —1) +etc.

Man betrachte also diese Reihe
P=(An* —1)x* + (Br* — 1)x* 4 (C® — 1)x® 4 etc
und es wird aus §7

P—l—lnxcotnx— X
2 2 1—xx

sein, deren Wert im Fall x = 1 gefunden wird, indem man x = 1 — w setzt,
wihrend w verschwindet; dann aber entsteht
1 n(l-—w)cosnmw 1-—2w+ww

P==z
2" 2sin Tw w(2 —w)

oder
P—l—l—l_w— 1-2w _1+L_§
20 2w wR-w) 2 2wR-w) 4

sodass, was ganz und gar bemerkenswert scheint,

A7r2—1~|—B7r4—1+C716—1+D718—1+etc:Z

ist. Darauf aber finden wir durch Integration

de . 1 2 1 4 4 1 6 6
— = E(A7'( 1)xx—|—1(B7r 1)x +6(C7T 1)x° + etc
und daher
Pdx 1 1 . 1 1
—~ = Elnx— Elnsmnx%—iln(l—xx)—kilnn
oder Pd 1 1 .
x sin 7tx
— =-In(1—xx)— =1 :
» > n(1— xx) FIn——
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Man setze nun wiederum x = 1 — w und es wird

de 1 sin 7Tw 1
In2 In—n T Zn2
2n Ty A —w) 2"

werden, sodass

%(Amr —1)+ %(Bn4 -1)+ %(Cn6 —1)+etc= %an
ist; nachdem diese Reihe aber von der oberen abgezogen worden ist, bleibt
%(Amr -1)+ Z(BTLA —-1)+ Z(Cﬂ6 —1)+etc= Z - %an
tibrig, sodass
O = Z—%ln2+§ (213 +%+413 +etc>
+4(1 PRI +etc>
5\25 35 45
+6<1 SRR +etc>
7\27 3 47
+ etc

ist.

§29 Weil also die Zahl O aus 2 Teilen besteht, deren erste

Z — %an = 0,403426409720073

ist, die Zahl aber selbst O = 0,5772156649015328, wird der andere Teil gleich
0,1737892551815055 sein; wenn also auf dhnliche Weise der andere Teil auf
Logarithmen oder die Quadrate des Kreises zuriickgefiihrt werden konnte,
konnte man weiter bei dieser Aufgabe nichts wiinschen. Dieser andere Teil
aber kann wegen

2 3

4
32 —|—5z + z+et

c—Z/ zzdz  z _llnl—i—z
1—222_1—22 27 1—z

durch die folgende Form beschafft werden

E 1—|-l—lr1§ —f—l 1-i-l—lné —|—1 1—1-1—11&§ + etc
2 3 1 2\2 4 2 2\3 5 3 ’
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welche aber, wiahrend 7 eine unendliche Zahl bezeichnet, von selbst auf diesen
Ausdruck zuriickgefiihrt wird

1 1 1 .3 1
1+§+§+...+;_1n1—1+§ln2,

sodass man daher nichts Neues findet, weil nach Hinzufiigen des ersten Teils

2 — 11n2, wie per se feststeht,

1 1 1 )

entsteht. Es bleibt also eine Frage von grofier Bedeutung, von welcher Art
diese Zahl O ist und zu welchem Geschlecht an GrofSen sie zu zdhlen ist.

WENN DER ALLGEMEINE TERM X = In x IST

§30 Hier wird also
/ Xdx =xInx —x

sein und wegen
ax 1
dx  «x
wird weiter
&#PX 1.2 &X 1-2-3-4 d’X 1-2---6
dxd 87 dxd x5 A X

etc

werden. Daher werden wir, wenn wir unbestimmt
S=Inl+In2+mn3+mn4+---+Inx

setzen, diese Summation haben

A 1:2:B,1.2:3:4.C_1-2--6-D

1
+etc = S—Elnx—xlnx—kx—O,

welche Konstante so beschaffen sein muss, dass sie einen Wert von x gentigt.
Esseialsox =1, und weil S =1In1 = 0 ist, wird
A 1-2-B n 1.2.3-4.C 1-2-6-D

—0+1=2%—
=TT 25 27

+ etc
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sein. Weil daher

1 14e 2w 1
3.3 5.5 7,7 —
Aﬂy—Bﬂy +Cay_Day +etC—§m—@

ist, wollen wir wegen
/efyyndn = 12n

mit e Y % multiplizieren und die Integration wird

1 1—1—6*2@ dy 1 [e™V
3 5 _
Aa—1-2.Ba®+1-2-3-4-Ca —etc-i/e m y—m/

_ / _eddy / e? / e Ydy
(1—e2w) 2 - 2a vy
liefern, nachdem diese Integrale von der Grenze y = 0 bis y = oo erstreckt
worden sind.

§31 Wir wollen nun a = ;- setzen und werden die Gleichung erhalten

-y -y -y
—O+S+x—1lnx—xlnx:/6d_y, 1re dy x/edy’
2 y(l—evr) 2/ y vy

in welchen Integrationen die Grofie x als eine Konstante betrachtet werden
muss. Daher wird fiir x = 1 genommen

B e Ydy 1 re ydy e Ydy
O+1_/y(1—e—y) /

werden und weil ja

_ / e¥dy _ eV / e Ydy
vy y y

- e Ydy eydy e
_O+1_/y1—ey 2/ vy 0

sein. Wenn man hier e ¥ = z setzt und die Integrale von der Grenze z = 0 bis
hin zu z = 1 erstreckt, wird man

O04+1— 1 [ dz / dz _/ dz
2) Inz (1—z)Inz (Inz)2

ist, wird
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finden, aber in der Tat kann man daher die Natur dieser Zahl O nicht erkennen,
obwohl trotzdem anderswoher bekannt ist, dass sie gleich 1 In27 ist und so
teils durch Logarithmen, teils durch die Peripherie des Kreises 7t bestimmt
wird. Wie man also diesen Wert findet, wird der Miihe Wert sein, griindlicher
betrachtet zu haben.

§32 Weil ja von Wallis diese Gleichung gefunden worden ist
mw_2-2 4-4 6:6 8-83 10-10
2 13 355779 9-11

wird durch Logarithmen

- etc,

%lng =In2-In3+n4d—-—In5+n6—-In7+1In8 —1n9 + etc

sein oder auf diese Weise durch eine zweifache Reihe

1 1
E1n§ =In2+In4+In6+In8+n10+In12+etc+In2x + 5 In2(x + 1)

—In3—In5—In7—-In9—1In11—-1n13 —etc —In (2x + 1),

wenn nattirlich jede der beiden Reihen zwar ins Unendliche, aber dennoch die
gleiche Anzahl an Termen fortgesetzt wird oder jedem der beiden x derselbe
Wert zugeteilt wird; diese doppelte Reihe kann auch auf diese Weise beschafft
werden:

élng =In2+In4+In6+In8+---+1In2x — %ln2x
—In1-In3—In5—-In7—---—In(2x —1).
Aber aus unserer Reihe selbst haben wird fiir ein unendliche genommenes x
In14+In2+mn3+n4+---4+Inx=0—x+ <x—|—;> In x,
woher, wenn xIn2 oder zu einem beliebigen Term In 2 hinzuaddiert wird,
In2+n4+mn6+8+---+IN2x=0—-x+xIn2+ (x+;> Inx

wird. Darauf geht, wenn wir dort 2x anstelle von x schreiben

In1+In2+In3+Ind+-- +In2x =0 —2x+ <2x+;> In2+ <2x+§> Inx
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hervor; wenn von dieser jene abgezogen wird, bleibt
In14+In3+In5+---+In(2x—1) = —x + (x+ ;) In2+xInx

ibrig; wenn diese Summe in jener Form anstelle der beiden Reihen eingesetzt
wird, wird diese Gleichung entstehen

1. © 1
§m§+§mm
:O—x+xln2+(x+;>lnx+x—<x+;>ln2—xlnx
1 1
—O—§1n2+§1nx,
woher man
1, = 1 1 1 1

folgert, oder
O = 0,9189385332046727417803297.

§33 Weil also O = %ln 27, folgern wir daher allerdings, dass

1 dz_/ dz —/ dz —1—11n27r
2) Inz (1-2z)Inz (Inz)2 = 2

sein wird und so ist klar, dass diese drei Integrationen, wenn sie natiirlich von
der Grenze z = 0 bis hin zur Grenze z = 1 erstreckt werden, auf die Grofde
In 27t fithren; wie das durch die Rechnung gezeigt werden kann, ist nicht klar,
woher diese Untersuchung umso groflerer Aufmerksamkeit wiirdig scheint.
Man durchschaut freilich leicht, dass

_/dz_z_dz
(Inz)2  Inz Inz

ist, sodass

ZJﬂi/<tﬂ_mm
Inz 2/ Inz (1-z)lnz =~ 2
ist. Wir gewinnen auch wenig, indem wir z = v/ und Inz = —i(1 — v) setzen,

wihrend i eine unendliche Zahl wird; wir folgern aber diese Gleichung

=1- 1111271,

—o 1 ;o 1do / v 1do
(1—20)(1—0) 2

i(l—v)+§ 1—o =
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welche Integrale in gleicher Weise von v = 0 bis v = 1 erstreckt werden
miissen.

§34 Die Entwicklung dieser Integralformeln liefert nichts anderes, aufier
was sofort aus der ersten Gleichung gefolgert werden kann, indem man eine
unendliche Zahl x nimmt; weil nimlich dann die Reihe, die die Buchstaben
A, B, C, D, etc umfasst, verschwindet, werden wir

0= %ln27t:1n1+1n2+1n3+---+1nx— (x+%)1nx+x
haben, wo, weil die Reihe

Inl4+mn2+---+Inx

aus x Termen besteht, ein beliebiger der iibrigen Teile (x + 1) Inx und x in
eine Reihe genauso vieler Terme verwandelt wird. Und der erste, x, liefert
freilich so viele der Einheit gleiche Terme, der erste, (x + %) In x, aber wird
auf folgende Weise entwickelt:

%1n27r: Inl + In2 + In3 + .-+ + In(x—1) + Inx
+ 1 +1 + 1 + - + 1 + 1
— 32mInl- 3ml2- ZIn3— -+ — (x—3HhE+1)— (x+3)Inx
+ 3Inl+ 32+ - + (x—=3)In(x—-2)+ (x—3)In(x—1)

woher man diese hinreichend gefillige Reihe berechnet

1 3.2 5.3 7.4 9.5
21n27r—1—<21n1—1>—<Zln2—1)—<21n3—1>—<21n4—1>—etc,

welche angenehmer in dieser Form ausgedriickt wird

1 3.2 5 3 7 4 9 5
1— EIDZTL': Elni —1+§ln§ —1+§ln§ —1+§lni — 1+ etc.

Der allgemeine Term dieser Reihe ist

x, x+1

2 In x—1 L
der in diese Reihe entwickelt wird

1 1 1 1
32 T 54 + 726 + 98 + etc,
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woraus wir durch unendliche Reihen
1 1

1—1111271— + + + ! + et
2 T 3.3 5.3 "7.3 "g.3 &€
PSR SIS S I S
3.52 " 5.50 7.5 9.5 @ °°C
PSS S I S
3.72 " 5.4 776 T g 8 T EC
FISEE S SR I S

3.92 " 5.98 " 7.96 " 9.98

+ etc

haben werden, wo, weil die Reihen der um den ersten Term gekiirzten rezi-
proken Potenzen auftauchen,

1 1/22-1 1/2%—-1
1—21n27T:< A7r2—1>—|—< B7'c4—1)

3 22 5 24
+; <262; 1C7r6 — 1> + etc
sein wird; oben aber hatten wir
1—11n27r:é— 1-2-B+1-2-3-4-C_ 1-2---6-D+etC
2 2 23 25 27
gefunden.

§35 Relationen solcher Art verdienen umso grofiere Aufmerksambkeit, je
geheimnisvoller sie sind, woher es der Mithe Wert sein wird, die gerade
gefundene Reihe sorgféltiger zu entwickeln. Zu diesem Ziel mochte ich diese
in einer allgemeineren Form umfassen, in dem ich

1 1 1 1
P = §A7t21/12 + an4u4 + §C7t6u6 + §D7t8u8 + etc
0- 1A7I2u2 N 1B7T4u4 N 1C7r6u6 N 1D7r8u8 + ete
3 22 5 24 7 26 9 28
1 1 1 1 1 1+u
Rt e be s o1y _
T hp g et =0 Ny

1

setze, dass fiiru =1 gesetzt

1—%ln2n:P—Q—R
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ist. Um die Werte der Buchstaben P und Q zu bestimmen, nehme ich die oben
in §6 gegebene Gleichung

1 1
Ax? + Bx* + Cx® + Da® 4+ etc = = — Zxcotx,

2 2

woher durch Integration

le + 1Bx + 1Cx +etc = fx — /xdxcosx

3 5 sin x
wird, daher

1 1 1 1 1 [ xdxcosx

Ax S / xdxcosx

3 X +SBx +7Cx + etc = > oy .
Daher folgern wir, nachdem zuerst x = 7u, dann aber x = 75* gesetzt wurde

P—l— 1 /nnuducosnu_l_n udu cos Tu
2 2nu sin 7tu 2 2 sin 7tu

wegen u =1,

1 1

1 rertudu cos 5 7tu 1 7w [uducosymu

Q_i_ﬁ 4sin%7ru T2 4 sin%nu
und wegen
. .1 1 ,1 !
sin7tu = 2sin —wucos =7ty und  cos TU = COS” = TU — SiN“=7TU
2 2 2 2
wird
P_Q— /udu cos? A tu — cos? S rtu + sin® 1tu) _ n/udusin%nu
4 sin 2 7tu cos 3 tu 4 cos 37tu
werden, sodass
1 udusinimu 1. 1
1—=-In2nr=— /72 ~In —|—u+1
2 4 cosznu 2 1—u
ist oder
1 L1
—studu sin 5 7Tu 1 1 1
1n27t:/ 2 1 2 +In +u:ln +M-l—ulncos—nu
COS » 7TU 1—u 1—u 2
1
—/dulncos Eﬂu,

wenn nattirlich nach Ausfithrung der Integration u = 1 gesetzt wird.
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§36 Wir wollen nun den Winkel %nu = @ oder u = 27"’ setzen, dass das
Integral von der Grenze ¢ = 0 bis hin zu ¢ = 7 = 90° erstreckt werden muss,
und die vorhergehende Gleichung wird tibergehen in diese Form

In27t =1In

7T+§q0 +1ncosg0—i/dq)lncosq),

oder wegen ¢ = 7

In27 = In27 — In 29 _2 /dcplncos Q,
cos ¢ T
wo der Bruch
T—2¢
cos ¢
im Fall ¢ = % tibergeht in
2
- =2,
sin ¢
sodass 5
In27r =In2mr —1In2 — P /dgolncosgo
ist oder
wln2
/dgolncosq) =

Wenn also gezeigt werden konnte, dass der Wert der Integralformel [ d¢Incos ¢,
die von der Grenze ¢ = 0 bis hin zu ¢ = 90° = 7 erstreckt wurde, in der
Tat —% gleich wird, wiirden wir durch ein ganz und gar anderen Weg das
erreichen, was wir vorher durch Umwege durch den Wert des Buchstaben
0= % In 27t gefolgert haben. Weil wir ja aber nun tiber den Wert schon sicher
sind, haben wir dieses ausgezeichnete Theorem geschlossen, dass das vom
Wert ¢ = 0 bis hin zu ¢ = 7 = 90° erstreckte Integral

In2
/d(plncosq): _nzn

ist, oder wenn wir cos ¢ = v setzen, dass die Integrationsgrenzen v = 1 und
v = 0 sind, ist zu zeigen, dass

dvinv  mln2
Vi—w 2
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sein wird, woher, nachdem dieses Integral in eine Reihe entwickelt worden

ist,
mln?2 14 1 n 1-3 4 1-3-5 . 1-3-5-7
2 2-32 2.4.52 2.4-6-72 2.4.-6-8-92

sein wird, welche Reihe allerdings auf
/ ds .
— arcsins
S

zuriickgefiihrt wird, indem nach der Integration s = 1 gesetzt wird; aber diese
weiter fiir s = sin ¢ gesetzt auf diese

+ etc

d In2
q)s(fnccq)oscp = g@lnsing — /dq)lnsinqo = 7'(211

oder no

/d(plnsinq) = _7r2n ,
die mit der oberen iibereinstimmt.
§37 Dass aber

. miln2

/d(plnsmqo =

ist, zeigt man auf diese Weise: Weil
‘;‘i’s;’: = 25in2¢ + 2sin 4 + 25in 6@ + 2sin 8¢ + etc

ist, wird
. 1 1 1
Insin ¢ = —cos2¢ — 5 cosdp — 3 cos 6 — 1 cos 8¢ —etc —In2

sein, also
/d(plnsinq) = —@ln2— %sian) - ﬁsirﬂq) - ﬁsin&p
1
— msm&p—etc;

und schon wird fiir ¢ = 7 gesetzt

/d(plnsinq) = —gan.
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