KAPITEL 2
UBER DIE VARIATION ZWEI VARIABLEN
INVOLVIERENDER DIFFERENTIALFORMELN

Leonhard Euler

THEOREM 1

§37  Die Variation eines Differentials ist immer gleich dem Differential der Variation
oder es ist 6dV = déV, was fiir eine Grofe auch immer V war, die, withrend sie
durch die Differentiale wiichst, auch eine Variation erhilt.

BEWEIS

Die variable Grofle V kann als Ordinate einer gewissen Kurve betrachtet wer-
den, die bei ihren Differentialen durch die selbe Kurve hindurch fortschreitet,
in ihren Variationen hingegen auf eine andere jener sehr nahe Kurve tiber-
springt. Wahrend sie aber zum néachsten Punkt derselben Kurve vorwérts
bewegt wird, wird ihr Wert gleich V 4 dV, der gleich V' sei, und daher ist
dann dV = V'’ — V; aber aus der Variation von dV, das heifst 6dV, wird
gleich 8V’ — 8V sein. Aber 6V’ ist der nichste Wert, in welchen §V um sein
Differential vermehrt tibergeht, sodass 8V’ = 8V + doV oder V' — 8V = doV
ist, woher ersichtlich ist, dass 6dV = ddV sein wird oder die Variation des Dif-
ferentials gleich dem Differential der Variation ist, genauso wie das Theorem
versichert.



KOROLLAR 1

§38 Daher wird die Variation des zweiten Differentials ddV so bestimmt,
dass gilt
dddV =ds.dV,

aber weil 8dV = ddV ist, wird Gleichheit zwischen diesen Formeln bestehen

8ddV = dédV = ddsV.

KOROLLAR 2

§39 Auf die gleiche Weise wird fiir die Differentiale dritter Ordnung gelten
5d’V = ddddV = ddsdV = d*sV,

und fir Differentiale vierter Ordnung wird sich die Variation so verhalten,
dass gilt
5d*V = dsd’V = ddsddV = d*sdV = d*sV,

und auf die gleiche Weise fiir hohere Grade.

KOROLLAR 3

§40 Wenn also die Variation eines Differentials irgendeines Grades verlangt
wird, kann das Zeichen der Variation 6, wo auch immer es beliebt, zwischen
die Differentiationszeichen d eingefiigt werden; aber an die letzte Stelle gesetzt
zeigt es auf, dass die Variation des Differentials eines gewissen Grades gleich
dem Differential desselben Grades der Variation selbst ist.

KOROLLAR 4

§41 Weil also 8d"V = d"8V ist, wird die Sache immer darauf zuriickgefiihrt,
das Differentiale jeden Grades der Variation der Grofie V oder von 6V genom-
men werden konnen, und in dieser besonderen Reduktion ist das Vermogen
dieses neuen Kalkiils festzulegen.



BEMERKUNG 1

§42 Die Kraft dieses Beweises besteht hauptsichlich darin, dass 5V in 6V’
tibergeht, wenn V' um sein Differential wéchst, was freilich aus der Natur der
Differentiale per se klar ist; dennoch wird es wiederum forderlich sein, es
durch die Geometrie illustriert zu haben. Fiir irgendeine Kurve EF (Fig. 3)
seien die Koordinaten AX = x und XY = y; wenn wir auf dieser durch das un-
endlich kleine Intervall YY’ hindurch fortschreiten, wird in den Differentialen
gelten
AX'=x+dx und XY =y+dy

und daher
dx = AX'— AX und dy= XY —XY.

F1G. 3

Nun wollen wir uns eine andere jener sehr nahe Kurve ef vorstellen, deren
Punkte y und y’ mit den Punkten Y und Y’ jener verglichen werden, zu
welchen deshalb durch die Variationen der Ubergang entstehe, und, nachdem
auf die gleiche Weise Koordinaten genommen wurden, wird sein

Ax=x4+06x und xy=y+dy

und
dx = Ax — AX und &y = xy — XY;



dann wird aber sein
Ax' =x+dx+8(x+dx) und Xy =y+dy+5(y+dy),

sofern wir von Punkt Y’ durch die Variation zum Punkt y/ hertiber springen.
Aber zu demselben Punkt y' gelangen wird auch vom Punkt y aus durch
Differentiation, woher dann berechnet wird

Ax' = x+0x+d(x+8x) und Xy =y+dy+d(y+ dy).

Nachdem diese Werte mit jenen zusammengebracht worden sind, geht her-
vor
x +dx +dx + ddx = x + dx + dx + dox

und
y+dy + 8y + ddy = y + dy + dy + ddy,

woher natiirlich folgt, dass gelten wird
ddx = ddx und ody = doy.

Wenn wir dies aufmerksamer betrachten, erfahren wir, dass das Prinzip, auf
welches der Beweis gestiitzt ist, darauf zurtickgeht, dass, wenn die variable
Grofle zuerst durch Differentiation, darauf aber durch eine Variation vorwérts
getragen wird, dasselbe hervorgeht, als wenn sie in umgekehrter Reihenfolge
zuerst durch eine Variation, dann aber durch eine Differentiation vorwarts
bewegt werden wiirde. Wie beispielsweise in der Figur vom Punkt Y aus zuerst
durch Differentiation zu Y’ gelangt wird, von da aus aber durch Variation
zu y'; aber in umgekehrter Reihenfolge wird zuerst vom Punkt Y aus durch
Variation zu y gelangt, von da aus aber durch Differentiation zum Punkt y/,
dasselbe wie zuvor.

BEMERKUNG 2

§43 Dieses Theorem erstreckt sich sehr weit; denn es ist ndmlich nicht auf
den Fall von zwei nur Variablen beschrinkt, sondern ist auch mit der Wahrheit
vertraglich, wie viele Variablen auch immer in die Rechnung eingehen, weil
ja im Beweis allein jener einen Variable, deren Differential wie eine Variation
betrachtet wird, Rechnung getragen wird, ohne jegliche Beachtung der tibrigen
Variablen. Damit aber hier jeglichem Zweifel kein Platz eingerdaumt wird,



wollen wir irgendeine Oberflache betrachten, von welcher ein gewisser Punkt
Z (Fig. 4) durch die drei Koordinaten AX = x, XY = y und YZ = z bestimmt
wird; wenn wir von diesem aus zu einem anderen sehr nahen Punkt Z’ in
derselben Oberfliache fortschreiten, werden diese Grofien um ihre Differentiale
anwachsen. Dann aber wollen wir eine andere sehr nahe Oberfliche auffassen,
deren Punkte z und z’ mit jenen Z und Z’ verglichen werden, was durch eine
Variation geschieht. Nach Festlegen von diesen ist klar, dass auf zweifache
Weise zum Punkt z’ gelangt werden kann, auf die eine durch die Variation
vom Punkt Z’ aus, auf die andere durch das Differential vom Punkt z aus,
und so ist evident, dass gelten wird

Ax = AX'+8.AX" = Ax+d.Ax,
Xy = XY +8.XY =xy+duy,
vz =Y'Z'+8Y'Z =yz+dyz,

was auch tiber alle anderen auf diese Punkte zu beziehenden variablen Grofien
gilt.
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Daher folgt aber ganz klar ersichtlich, dass gelten wird

ddx = ddx, ody =ddy, o&dz = doz.



BEMERKUNG 3

§44 Es ist vollkommen bemerkenswert, dass im Fall Differentiale hoherer
Ordnung das Variationszeichen & nach Belieben zwischen den Differentiations-
zeichen d geschrieben werden kann, und daher lasst sich einsehen, dass diese
Vertauschbarkeit auch Geltung haben wird, auch wenn das Variationszeichen
b genauso wie das Differentiationszeichen d einige Male wiederholt wird,
was vielleicht bei anderen Betrachtungen von Nutzen sein kdnnte. Aber beim
gegenwartigen Unterfangen kann die Wiederholung des Variationszeichen 6
in keiner Weise auftreten, weil wir ja eine Linie oder Oberflache nur mit einer
einzigen anderen ihr sehr nahen vergleichen; auch wenn diese ndmlich sehr
allgemein betrachtet werden, dass sie alle moglichen ebenso sehr nahen in sich
umfasst, wird sie dennoch wie eine einzige betrachtet und nicht, nachdem
wir von der anfanglichen zur sehr nahen hiniibergesprungen sind, ein neuer
Ubergang gestattet. Daher werden also Betrachtungen solcher Art, in welchen
Variationen von Variationen zu suchen wiren, ganz und gar ausgeschlossen.
Umgekehrt aber miissen Differentiale jeder Ordnung von Variationen hier
zugelassen werden, und weil in Differentialformeln, die freilich eine endliche
Bedeutung haben, nur das Verhiltnis der Differentiale betrachtet wird, die,
wenn die zwei Variablen x und y sind, mit Festlegungen dieser Art

dy = pdx, dp =gdx, dg=rdx etc

auf endliche Formen zuriickgefiihrt zu werden pflegen, ist es hauptséachlich
von Noten, dass die Variationen dieser Grofsen p, g, r etc. angegeben werden.

PROBLEM 1

§45 Nachdem von den zwei Variablen x und y die Variationen ox und 0y gegeben
wurden, die Variation der Differentialformel p = % zu bestimmen.

LOSUNG

Weil 6dy = ddy und ddx = dox ist, wird die gesuchte Variation dp durch
die bekannten Differentiationsregeln gefunden, solange anstelle des Diffe-
rentiationszeichen d das Variationszeichen & geschrieben wird; weil daher



entspringt

_ dxddy — dyddx

B dx? ’

wird durch die zuvor bewiesene Umwandlung sein

_ dxddy — dxdbéx

B dx? ’

weil dort dx und 8y die Variationen von x und y sind und daher 6x + déx

und dy + ddy die Variationen von x + dx und y + dy, ist zu bemerken, dass
gelten wird, wie wir schon bemerkt haben [§37],

op

op

déx = 8(x +dx) —6x und ddy = 5(y+dy)— dy.

Dasselbe wird aus den ersten Prinzipien gefunden; weil namlich p + dp der
variierte Wert von p ist und er hervorgeht, wenn anstelle von x und y deren
variierten Werte, die x + 6x und y + dy sind, eingesetzt werden, wird gelten

d(y+6y)  dy+ddy
d(x+6x) dx+dsx’

p+op =

woher wegen p = % wird

5 —5.%— dy+ddy dy _ dxddy — dyddx
P=% dx ~ drsdox dx dx? ’

weil im Nenner das Stiick dxdéx in Bezug auf dx? verschwindet.

KOROLLAR 1

§46 Wenn, wihrend wir durch die Differentiale hindurch fortschreiten, wir
die ununterbrochen vermehrten Variablen x und y durch x’, x”, x" etc., v/, v,
"

y'" etc. bezeichnen, dass gilt
xX=x+dx und ¥ =y+dy,
dann wird
déx = 8x' —8x und ddy = &y — &y
sein, und daher

S dy _ dx(8y' — dy) — dy(8x’ — dx)
P=® 4~ dx? '




KOROLLAR 2

§47 Weil ja die Variationen der beiden Variablen x und y in keinster Weise
voneinander abhédngen, sondern vollig unserem Belieben iiberlassen sind,
wird, wenn wir x keine Variationen zuteilen, sodass gilt

dx=0 und &x' =0,

sein 46 51/ 5
_ a0y oy — oy
op = dx  dx

KOROLLAR 3

§48 Wenn wir auflerdem der einen Variable y die Variation dy zuteilen,
dass &y’ = 0 ist, wird op = —% sein, welche Annahme keineswegs der
Natur widerstrebt, weil sich die sehr nahe Kurve so mit der anfanglichen
iibereinstimmend annehmen ldsst, dass sie nur in einem einzigen Punkt von
ihr abweicht.

BEMERKUNG

§49 Fiir gewohnlich pflegt bei der Losung isoperimetrischer und anderer sich
auf diese Art beziehender Probleme die variierte Kurve so iibereinstimmend
festgelegt zu werden, dass sie quasi nur in einem einzigen Element abweicht.
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Wenn so beispielsweise die Kurve EF (Fig. 5) ist, die sich einer gewissen
Eigenschaft des Maximums oder Minimums erfreut, pflegt ein einziger Punkt
Y zu einem sehr nahen Ort y bewegt zu werden, dass die variierte Kurve
EMyY'F nur im sehr kleinen Intervall MY’ von der gesuchten abweicht, sodass
nach Setzen von AX = x und XY = y fiir die variierte Kurve gilt

Ax =x+0x und xy—y-+dy

oder
dx = Ax — AX und &y =xy— XY,

tir die folgenden Punkte aber, zu welchen die Differentiale hinfiihren, {iberall
gilt
Sx'=0, &/ =0, &x"=0, &/ =0 etc,

und genauso fiir die vorhergehenden. Ja sogar es kann zum Vorteil der Rech-
nung keine Variation Xx = dx genommen werden, dass die ganze Variation
allein zum Element oy gefiihrt wird, in welchen Fall man nattirlich 6p = —%
haben wird, und diese einzige Variation geniigt natiirlich, um Probleme dieser
Art, die freilich behandelt worden sind, aufzulosen.

Aber wenn, wie wir es hier unternehmen, diese Probleme weiter ausdeh-
nen, dass die gesuchte Kurve um den Anfang und das Ende herum gewisse
Bestimmungen erhalten kann, ist es natiirlich notwendig, das Variationskal-
kiil moglichst allgemein auszufiihren und in allen Punkten der Kurve den
Koordinaten unbestimmte Variationen zuzuteilen. Dies ist auch besonders
notwendig, wenn wir Untersuchungen dieser Art auf nicht stetige gekriimmte
Linien anwenden wollen.

PROBLEM 2

§50 Nachdem von den zwei Variablen x und y die Variationen ox und 0y gegeben
worden sind, wenn dy = pdx und dp = qdx gesetzt wird, die Variation der Grofse
q oder der Wert von dq zu finden.



LOSUNG

Weil g = % ist, wird fiir den variierten Wert sein

_d(p+op) dp+dop
1501 = Gl ox)  dr+dox’

woher durch Hinfortschaffen der Grofie g tibrig bleibt

~ dxdép — dpddx

59 dx? !

welche Variation also auch aus der Differentiation der Formel g = ‘di—z entsteht,
wenn die Differentiation auf gewohnte Weise unternommen wird, anstelle des
Differentiationszeichen d aber das Variationszeichen & geschrieben wird; dort
wird es zu erinnern forderlich sein, dass gilt

ddx = ddx und &dp = dop.

Oben haben wir aber gefunden, dass wegen p = %

_ dxddy — dyddx

op dx?

ist, woher weiter durch eine tibliche Differentiation der Wert von dbp, natiirlich
das Differential von dp, berechnet wird.

KOROLLAR 1

§51 Weil % = pund % = g ist, wird zuerst sein

_ déy  pdox
= T dx
dann aber
57— dép  gddx
1= qx dx -’

Fiir den zukiinftigen Gebrauch ist es aber besser, dass hier das Stiick dbp
beibehalten wird, als dass sein Wert aus der vorhergehenden Formel gefunden
wird.

10



KOROLLAR 2

§52 Weil dennoch die erste durch Differentiation gibt

_ ddéy ddxddy pddéx gdsx + pddxddx

dop dx dx? dx dx?2 7’

geht nach Einsetzen dieses Wertes hervor

57— ddéy ddxddy pdddx  2qdéx L pddxddx
17 4 dxd dx2 dx dxd

KOROLLAR 3

§53 Wenn daher allein der Variable y Variationen zugeteilt werden, dass die
Stiicke 6x und die, die daher deriviert werden, verschwinden, werden wir
haben

_ doy _ dép ddéy ddxddy
op = dx und 89 = dx  da? dx3 7
und wenn das Differential dx konstant angenommen wird, wird 6 = d;;y

sein.

BEMERKUNG 1

§54 Damit diese Dinge leichter verstanden werden, wollen wir in der Kurve
EF (Fig. 5), die durch die Relation zwischen den Variablen AX = x und XY =
y beschrieben wurde, mehrere Punkte Y, Y’, Y” etc. gemif der Differentiale
ununterbrochen nach vorne bewegt betrachten, dass gilt

AX =x, AX =x+dx, AX' =x+2dx+ddx,
AX" = x + 3dx + 3ddx + d3x,

XY=y, XY =y+dy, X'Y'=y+2dy+ddy,
X"Y" =y +3dy + 3ddy + &%,

11



welche Differentiale jeder Ordnung anzeigenden so kiirzer dargestellt wer-
den

AX=x, AX =%, AX" =x", AX" =ix" etc,
XY=y, XY=y, XY =y, X"Y"=y" et,

welchen einzelnen ihre auf keine Weise voneinander abhdngenden Variationen
zugeteilt zu werden aufgefasst werden, sodass alle diese Variationen

dx, &x', ox", &x" etc,

Sy, &y, &y, &y etc,

die von unserem Belieben abhdngen, als bekannt betrachtet werden konnen.
Nachdem diese Dinge so festgelegt wurden, werden die Differentiale jeder
Ordnung der Variationen auf diese Weise dargestellt werden, dass gilt

déx = 6x' — 6x, ddéx = dx” — 26x" + dx, d38x = &x" — 38x" + 38x" — bx,
déyzéy/_éy’ ddéyzéy”—26y/+6y, d36y:6y///_36y”+36y/_6y.

Wenn wir daher nun einen einzigen Punkt Y der Kurve annehmen variiert zu
werden, wird gelten

déx = —bx, dddéx = +dx, d%6x = —bx etc.,
déy = —&y, ddéy = +6y, d%6y = —8y etc,

und daher 5 5
_ _ Sy pox
op = dx + dx

und
_ by | ddxdy pdx  2gbx  pddxdx

1742 T de® " d?2 " dx dx®
wo nach Weglassen aller in Bezug auf die iibrigen verschwindenden Anteile
sein wird

_ 1 p
dg = by 2 dx EL
Wenn schliefllich allein der Ordinate XY = y eine Variation zugeteilt wird,
wird man haben ,

1
dop = dxéy und Sq:@Z’)y.
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BEMERKUNG 2

§55 Dabher ist klar, wenn die Variation in einem einzigen Punkt der Kurve
festgelegt wird, dass im grofsen Mafse gegen die gebrauchlichen Prinzipien
der Differentiale verstofien wird, weil die oberen Differentiale von Variationen
in Bezug auf die unteren keinesfalls verschwinden, sondern ununterbrochen
denselben Wert beibehalten und daher die Variation der Groéfien p und g ins
Unendliche wachsen, wenn freilich unendlich kleine dx und 6y aus derselben
Ordnung wie die Differentiale dx und dy angenommen werden. Ja es ist daher
sogar in der Rechnung besonders dafiir zu sorgen, dass wir nicht in riesige
Fehler gestiirzt werden, weil die Vorschriften des Kalkiils auf das Gesetz der
Fortsetzung gestiitzt ist, nach welchem gekriimmte Linien durch einen unun-
terbrochenen Fluss des Punktes beschrieben zu werden aufgefasst werden,
sodass in deren Kriimmung niemals ein Sprung erkannt wird. Wenn daher
aber ein Punkt Y der Kurve (Fig. 5) nach y gefiihrt wird, wobei der tibrige
Verlauf der Kurve auer den quasi zwei Elementen My und yY’ unverdndert
gelassen wurde, ist es ersichtlich, dass der Kriimmung eine riesige Unregelma-
Bigkeit aufgepragt wird, wodurch die gewohnlichen Rechenregeln nicht weiter
verwendet werden konnen. Um diesen Umstand entgegenzuwirken, wird es
ein sehr sicheres Hilfsmittel sein, dass den einzelnen Punkten zumindest im
Geiste Variationen zugeteilt werden, die in einem gewissen Gesetz der Fortset-
zung enthalten sind, und nicht zuvor eine Unregelméfigkeit in der Rechnung
zugelassen wird, wie alle Differentiationen und Integrationen durchgefiihrt
worden sind, und auf diese Weise zumindest eine Gattung der Kontinuitat
in der Rechnung beibehalten wird. Obwohl sich also die Differentiale der
Variationen
dsy, ddéy, d3y etc,

genauso
déx, ddéx, d36x etc.

unter Umstidnden in der gemachten Annahme auf einfachere Variationen zu-
riickfahren lassen, hilft es dennoch, dass jene Formen beibehalten werden und
sie auf die folgenden Integrationen angewendet werden; und darauf gehen
auch die Operationen zuriick, die ich einst, nachdem ich denselben Gegen-
stand tiber das Finden mit der Eigenschaft des Maximums oder Minimums
versehener Kurven behandelt hatte, zu erledigen gelehrt hatte.

13



PROBLEM 3

§56  Nachdem von den zwei Variablen x und y die Variationen ox und &y gegeben
wurden, die Variationen der Verhiltnisse zwischen Differentialen irgendeines Grades
zu finden.

LOSUNG

Die Frage geht darauf zuriick, dass nachdem ununterbrochen festgelegt wur-
de
dy = pdx, dp=gqdx, dg=rdx, dr=sdx etc,

die Variationen der Grofien p, g, 1, s etc. angegeben werden, weil auf diese
Grofen alle Verhiltnisse von Differentialen irgendeiner Ordnung, die freilich
in endlichen Werten enthalten sind, zurtickgefiihrt werden. Und tiber die zwei
ersten von diesen haben wir freilich schon gesehen, dass gilt

_ ddy  pddx _ ddp  gddx
op = dx dx und - 8 = dx dx
Weil also weiter ist
r= ﬂ und s = ﬂ etc
- dx - dx v

werden deren Variationen auf gleiche Weise durch die Differentiationsregeln

gefunden
_ ddq  rddx 5 — dor  sddx

~ dx dr ~ ° 7T dx  dx
wo, wenn es beliebt, anstelle von ddp, dogq, doér etc. die Differentiale der
Variationen dp, dq, dr etc., die zuvor gefunden worden, eingesetzt werden.
Dies wiirde aber nicht nur zu allzu langen Formeln fiihren, sondern ist auch,
wie aus dem Folgenden klar werden wird, nicht einmal nétig, weil daher um
vieles leichter alle Reduktionen, die von Noten sein werden, durchgefiihrt
werden konnen.

or

etc.,
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KOROLLAR 1

§57 Wenn allein der Variable y Variationen zugeteilt werden oder, wihrend
die Abszissen x dieselben bleiben, nur die Ordinaten y um ihre Variationen
vermehrt werden, werden wir haben

_ doy _ dop _ dog _dor
p—a, 6q—a, 61’—5, 65—5 etc.
KOROLLAR 2

§58 Wenn daher aufierdem alle Zuwéchse dx von x gleich angenommen
werden oder das Element dx konstant gesetzt wird, wird nach Einsetzen
der Differentiale der vorhergehenden Formeln in den Folgenden, erhalten
werden

_ doy _ dddy 3y _ disy
P=a M= @ YT g BT am
KOROLLAR 3

§59 Wenn allein den Abszissen x Variationen zugeteilt werden, dass die
Variation 6y mit allen derivierten verschwindet, und zugleich das Element dx
konstant genommen wird, werden sich die einzelnen Variationen so verhal-
ten

pddx
== dx ’
5 — _ pdddx  2qddx
dx? dx 7
55 — _pd36x ~ 3gqdddx  3rddx
dx3 dx? dx ’
55 — _pd46x _ 4qd38x _ 6rdddx  4sddx
dux* dx3 dx? dx 7

etc.
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KOROLLAR 4

§60 Auch wenn also in diesem Fall das Element dx konstant angenommen
wird, tauchen hier dennoch Differentiale jeder Ordnung der Variation 6x auf;
die Begriindung von dieser Sache ist die, dass die Variationen der ununterbro-
chen weiter vorwérts bewegten Werte von x, also x/, x”/ etc. in keinster Weise
von den Differentialen abzuhidngen festgelegt werden.

BEMERKUNG

§61 Wann immer es aber gefiel, allein der Variable x Variationen zuzuteilen,
dann ist es insgesamt besser, dass die Variablen x und y miteinander vertauscht
werden und besser Festlegungen dieser Art zu gebrauchen

dx =pdy, dp=g¢qdy, dgq=rdy etc,

mit welchen die Gattungen der Differentiale beseitigt werden; dann aber,
nach Annahme eines konstanten Elements dy, werden die gleichen, aber
einfachere, Formeln fiir die Variationen der Grofien p, g, v etc. gefunden wie in
Korollar 2. Damit im Ubrigen die Rechnung auf alle Fille immer angewendet
werden kann, ist es immer forderlich, dass jeder der beiden Variablen ihre
Variationen zugeteilt werden; auch wenn ndmlich dann um vieles komplexere
Formeln hervorgehen, besonders wenn sie entwickelt werden, bringen sie
dennoch beim Durchfiihren der Rechnung so auflerordentliche Vorteile und
Verkiirzungen mit sich, dass am Ende die Rechnung kaum aufwendiger wird
und keinen Uberdruss an Linge schafft. Wir wollen also zu allgemeineren
sich auf dieses Kapitel beziehenden Problemen fortschreiten.

PROBLEM 4

§62  Nachdem von den zwei Variablen x und y die Variationen ox und oy gegeben
wurden, die Variation einer endlichen Formel V, so aus jenen Variablen selbst wie
deren Differentialen irgendeiner Ordnung zusammengesetzt, zu finden.

16



LOSUNG

Weil V eine Grofse ist, die einen endlichen Wert hat, werden durch Festlegen
von
dy = pdx, dp=g4gdx, dg=rdx, dr=sdx etc

die Differentiale daher beseitigt werden und es wird fiir V eine aus den
endlichen Grofsen x, y, p, g, r, s etc. gebildete Funktion hervorgehen. Wie auch
immer also die Art der Zusammensetzung ist, ihr Differential wird immer
eine Form dieser Art haben

dV = Mdx + Ndy + Pdp + Qdg + Rdr + Sds + etc.,

wahrend die Anzahl dieser Glieder umso grofier wird, umso hohere Differen-
tiale in V eingehen. Wenn daher aber die Variation 6V dieser Formel V zu
suchen war, wird sie erhalten, wenn anstelle der variablen Groflen x, v, p, g, r
etc. dieselben um ihre Variationen vermehrt eingesetzt werden und von der re-
sultierenden Form selbst die Grofie V weggenommen wird, woher eingesehen
wird, dass die Variation mit Hilfe der {iblichen Differentiation gefunden wird,
nachdem nur das Differentialzeichen d in das Variationszeichen 6 verwandelt
wurde. Daher, weil das Differential schon oben dargeboten wurde, werden
wir die gesuchte Variation erhalten

8V = Mbdx + Noy + Pdp + Qbdg + Rdr + Sds + etc,;

wie aber die Variationen &p, 8g, 87, 8s, etc. durch die angenommenen Variatio-
nen d6x und dy bestimmt werden, ist schon oben [§56] gezeigt worden.

KOROLLAR 1

§63 Wenn wir hier die zuvor gefundenen Werte einsetzen, werden wir die
gesuchte Variation so ausgedriickt erhalten

1
dx
—%(PP+QQ—I—Rr+Ss+etC.).

OV = Mbdx + Ndy + —— (Pddy + Qddp + Rddg + Sdor + etc.)
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KOROLLAR 2

§64 Wenn der Variable x {iberhaupt keine Variation zugeteilt wird und
dariiber hinaus das Element dx konstant angenommen wird, dann wird die
Variation der vorgelegten Grofse V' so ausgedriickt hervorgehen

Pds ddsy | Rd%6y  Sd*s
y  Qdddy y  Sdoy

OV = Nby + dx dx2 dx3 dx?

+ etc.

BEMERKUNG

§65 In diesen Formen wird zumindest eine Gattung der Homogenitit in den
Differentialen erblickt, wenn freilich dx und 8y zur Ordnung der Differentiale
gezdhlt werden; dies wiirde sich weit anders ereignen, wenn wir in dem
Fall, in dem ein einziger Punkt der Kurve variiert wird, sofort anstelle der
Differentiale der Variationen die oben [§54] dargebotenen Werte einsetzen
wollten, auf welche Weise natiirlich die Idee der Integration, welcher diese
Formeln darauf bediirfen, ausgeschlossen werden wiirde. Im Ubrigen ist Klar,
wie der Fund von Variationen auf die iibliche Differentiation zurtickgefiihrt
wird, wihrend der ganze Unterschied nur darin gelegen ist, dass anstelle
der Variationen 0p, &g, dr etc. die schon zuvor angegebenen Werte, welche
selbst wir freilich durch die tibliche Differentiation gefunden haben, eingesetzt
werden. Es wird aber gefillig sein, dass diese Operation an einigen Beispielen
illustriert wird, damit umso deutlicher die Gestalt dieser ganzen Behandlung
erkannt wird.

BEISPIEL 1

§66 Die Variation der Formel y(f—;, die die Subtangente ausdriickt, ist zu finden.

Wegen dy = pdx wird diese Formel %, woher ihre Variation %y - y;—; ist, wo
sie, nach Einsetzen des Wertes anstelle von 8p, wird

dy yddy | yddx dx_ ydx

Y
p  ppdx pdx dy Y 812 doy + dydéx'

welche letzte Formel unmittelbar aus der Differentiation der vorgelegten
Formel entsteht.
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BEISPIEL 2

2 2
§67  Die Variation der Formel, die die Tangente selbst ausdriickt, %, ist zu

finden.

Fiir die Festlegung dy = pdx liefert diese endliche Form %« /14 pp, woher
die gesuchte Variation diese ist

8y
,/1+p —
\/1+pp

die in diese verwandelt wird

/ds® dy26 - ydx (dxddy — dyddx)
Y dy?./dx? + dy

BEISPIEL 3
2 2 3
§68  Die Variation der Formel, die den Kriimmungsradius ausdriickt, %,
ist zu bestimmen.

3
Fiir dy = pdx und dp = gdx gesetzt geht diese Formel in diese iiber (H’qu)z ,

deren Variation deshalb ist
p Ve 1 +pp)?,

wo ich mich freilich mit der Substitution der zuvor gefundenen Werte nicht
weiter aufhalte.

PROBLEM 5

§69 Nachdem von den zwei variablen Groflen x und y die Variationen éx und
oy gegeben wurden, die Variation der Formel, so aus jenen Variablen wie deren
Differentialen irgendeiner Ordnung zusammengesetzt, ob sie unendlich oder unendlich
klein war, ausfindig zu machen.
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LOSUNG

Nachdem wie bisher dy = pdx, dp = qdx, dg = rdx, etc. gesetzt wurde, wird
die Formel immer auf eine Form dieser Art Vdx" zuriickgefiihrt werden, wo
V eine endliche Funktion der Grofien x, y, p, g, 1, etc. ist, der Exponent n aber
entweder positiv oder negativ ist, sodass im ersten Fall die Formel unendlich
klein ist, im zweiten hingegen unendlich grofs. Wir wollen also festlegen, dass
die gewohnliche Differentiation gegeben ist

dV = Mdx + Ndy + Pdp + Qdg + Rdr + etc.,

woher man zugleich ihre Variation hat. Weil also die Variation der vorgelegten
Form diese ist
nVdx""'déx + dx"sV,

wird diese Variation, die wir suchen, natiirlich sein
nVdx""1dsx + dx" (Mdx + N&y + Pép + Q8q + Ror + etc.),

wo aus dem Oberen [§56] diese Werte eingesetzt werden miissen

ddy — pddx dép — gddx
op = ’ dxp ;0= : dxq ’
_ ddg — rddx _ dor —sddx
MET e YT &
etc.

Weil diese Dinge per se ersichtlich sind, bedtirfen sie keiner weiteren Erkldrung
und zugleich scheint dieses Kapitel vollkommen abgeschlossen.
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