DE PARTITIONE NUMERORUM

Over partities van getallen.
Auteur: L. Euler

§1.

Het Probleem over het partitioneren van getallen is eerst aan mij voorgelegd door de zeer beroemde
Professor Naude!, waarin hij vroeg, hoeveel positieve, gehele getallen, (want dit is altijd een gesprek over
slechts gehele en positieve getallen,) op verschillende manieren toegevoegd moeten kunnen zijn, van twee
of drie of vier, of op een wijze, zoveel als het van de getallen gewenst is. Of, wat daarop neerkomt, wordt
gevraagd, hoeveel gegeven getallen op verschillende manieren, of in twee, of drie, of vier, of zoveel als het
gewenst is de delen te kunnen verdelen, waar dit Probleem zeer passend een gegeven naam heeft, over het
delen van getallen. Dit Probleem door de zeer bekende man is echter tweedelig: zo wordt het voorgelegd:
eerst verlangt hij namelijk slechts die manieren van delen, waaruit enkele delen, waarin het gegeven getal
wordt gedeeld, onderling ongelijk zijn; maar dan verlangt hij alle manieren van het delen in zijn geheel, als
deze voorwaarde van ongelijkheid is overgeslagen, of delen waren onder elkaar zeker gelijk, of allen
ongelijk. Het is echter duidelijk, dat hierin het aantal partities voor het latere geval meestal veel groter is,
dan voor het eerste, wanneer niet alleen alle partities, die in het eerste geval voldoen, maar ook meestal
andere, die tegelijkertijd in het laatste geval, waarin gelijke delen bij elkaar worden opgeteld, kunnen
voldoen, gelden.

§2. Om dit Probleem makkelijker te begrijpen, ontbreken er geen tamelijk simpele gevallen, die
gedeeld werden met een praktische, simpele opsomming van partities. Als wordt gevraagd, op hoeveel
verschillende wijzen het getal 6. in twee delen gedeeld kan worden, wordt meteen zichtbaar, dat dit op
drie manieren kan gebeuren, omdat geldt:

6=1+5=2+4=3+3

als de gelijkheid van delen tenminste niet wordt uitgesloten. Als daarentegen echter slechts ongelijke
delen worden gewenst, moet de laatste partitie, 3 + 3, achterwege worden gelaten, en in dit geval kan het
getal 6 slechts op twee manieren worden opgedeeld in twee delen, die onderling ongelijk zijn. Maar als
een oneven getal in twee delen moet worden gedeeld, laat het getal 9 worden voorgelegd om te gebruiken,
verschijnen vier partities, die zijn:

9=148=2+7=34+6=4+5

waar, omdat ongelijke delen niet voorkomen, het getal 9 op vier manieren in twee delen wordt gedeeld, of
geen gelijke delen toegestaan, of anders. 2 Als meer dan twee delen worden gewenst, alsof wordt gevraagd,
op hoeveel verschillende manieren het getal 12 in drie delen kan worden uitgedeeld, zal dit op de
volgende 12 manieren kunnen gebeuren:

12=1+1+10; 12=1+2+9;12=1+3+8
12=1+4+4+7 ; 12=1+5+6;12=2+2+8
12=2+3+47 ; 12=24+4+4+6;12=2+5+5
12=3+3+6;312=3+4+5;412=4+4+4

Als echter gelijke delen worden uitgesloten, zal geantwoord moeten worden, dat het getal 12 slechts op 7
wijzen in drie delen verdeeld kan worden.

! professor Naude

? Het geval waar wel gelijke delen zijn toegestaan. (In beide gevallen resulteert het dus in 4)
*In het Manuscript staat er 2 op de plaats van de tweede 3, dat is natuurlijk fout.

*In het Manuscript staat er 11 i.p.v. 12, dat is natuurlijk ook fout.
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§3. Vandaar wordt makkelijk begrepen als zo een groter getal zal moeten worden gedeeld, en het
aantal delen, waarin het moet worden gedeeld, moge het boven telkens drie of vier zitten, dat het aantal
partities zo groot wordt, dat het door het opstellen van een opsomming met de hand zeer lastig kan
worden verkregen. 5 Want het doen bij dit werk is niet meer dan proberen, dat meestal bedriegt, zodra het
gevaar voor degene die het doet gemakkelijker duidelijk zal zijn, als hij van die opsomming, die hij
gemaakt heeft voor simpelere gevallen, meer geordende conclusies wilde vormen. Zo zal uit de methode
na het uitleggen duidelijk zijn, dat het getal 50, niet zonder gelijkheid van delen, op 8946 manieren
opgedeeld kan worden in zeven delen; maar als daarentegen gelijke delen echter worden uitgesloten,
blijven slechts 522 partities over. Verder kan het getal 42000 helemaal in twintig delen worden opgedeeld
op verschillende manieren. Maar als wordt gevraagd, op hoeveel verschillende manieren het getal 125 in
12 delen, die onderling alle ongelijk zijn, kan worden gevonden dat dat kan gebeuren op 64707 wijzen.

§4. Zoals alle gehele getallen de plaatsen van delen hier kunnen hebben, zo kan dit Probleem tot in
het oneindige worden afgewisseld, al naargelang bepaalde delen van een getal achterwege worden gelaten.
Zo zal het Probleem anders zijn, als je vraagt, op hoeveel verschillende wijzen het gegeven getal nin p
delen, waarvan geen het gegeven getal m overschrijdt, kan worden opgedeeld. Het aantal delen kan ook
achterwege worden gelaten, zodat, als wordt gevraagd, op hoeveel verschillende manieren het getal 6 uit
deze getallen 1, 2, 3, 4 door optelling kan worden gemaakt, dat op de volgende 9 manieren kan gebeuren:

6=1+14+14+1+1+1y 6=1+1+4+1+4+3
6=1+1+1+1+2 6=1+1+4
6=1+1+2+2 6=1+2+3
6=2+2+2 6=2+4
6=3+3

Want anders kan de eigenschap van de getallen, die de delen samenstellen, worden opgeschreven; als
delen of oneven getallen, of kwadraten, of derde machten, of een andere van deze soort moeten zijn.
Alleen als wordt gevraagd, op hoeveel verschillende manieren een gegeven getal de som kan zijn van vier
kwadraten, zal deze vraag betrekking hebben op deze soort. Lang geleden was het delen van getallen in
delen, die de termen waren van deze meetkundige reeks, 1, 2,4, 8, 16, 32, etc. ook al bekeken, en ieder
mogelijk getal is bekeken te kunnen worden samengesteld op slechts één unieke manier door optellen van
deze getallen 1, 2, 4, 8, 16, 32, etc. Na Stifelius maakte Scotcnius een opmerking voor deze vraag in zijn
Oefeningen, waar hij aantoonde dat de gewichten 1, 2,4, 8,16, 32, etc. voor weegschalen genoeg konden
zijn om hoeveel handelswaar ook maar voor weegschalen te wegen. Maar men gebruikte geen andere
methode om dit aan te tonen dan uitschrijven. Voor deze zaak zal de waarheid van deze uitspraak van
deze zaak® niet gedemonstreerd worden.”

§5. Zoals dus deze en andere gelijke Problemen zouden moeten worden opgelost, leg ik deze
zekere en veilige methode zodanig uit, dat het duidelijk niet nodig is door te proberen, waaraan het in het
algemeen zeer veel gewoon is toegedeeld te worden voor de oplossing voor de vragen van deze manier. Ik
gebruik daarvoor het volgende, zeer bekende Lemma:

Als dit product

> Als het getal dat je deelt en het aantal delen waarin je dat getal moet delen, vergroot. Als je in meer dan 3 of
4 delen deelt, wordt het moeilijker om het uit te schrijven.

® Dat elk getal gemaakt kan worden uit 1,2,4,8,16, etc.

’ Dit helpt niet aan een uitleg voor partities, dus werkt Euler het niet uit.
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14+ az2)(1+bz2)(A+cz)(1+dz)(1 + ez) etc.

wordt uitgeschreven door praktische vermenigvuldiging, zijn de getallen van de factoren of eindig, of
oneindig, zodat de vorm zodanig naar voren komt:

14+ Az + Bz?> + Cz® + Dz* + EZ® + etc.

De coéfficiént van de tweede term A zal de som zijn van alle hoeveelheden a, b, c, d, e, etc. De coéfficiént B zal
waarlijk de som zijn van de producten uit telkens twee ongelijke van deze hoeveelheden. De coéfficiént C zal
de som zijn van de producten uit telkens drie ongelijke van deze hoeveelheden en de coéfficiént D zal de som
van de producten van telkens vier van deze zelfde hoeveelheden zijn; en zo voort. Want in dergelijke
producten kan dezelfde hoeveelheid, neem a, of welke dan ook maar nergens meer dan eenmaal zitten.
Waarvandaan dit Lemma mij de basis verschaft voor partities in ongelijke delen.

§6. Daarentegen wordt de ongelijkheid van delen echter niet uitgesloten, ik gebruik dit Lemma:

Als deze formule
1

(1—az)(1 —bz2)(1 —cz)(1 —dz)(1 — ez) etc.

van de factoren, die de noemer samenstellen ,ofwel eindig is, ofwel oneindig, na het doen van uitwerken van
de noemer met behulp van vermenigvuldiging, wordt het door het delen van de reeks van deze vorm:

14+ Az+Bz*>+ Cz® + Dz* + EZ® + etc.

zoals A zeker de som van de hoeveelheden a + b + ¢ + d + e + etc. zal zijn. Maar de coéfficiént B zal de som
van het product uit telkens twee van deze hoeveelheden zijn, niet met uitzondering van herhaling van
dezelfde hoeveelheden, zal dat natuurlijk zijn:

B=aa+ab+bb+ac+ bc+cc+ad+bd+ cd+dd + ae + etc.

Op een vergelijkbare manier zal de coéfficiént C de som zijn uit telkens drie van deze hoeveelheden

a,b,c,d, e, etc. zonder dat gelijke delen in welk product dan ook zijn uitgesloten. En met dezelfde
voorwaarde toegevoegd zal de coéfficiént D de som zijn uit telkens vier van deze hoeveelheden, en zo verder.
En van nu af aan zal dit Lemma de weg openen voor het delen van partities, waarin de gelijkheid van delen
niet wordt uitgesloten.

§7. Zodat de vraag met betrekking tot het voorgelegde Probleem, niet door producten, maar door
sommen van getallen, wordt opgesteld, stel ik voor dat de machten x?, x9, x", x5, xt, etc. op de plaats van
de hoeveelheden a, b, ¢, d, e, etc. staan. Want zo komen de machten zodanig voor in producten van telkens
twee uit de reeks p, q,1, s, t, etc. Op een vergelijkbare manier komen zodanig de producten van telkens
drie constante® machten voor, waarvan de exponenten de sommen zijn van drie getallen uit dezelfde reeks
p,q,7,s, etc. En de producten van telkens vier zijn machten, waarvan de exponenten toegevoegd zijn uit
telkens vier van deze getallen, en zo voort. En zo zijn ze eerst genoteerd door de producten, nu worden ze
overgegaan op de sommen; en zo is het zeker, dat, als dit eerdere Lemma erbij wordt gehaald, de sommen
gemaakt worden uit zoveel ongelijke delen, als echter dit latere Lemma in gebruik wordt geroepen, wordt
de gelijkheid van delen niet uitgesloten. Op deze manier zullen beide Lemma’s naar de oplossing van de
eerder vermelde vragen moeten worden aangepast.

§8. We beginnen dan aan deze eerste vraag:

® De exponent is altijd een constante en voor x vullen we nooit iets in, dus een desbetreffende macht heeft
altijd dezelfde identiteit.

Vertaling door Carlos Hermans en Andy Jiao



DE PARTITIONE NUMERORUM

Uitvinden op hoeveel verschillende wijzen het gegeven getal N kan worden gedeeld in p delen, die
onderling ongelijk zijn:

Aangezien hierbij alle gehele, positieve getallen passend zijn om delen samen te stellen, moet voor de
reeks van eerder genoemde exponenten de reeks van positieve gehele getallen wordt genomen:
1,2,3,4,5,6,etc. Dus wordt het tweede Lemma eerder gevormd tot deze vorm:

s=1+x2)A+x22)A +x32)(1 + x*2)(1 + x52) etc.

tot in het oneindige, die, na het uitvoeren van vermenigvuldiging is ingezet, wordt ontwikkeld tot deze
reeks:
s=1+Az+ Bz?>+ Cz® + Dz* + Ez° + etc.
ook zal zijn:
A=x'+x?+x3+x*+ x5+ x° + etc.

omdat die x is toegevoegd aan alle machten. Vervolgens, omdat B de som van producten van telkens twee
ongelijke termen van de reeks 4 is, zal B de som zijn van alle machten van x, waarvan de exponenten
opgeteld zijn uit twee ongelijke getallen en, omdat dezelfde macht vaker kan voorkomen, zal ze een
bepaalde numerieke aanduiding hebben, namelijk,op hoeveel manieren ze het product kan zijn uit twee
termen van de reeks A4; of op hoeveel verschillende manieren de exponent van x de som kan zijn van twee
ongelijke delen. Door het vermenigvuldigen van telkens twee van de reeks A wordt echter bij deze zaak
gevonden:

B =x3+x*+ 2x% 4+ 2x® + 3x7 + 3x8 + 4x° + 4x1° + etc.

Een willekeurige coéfficiént van deze reeks toont aan, op hoeveel verschillende manieren de exponent van
de macht van de desbetreffende x in twee ongelijke delen kan worden opgedeeld.1® Omdat deze reeks tot
in het oneindige doorgaat, met hulp van het later zoeken van de regelmaat, wordt het geval val het
voorgelegde Probleem opgelost, waarin een partitie in twee delen wordt verlangd.

§9. Vervolgens zal de hoeveelheid C bestaan uit een reeks van de machten van juist x, omdat het
alle producten omvat, die verschijnen door het vermenigvuldigen van telkens afwisselend drie ongelijke
termen van de reeks 4, waarvan de exponenten de som zijn van drie ongelijke getallen. En dezelfde komt
zo vaak voor in die serie C, zo vaak als de exponent zal kunnen resulteren uit drie onderlinge getallen door
op te tellen, en ontdekt wordt:

C=x%4+x"4+2x8 4+ 3x% + 4x1° + 5x11 + 7x12 + 8x13 + 10x™ + etc.

lIedere willekeurige coéfficiént van deze reeks toont aan, op hoeveel verschillende manieren de exponent
van de macht van juist de desbetreffende x in drie onderling ongelijke delen kan worden gedeeld, zo
wordt uit de term 8x13 afgeleid dat het getal 13 op 8 diverse manieren in drie ongelijke delen kan worden
gescheiden, die zijn:

13=1+2+10)13=2+3+38
13=1+3+9 [13=2+4+7
13=1+4+8 [13=24+54+6
13=1+5+7 1'13=3+4+6

° Zie de bijlage aan het eind van het document voor een nadere toelichting.
% Neem bijvoorbeeld 3x8, 8 kan op 3 manieren in 2 ongelijke delen worden gedeeld.
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Dus de reeks C, die in het oneindige doorgaat, zal zorgen voor het delen van alle getallen in drie ongelijke
delen.

§10. Verder zal de hoeveelheid D, omdat het alle producten uit telkens vier ongelijke termen van
de reeks:
A=x'+x%+x3+x* +etc.

bevat, bestaan uit de reeks van de machten van x, waarvan de exponenten bestaan uit vier onderling
ongelijke getallen; en in deze reeks zal welke macht dan ook zodanig de coéfficiént hebben, die aantoont,
op hoeveel verschillende manieren de exponent van deze door optellen van vier onderling ongelijke
getallen kan resulteren. Verder wordt ontdekt:

D = x"0 4+ x4 2x"% 4+ 3x13 4 5x% + 6x1° + 9x16 + 11xY7 + etc.

Deze reeks, die in het oneindige doorgaat, toont dus aan, op hoeveel verschillende manieren ieder getal de
som van vier ongelijke getallen kan zijn. Namelijk uit term 9x¢ wordt geleerd dat het getal 16 op negen
manieren kan worden gedeeld in vier ongelijke delen.

§11. Als we verder op deze manier doorgaan, zal duidelijk zijn dat de letter E zo ongeveer
vergelijkbare reeks van machten van x is, zodat de coéfficiént van welke term dan ook aangeeft, op
hoeveel verschillende manieren de exponent van x in vijf ongelijke delen kan worden gedeeld. Dat is
verder:

E = x% + x1 + 2x17 4 3x8 + 5x19 + 7x2% + 10x2! + 13x22 + etc.

Op een vergelijkbare manier zal de waarde van de letter F de reeks zijn, die zorgt voor partities in zes
ongelijke delen, en de letters G, H, I, etc. hebben betekenis voor de partities in respectievelijk zeven, acht,
negen etc. delen, en ze zijn:

F = x?' 4+ x%2 4+ 2x23 4+ 3x%* + 5x25 4+ 7x%0 + 11x%7 + 14x?8 + etc.
G = x?8 + x%° +2x3% 4+ 3x31 4+ 5x32 4+ 7x33 + 11x3* + 15435 + etc.
etc.

Vanwaar duidelijk wordt gezien dat de exponent van de eerste term van iedere reeks een trigonaal!! getal
van het voorgestelde aantal delen is: dan is de coéfficiént van deze werkelijk zo 1, net als dat de coéfficiént
van de tweede term 1 is. Zo wordt de berekening daarvan makkelijk begrepen: want het kleinste getal, dat
de som van zeven getallen, die onderling ongelijk zijn, is, is zeker:

1
1+2+3+4+5+6+7=§x7x8

= bestaand uit deze zeven delen en een trigonaal getal: en dit getal, en tegelijk ook de volgende, vergroot
met één, kan niet op meer dan één manier worden gedeeld in zeven ongelijke delen.2

§12. Het gehele werk komt neer op een geschikte uitdrukking van de reeksen
B,C,D,E,F,etc., opdat het, wat wordt gevraagd, natuurlijk het aantal partities, niet gebruikt wordt voor
de opstelling van een zodanige reeks.13 Maar de wet van de voortgang van A en B is voor het eerst zeker

m2+m

11
Een getal van de vorm

2 pit trigonale getal, en het getal dat erna komt (het trigonale getal + 1) kunnen niet op meer dan 1 manier in
zeven ongelijke delen gedeeld worden.
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duidelijk, omdat alle coéfficiénten van de eerste gelijk zijn aan enen, maar de termen van de latere reeks
van gehele positieve getallen zijn dubbel!*: maar de kleine wet van de volgende reeksen is duidelijk, en tot
hoever we ze hier uitbreiden, stellen we de coéfficiénten van elk exponent uit deze vast met partities. En
zo moeten op een andere manier de waarden van de letters 4, B, C, D, etc. worden uitgezocht, vanwaar dit
onderzoek opkomt:

De waardes uitzoeken van de letters 4, B, C, D, E, etc. zo dat het de som is van deze reeks:
s=1+Az+ Bz*+ Cz%®+ Dz* + Ez° + etc.
gelijk zal hij van deze vorm worden:
s=1+x2)(1+x%2)(1 +x32)(1 + x*2)(1 + x°2) etc. 15

De verbinding in het eindige, die tussen deze twee vormen optreedt, moet dus worden onderzocht, en zo
moet de andere worden veranderd, als de verandering in de andere wordt opgesteld.

§13. Omdat van beide vormen de waarde s hetzelfde is, blijven beide onderling gelijk, als aan
beide kanten op de plaatsen van z welke andere hoeveelheid ook maar wordt geschreven. Laten we dan xz
aan beide kanten op de plaatsen van z plaatsen, en laat de waarde, waarin het aan beide kanten resulteert,
worden genoemd en het zal eerst zijn:

t =1+ Axz + Bx?z%? + Cx3z3 + Dx*z* + etc.
maar dan zal de andere vorm worden verruild met deze:

t=1+x%2)(1+x32)(1 +x*2)(1 + x°2) etc.
deze is de latere waarde van t, als hij wordt vergeleken met de latere waarde van s, waardoor was
gebleken:

s=1+x2)(1+x%22)(1 + x32)(1 + x*2) etc.

spoedig zal blijken dat s = (1 + xz)t. Omdat ook dat verband in andere waarden van de plaatsen van s en
t moet hebben, zal het ons de vergelijking tonen:

s=1+Az+Bz2%+Cz3+Dz*+Ez5+etc.=

(1+x2)t=1+Axz+Bx2z2 +Cx3z3+Dx%z% +etc.
+ xz+Ax2z2+Bx3z3+Cx%z%+etc.

Vanwaar, door het gelijkstellen van de onderling gelijke termen, wordt:

* We zoeken partities, dus we hebben er niks aan om te zeggen dat een partitie even groot is als zichzelf.
“van de coéfficiénten van reeks B zijn er telkens twee gelijk
15 . .. . .

Zie wederom de bijlage voor nadere toelichting.
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Ax? x3
B T 1-x2 T (1-x)(1-x2)
_ Bx® x©
T1-x3 T (1-x)(1-x2)(1-x3)
Cx4— x10
T1-x* T (1-0)(1-x2)(1-x3)(1-x%)
DXS x15

T 1-x5 T (1-x)(1-x2)(1-x3)(1—-x*)(1-x5)

etc.

§14. De reeksen die boven voor de letters 4, B, C, D, E, etc. verschijnen, ontstaan uit het uitwerken van de
breuken, die we hier vinden, vanwaar bekend is, dat de reeks A meetkundig is, stellig A = x4 x4+ x3 4+
x* 4 x5 + etc. die, omdat hij zeker zeer helder is, aantoont dat ieder getal op één manier uit een geheel
getal kan bestaan. Maar de overgebleven reeksen B, C, D, E, etc. zijn recursief, waarvan een onderling
verband duidelijk zal zijn uit een uitgewerkte noemer van welke breuk dan ook, door vermenigvuldiging.
Om dit aan te tonen verwaarlozen we intussen de teller, die de machten zijn van x, waarvan de
exponenten trigonale getallen zijn, op de plaats daarvan schrijven we een één. Laat dus zijn.

A , , , , , .
;=1+ocx+ﬁx2+yx3+6x4+sx5+~--+vxv=QI

G- lta x+BxP+y P +sxt+ext++vx =98

"

C " " w " e
- lta x+B x*+y x3+8 xt+e x°++v x'=C

D
T 1+aVx+ Va2 +yVad +6Vx* + VxS + - +vVx =D

E
S5 1+a’x+ V22 +yVx +6Vx* + x5+ +V'xV = €

F
et 1+a’x+ BV x2 +y"x3 +6Vix* + x5+ -+ VWiV = §
etc.

§15. Dus de oplossing van deze vraag wordt teruggebracht tot het vinden van de reeksen
A, B, C, D, €, etc., waarvan duidelijk is dat ze alleen recursief zijn. En althans de reeks 2 eerst meetkundig

is, omdat geldt A = i, maara’=1,8"=1,y'= 1,8 = 1, etc., datis op zich duidelijk. De reeks B zal
1

verder recursief zijn, omdat geldt B = FEEYTEE = T

+1,+1,-1.

omdat het onderlinge verband bestaat uit

Vandaar zal zijn:

a’" =1,
=a”"+ 1
y'=p"+a"-1

=
|
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85" = ]/”+ ‘3//_ a”

e’ =8"+ y//_ ﬁ”

(!/ =&+ 5//_)///
etc.

1 1
(1-x)(1-x2)(1-x3)  1-x—x2+x*+x5—x

zijn en het onderlinge verband hebben +1, +1,0,—1, —1, +1. Vandaar zal zijn:

Op een vergelijkbare manier zal de reeks van € wegens € = = recursief

alll — 1’

ﬁ,,,: alll+ 1
,y///= ﬁ///+ a/// +*
6///2 ,y///+ ﬁ/// +* _1
glll — 5///+ ,y/// +* _alll+ 1
(IIIZ slll+ 6III+* _Bl!l+alll+ 1
77///= (///+ EIII+* _y///_ﬁlll_i_ alll
9///= 77///+ (lll +* _6,,,_ y///+ ﬁ,,/16
etc. 17

Op dezelfde manier wordt duidelijk gezien dat de volgende reeksen recursief zijn, en op deze manier
kunnen de onderlinge verbanden van afzonderlijke termen worden toegedeeld. Hoewel deze reeksen op
deze manier niet mogelijk kunnen worden gevormd, zal ik toch spoedig, als deze berekening
achtergebleven is, een nog aangepastere manier tonen, ook al moeten ze van deze reeks gevormd worden
uit een vorige, als het observeren van de meeste situaties zal zijn medegedeeld.

§16. Omdat geldt:

1
B = a-x01-x2)’
is het duidelijk in de uitgeschreven reeks, dat de macht van x zo vaak moet voorkomen, zo vaak als deze
uit de machten x3, x* door vermenigvuldiging kan ontstaan, of zo vaak als de exponent van x uit de
getallen 1 en 2 kan worden gemaakt door op te tellen. Omdat zo geldt:

B=1+ x + 2x% + 2x3 + 3x* + 3x° + -+ +v"x"

wordt uit de term 3x* begrepen, dat het getal 4 op drie manieren uit de getallen 1 en 2 door optellen kan
ontstaan, diezijn4=14+14+1+1;4=1+4+1+2; en4 = 2 + 2. Dus bij het bekijken op deze manier
van de coéfficiént v"’x™, zal v"’ tonen, op hoeveel manieren de exponent n uit de getallen 1 en 2 door
optellen kan worden gemaakt. Omdat dus geldt B = Bx3, zal deze term v"'x™*3, omdat hij aantoont, dat het
getal n + 3 op zoveel verschillende manieren in twee ongelijke delen kan worden gedeeld, als hoeveel
enen de coéfficiént v” in zich bevat, in de reeks B plaatshebben, en is duidelijk, dat het getal n + 3 op
zoveel manieren in twee ongelijke delen kan worden verdeeld, als op hoeveel manieren het getal n uit de
getallen 1 en 2 door optellen kan worden gemaakt.

§17. Vervolgens, omdat geldt

1
T (1-x)(1-x2)(1-x3)’

'® In het manuscript staat een € op de plek van de ¢ en in de regel erboven een 6 in plaats van de y, maar dat is
natuurlijk niet goed.
17 Zie wederom de bijlage voor extra toelichting.
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is duidelijk dat welke macht ook van x zo vaak moet voorkomen in de reeks €, als hij uit de machten van
x1, x?,x3 door vermenigvuldiging kan ontstaan, of wat hetzelfde is, als de exponent van deze x uit de
getallen 1, 2, 3 door optellen gemaakt kan worden.

Omdat zo geldt:
C =1+4+x+2x%+3x3+4x*+5x> + 7x® + -+ v/"x"

wordt uit 5x°, uit welke term ook maar van deze, opgemerkt, dat de exponent op vijf manieren uit de
getallen 1, 2, 3 door optellen kan worden gemaakt, die zijn:

5+14+14+1+1+4+1;5=1+14+1+2;5=1+1+3;
5=1+2+2;5=2+3.

Verder, bij het bekijken op deze manier van de term v"’x™, zal de coéfficiént tonen, op hoeveel
verschillende manieren het getal n uit de getallen 1, 2, 3 door optellen kan worden gemaakt. Omdat eerder
genoemd geldt: C = €x°, zal deze term v'"x™*°, waardoor wordt aangetoond dat het getal n + 6 op zoveel
manieren, als hoeveel enen worden omvat in de coéfficiént v'”, in drie ongelijke delen kan worden gedeeld.
Vanwaar onmiddellijk volgt, dat het getal n + 6 op net zoveel manieren in drie ongelijke delen kan worden

gedeeld, als het getal n uit de getallen 1, 2, 3, door optellen kan worden gemaakt. 18

§18. Het is niet nodig, om deze berekening langer te behandelen, omdat hierdoor al in overvloed
wordt ingezien, dat welk getal n + 10 dan ook op zoveel manieren in vier ongelijke delen kan worden
gedeeld, als dat het getal n uit deze vier getallen 1, 2, 3, 4, door optellen kan worden gemaakt. Op een
vergelijkbare manier zal elk getal n + 15 gedeeld kunnen zijn op zoveel verschillende manieren in vijf
ongelijke delen, als dat het getal n uit deze vijf getallen 1, 2, 3,4, 5 door optellen kan worden gemaakt. In

het algemeen zal het getal n + m(mTH) dan op zoveel verschillende manieren in m ongelijke delen gedeeld

kunnen zijn, als dat het getal n op verschillende manieren uit deze getallen 1,2, 3,4 ... ... m door optellen
kan worden gemaakt. Maar indien wordt gevraagd, op hoeveel verschillende manieren het getal N in m

ongelijke delen kan worden gedeeld, wordt het antwoord gevonden, als het aantal van deze gevallen
m(m+1)
2

wordt onderzocht, waar het getal N — uit de getallen 1,2,3,4 ... ... m door optellen gemaakt kan

worden.19

§19. Op deze manier wordt dus de oplossing van de voorgestelde vraag over partities van elk
getal, in hoeveel ongelijke delen het mogelijk geweest zal zijn, herleid tot de oplossing van een ander
Probleem, dat we al hiervoor hebben besproken waarin wordt gevraagd, op hoeveel verschillende
manieren elk getal uit enkele termen van deze rekenkundige reeks 1, 2, 3,4, 5, etc. kan worden gemaakt
door optellen. Als deze latere vraag opgelost is, wordt tegelijkertijd de eerste opgelost. We halen er

nieuwe notaties bij om de vorm weer aan te passen, zodat we dit duidelijker uitleggen. Deze notatie maakt
dan duidelijk:

e datn® een getal is in de gevallen, waarin het getal n uit twee getallen 1, 2 door optellen kan
worden gevormd.

e Het toont aan dat het getal n® in de gevallen, waarin het getal n uit deze getallen 1, 2,3 door
optellen kan worden gevormd.

1 Op de plaats van n stond in het manuscript 6, dit is natuurlijk vceemd en kan niet goed zijn.
Y pit volgt overigens m.b.v. een Ferrers diagram.
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e Enhettoont aan dat het getal n{™ in de gevallen, waarin het getal n uit de getallen 1,2,3,...,m
door optellen kan worden gemaakt.

Omdat dat de waarden van zulke tekens bekend zullen zijn, zullen we vervolgens dit aantonen,
het voorgelegde Probleem wordt zo opgelost. Als natuurlijk wordt gevraagd, op hoeveel verschillende
manieren het getal N in m ongelijke delen wordt gedeeld; het gevraagde getal wordt in deze gevallen

m(m+1)

(m)
uitgedrukt in deze vorm (N — ) , waardoor immers wordt aangetoond, op hoeveel verschillende
m(m+1)

2

manieren het getal N — uit deze getallen 1, 2, 3, ... ,m door optellen kan worden gemaakt.

§20. De oplossing van het andere Probleem, dat voorgelegd is door de zeer beroemde
Naude, wordt ook herleid tot deze zelfde vraag, waarom dit nuttig is, en dit Probleem heb ik eerder
opgelost dan wij een betere uitwerking van de zojuist erbij gehaalde notatie opnemen, want zo lossen wij
drie Problemen op, die onderling zeer verschillend lijken, met éénzelfde klus.
Het Probleem luidt zo:

Uitvinden op hoeveel verschillende manieren het gegeven getal N kan worden gedeeld in p delen,
waarbij de gelijkheid van de delen niet is uitgesloten.

Aangezien hier de gelijkheid van delen niet wordt uitgesloten, zal de volgende uitdrukking worden
onderzocht, die de oplossing van die vraag bevat.

1

$ 7 U=x2)(1-222)(1—x32)(1—x*2)(1-x57) etc. ®

die, volgens de machten van z uitgewerkt, deze reeks bevat:
s=14+Az+Bz?>+Cz® + Dz* 4+ Ez° + etc.

en zal de coéfficiént 4, zoals we in §VI aangaven, de som zijn van alle termen van deze reeks
x,x%,x3, x% x5 etc.of A =x"4x%+x3+x*+ x5 + x° + etc. die dezelfde reeks is, die we in de
oplossing van het voorgaande Probleem verkregen voor de letter A.

§21. Verder is B zeker de som van de producten uit telkens twee termen uit de serie A, kwadraten
van dezelfde termen niet uitgesloten. Daarom zal B de som zijn van alle machten van x, waarvan de
exponenten bestaat uit twee getallen, ofwel gelijk, ofwel ongelijk: en omdat dezelfde macht op deze
manier vaker kan voorkomen, zal hij een bepaalde aanduiding hebben, namelijk, op hoeveel manieren
deze macht het product is uit telkens twee termen uit de reeks 4; of op hoeveel verschillende manieren de
exponent van deze de som kan zijn van twee getallen, zowel gelijk, als ongelijk.

Uit deze bron wordt gevonden:

B =x2% 4 x3 + 2x* 4+ 2x5 4+ 3x° + 3x7 + 4x8 + 4x° + etc.

waarvan iedere exponent van de reeks toont op hoeveel verschillende manieren de exponent van de
macht van de desbetreffende x in twee delen kan worden gedeeld.

Deze reeks, die in het oneindige doorgaat, van het geval van het voorgelegde Probleem, waarin een
partitie in twee delen wordt gevraagd, wordt makkelijk opgedeeld.

§22. Verder, omdat hij alle producten bevat, die ontstaan door telkens drie, ofwel gelijke, ofwel
ongelijke termen uit de reeks A te vermenigvuldigen, zal de hoeveelheid C bestaan uit de reeks van de

%0 Zie de bijlage voor extra toelichting.
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machten van x, waarvan de exponenten de som zijn van afwisselend drie positieve gehele getallen. En
dezelfde macht x™ komt zo vaak voor in de reeks C, als dat de exponent n van deze term uit telkens drie
getallen, die ofwel gelijk, ofwel ongelijk zijn, door optellen kan resulteren. Verder zal zijn:

C=x34x*+2x>4+3x%+ 4x7 + 5x% + 7x° + 8x1°% + 10x™! + etc.

waarvan iedere coéfficiént van de reeks aantoon, op hoeveel manieren de exponent van de macht van de
desbetreffende x in drie delen, ofwel gelijk, of ongelijk zijn, kan worden gedeeld. Zo wordt uit de term
8x10 afgeleid, dat het getal 10 op acht diverse manieren in drie delen gedeeld kan worden, die partities

zijn:
10=1+1+8;j10=2+2+6
10=1+2+7|10=2+3+5
10=1+3+6|10=2+4+ 4
10=1+4+5110=3+3+ 4

Deze reeks C, die in het oneindige doorgaat, is dus dienstbaar voor het delen van alle getallen in drie delen.

§23. Op een vergelijkbare manier de hoeveelheid D, omdat die alle producten uit vier termen van
dereeks A = x* + x? + x® + x* + etc. bevat, als herhaling van dezelfde term niet is uitgesloten: Hij zal
bestaan uit de reeks van de machten van x, waarvan de exponenten bestaan uit vier getallen, die of gelijk,
of ongelijk zijn. In deze reeks zal iedere macht van een zodanige x dus een coéfficiént hebben, die toont, op
hoeveel verschillende manieren de exponent door optellen van 4 getallen kan resulteren. Verder wordt
hierdoor gevonden:

D =x*4+x%42x% 4+ 3x7 + 5x% + 7x° + 9x1°% + 11x* + etc.
Deze reeks, die in het oneindige doorgaat, toont dus, op hoeveel verschillende manieren ieder getal in vier

delen kan worden gedeeld. Zo wordt uit de term 9x° geconcludeerd dat het getal 10 op negen manieren
in vier delen kan worden gedeeld. Namelijk, deze partities zijn:

10=1+1+1+7|10=1+2+2+5
10=1+1+2+6(10=1+2+3+4
10=1+1+3+5|10=1+2+3+4
10=1+1+4+4110=2+2+2+4
10=2+2+3+3

§24. Door het voortgaan op deze manierzal verdernog zijn, dat de letter E zo de reeks
samengesteld zal zijn uit de machten van x, dat de coéfficiént van welke term dan ook aantoont, op
hoeveel verschillende manieren de exponent van x in vijf delen kan worden gedeeld. Verder zal gelden:

E =x%4x%+2x7 4+ 3x% 4+ 5x° + 7x*° + 10x** + 13x'? + etc.

Op een gelijke manier zal de waarde van de letter F de reeks zijn, die zorgt voor partities in zes delen, en
de waarden van de letters G, H, I, etc. gelden voor partities in respectievelijk zeven, acht, negen, etc. delen,
verder geldt:

F=x%4+x7+2x% + 3x% + 5x1° + 7x* + 11x? + 14x'3 + etc.
G=x"4+x8+2x% +3x1° + 5x11 + 7x1% + 11x13 + 15x™* + etc.
etc.

Als deze reeksen met die worden vergeleken, die we in de oplossing van het eerder genoemde Probleem
voor dezelfde letters vinden, zal spoedig blijken dat al het onderscheid slechts in de macht van x staat, en
dat de beide corresponderende coéfficiénten vergelijkbaar voortgaan. Opdat wij niet door uitschrijven
verder naar een zekere plek gaan, overwinnen we die overeenstemming met de volgende demonstratie.
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§25. Laten we de twee eerdergenoemde waardes van s bekijken, die zijn:

s=14+Az+Bz?>+Cz® + Dz* + Ez° + etc.

1
- (1 -x2)(1-x22)(1-x32)(1—x%*z)(1—x52) etc.

N

die, als xz overal op de plaats van z wordt geplaatst, afwezig zijn in ¢t en dan geldt:
t =1+ Axz + Bx?z%? + Cx3z% + Dx*z* + Ex°z5 etc.

1
- (1-x22)(1-x32)(1—-x%*2)(1—-x52) etc.

t

vanwaar, als de latere waarden van s en t afwisselend worden vergeleken, spoedig duidelijk is:

s= i, of t = (1 — xz)s, wat duidelijk hetzelfde verband zal zijn, omdat het ook de plaats moet

innemen tussen de eerdere waarden van de letters s en t:

t=1+Axz+Bx%z%+Cx3z3+Dx*z*+Ex°z° etc.=
(1-x2z)s=14+Az+Bz2%+Cz3+Dz*+Ez>+etc.
—xz—Axz?2—-Bxz3—-Cxz*—-Dxz5+etc.

Vanwaar door gelijksoortige termen te vergelijken wordt gevonden:

A=
1-x
Ax x?
B= 1-xx  (1-x)(1-x2)
_ Bx _ x3
C_l—x3 T (1-x)(1-x2)(1-x3)
_ Cx x4
D T1-x% T (1-x)(1-x2)(1-x3)(1-x*%)

etc.

§26. Uit deze formules wordt begrepen, dat deze reeksen niet alleen ook recursief zijn, zoals de
eerdergenoemde, maar ook dat beide van coéfficiénten dezelfde regelmaat hebben. Opdat, als de tellers

verwaarloosd zijn, daarom geldt:

A= —— A= Ak
1-x
_ 1 a2
" a—0(-x2) B =%x
— 1 — 3
& o ¢ =0x
— 1 — 4
b= (1-x)(1-x2)(1—x3)(1-x%) D ="Dx
etc. etc.

12

Een partitie van elk getal in zoveel delen, die ofwel gelijk, ofwel ongelijk zijn, hangt af van de vorm van de
reeksen U, B, €, D, etc., die, zoals we eerder hebben gezien, aantonen op hoeveel verschillende manieren
ieder getal uit een aantal oorspronkelijke termen van deze reeks 1, 2, 3,4, 5, etc. door optellen kan worden

gemaakt. Omdat zo geldt: B = Bx?2, kan elk getal n + 2 op net zoveel manieren in twee delen worden

gedeeld worden, als het getal n uit de getallen 1 en 2 door optellen kan worden gemaakt. Op gelijke wijze,
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omdat geldt: C = €x3, wordt het getal n + 3 op zoveel manieren in drie delen gedeeld, als het getal n uit
de getallen 1, 2, 3 kan worden samengesteld. En in het algemeen kan het getal n + m op zoveel
verschillende manieren gedeeld worden in m, ofwel gelijke, ofwel ongelijke, delen, als het getal n uit de
getallen 1, 2, 3, ..., m door optellen kan worden gemaakt.2!

§27. Dit Probleem hangt dus ook af van de oplossing van de vraag, waarin gevraagd wordt, op
hoeveel verschillende wijzen een gegeven getal uit zoveel oorspronkelijke termen van deze reeks
1,2, 3,4, etc. door optellen kan ontstaan. Als het dus zo is, zoals eerder genoemd deze formule van het
schrijven, N het aantal manieren aangeeft, waarop het getal N uit de getallen 1, 2, 3, ..., m door optellen
kan worden samengesteld, of waarop het getal N in hoeveel delen ook kan worden gedeeld, waarvan geen
groter getal groter is dan m; dit voorgelegde Probleem zal ook door de notatie van deze manier opgelost
kunnen worden. Natuurlijk zal n™ aantonen op hoeveel verschillende manieren het getal n + m in m,
ofwel gelijke, ofwel ongelijke, delen kan worden gedeeld, zal de formule (N — m)™ het aantal gezochte
manieren aantonen. Als dit Probleem dus bij het vorige wordt samengevoegd, zal duidelijk zijn, dat het

getal n + m op zoveel manieren in m delen, die of gelijk, of ongelijk zijn, kan worden gedeeld, als het getal
m(m+1)
n+

in m ongelijke delen kan worden gedeeld.

§28. De oplossing van beide Problemen, die voorgelegd zijn door de zeer bekende Naude, wordt
hiertoe herleid, opdat bepaald wordt, op hoeveel verschillende manieren ieder getal n uit deze
1,2,3...... m door opsomming kan worden gemaakt; of opdat de waarde van de notatie n™ wordt
onderzocht. Daarom kan dus dit nieuwe Probleem uit de al eerder verzonnen formules zeer gemakkelijk
worden afgeleid, wat we zo zullen zien. En eerst zal, als geldt m = 1, omdat ieder getal op een unieke
manier uit alleen maar enen door optellen kan ontstaan, zeker gelden n® = 1, omdat dezelfde eerste

formule A= i, of de reeks daarvan gevormd: =1 + x + x? + x3 + x* + x° + etc., dat duidelijk toont.

§29. Aangezien de reeks B= toont, op hoeveel verschillende manieren ieder getal uit de

_r
(1-x)(1-x2)
getallen 1 en 2 door optellen kan worden gevormd, zal in die reeks de coéfficiént van de macht x™ gelijk
zijn aan n®), want deze uitdrukking is aangesteld om aan te duiden, op hoeveel manieren het getal n uit de
getallen 1 en 2 door optellen kan ontstaan. Hierom zal dus gelden:

B=1+1@x +2@x2 + 33 4 4@x* 4+ 5@)x5 4 6@ x6 + etc.
en naar vergelijkbaarheid van deze uitdrukking zal gelden
WA=1+ 1Wx + 2Wx2 4+ 3MWx3 + 4Wx* 4 50Wx5 + 6Mx6 + etc.

Maar vervolgens, omdat geldt:
A= ——en B 1

1-x - (1-x)(1-x2)’
zal gelden:
A= B(1-x?),

vanwaar het volgende verband tussen deze reeksen opkomt:

A =14+1Wx +2MWx2 4 303 4 4Wx4 4 5MWy5 4 6Wx6 4 .
+3B } =14+ 1@x 4+ 2@x2 4 3@)x3 4 4@)x* 4 5@)x5 1 6@ x6 + etc.
—B x? —x2 — 1@x3 — 2@yt _ 3@x5 — 4@Dx6 _ et

21 . .
Wederom te bewijzen met een Ferrers diagram.
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Maar als een vergelijking van de gelijksoortige termen hieruit wordt opgesteld, zal gelden:

1@ = 1M

2@ =20 41
32 =31 4 1@

7(2) = 7(1) 4 5@)
8(2) =g 4 @
9@ = 9 4 7(2)

42 = 41 4 2
52 =5® 4 3

63 = (1) 4 42

§30. Over het algemeen zal dan gelden n® = n® + (n — 2)®.22 Omdat dus geldt: n® = 1, zal
gelden n® = 1 + (n — 2)@; en zo zullen de coéfficiénten van de reeks B bepaald worden, opdat elke
laatste term gelijk is aan de voorlaatste, vermeerderd met één. Of, omdat de reeks U alle coéfficiénten,
enen, is,23 zal uit de reeks U op de volgende manier reeks B worden gevormd.

A =14+x+ x2+ 3+ x* 4+ x5+ x4+ x7 + x8 + x° +etc.
14+ 1 4+2 42 +3 +3 +4 + 4%
B =1+x+2x2+ 2x3+ 3x* + 3x5 + 4x° + 4x7 + 5x8 + 5x? + etc.

Natuurlijk, omdat de twee aanvankelijke termen 1 + x van de reeks 8B vaststaan, worden ze onder de
derde en vierde termen van de reeks 2 geschreven, en van hieruit ontstaan door optellen de derde en
vierde termen van de reeks B, die verder onder de vijfde en zesde termen van de reeks U geschreven en
opgeteld de vijfde en zesde term van de reeks 8B zullen geven, en op deze manier vordert de reeks B, tot

hoever het nodig zal zijn, gemakkelijk. Het echter hiervan af dat geldt: n(®= 2 (n*1), als natuurlijk n een
2 +2

oneven getal is, zal gelden: n(2)=% (n + 1), of als echter n een even getal is, zal gelden: n(®= % (n+2).

§31. Omdat verder geldt

1
T (1-x)(1-x2)(1-x3)
zal gelden
B=C1-x%,

vanwaar, omdat een algemene term van de reeks € n®x™ is, wordt het volgende verband tussen de
reeksen B en € geboren:

B =1+1@x+2@x2 + 3@Dx3 + 4@x* 4 5055 + 6@ x® + etc.

+C =1+1® x4 2@ x243@)x314B) x4 4535163 x6 1 etc.
—@ x2 —1x3-1B)x*-22)x5-3B)x6-etc. 25

Als deze vergelijking al tussen de gelijksoortige termen wordt geplaatst, zal gelden:

13 =1@ 4B) = 42 £ 13)76) = 7(2) 4 4B3)
23) = 203 53) = 52 £ 23|83 =g@ 4 53
33 =3@ 4 1166 =5 1 33)[9B) = 92) 4+ @

en algemeen: n® = n® + (n — 3)®
De reeks € wordt dus uit de reeks 8B en zijn voorgaande termen op de volgende manier gemakkelijk
gevormd. Laten we echter de machten van x laten vervallen, omdat het gehele werk op coéfficiénten
berust:

%2 In het manuscript staat n®, wat uit de context duidelijk n™ moet zijn.
23 T . .
Alle coéfficiénten in U zijn 1.
** We beschouwen alleen de coéfficiénten.
» Op deze regel stond in het manuscript de vorige regel ook, maar uit de context bleek dat ongeldig.
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B=1+1+2+2+3+3+4+4+5+5+ 6+ 6 + etc.
1+1+2+3+4+5+7+8+ 10
C=1+1+2+3+4+5+7+8+10+12+ 14+ 16 + etc.

Natuurlijk wordt de reeks € onder de reeks 8B geschreven, door het aanvankelijk onder de vierde term te
zetten, en zoals de reeks € ontstaat op grond van deze manier, zo zal hij ook onder reeks B worden
samengevoegd.

§32. Omdat vervolgens geldt
1

= (1-x)(1-x2)(1-x3)(1-x%)’

D

zal gelden
C=(1-xYHD.

Vandaar wordt op een vergelijkbare manier, zoals we er nu al gewend aan zijn, gevonden:

1® =13 4™ =43 41 |70 =7G) 4 3®
24 = 23|54 =53 + 1®| g = g® 4 44
3 =3B g4 = gB) L 2] 9g*H) = 9B) 4 5(*)

enin het algemeen: n® =n® + (n — 4)®
Op een gelijke manier wordt door het voortzetten geconcludeerd dat verder zal gelden:

n® =n® 4 (n—5)®

n® =n® 4 (n—6)®

n® =n® 4 (n—7)D
etc.

Vandaar wordt dus geconcludeerd dan in het algemeen zal gelden:
n(m) = n(m_l) + (n — m)(m) 26
Waar moet worden opgemerkt, als n < m zal hebben gegolden, dat de term (n — m)™ dan voorwaarts
vergaat,?’ of, echter geldt n = m, als ook geldt n — m = 0, dat de term (n — m)™ toch één is. Vervolgens
als geldt n — m = 1, zal ook gelden (n — m)™ = 1. Voor altijd zal 0™ dus zo gelden, netals 1(™ = 1, en
n® =1,
§33. Als deze verbanden tussen de reeksen U , B, €, D, etc. opgemerkt zijn, worden ze zeer

makkelijk gevormd, en tot hoever het nodig is, vorderen ze, welke berekening door een hier toegevoegd
schema duidelijk wordt.

[SCHEMATISMUS]) 28

*®Inde bijlage staat weer extra uitleg.
27 .

niet bestaat
*® Schema
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§34. Op deze manier is de hier toegevoegde tabel door alleen voortdurende optellen gemaakt, en
de verhouding van de constructie is zo onderzocht door onderzoeken, dat hij door een betere uitleg niet
ontbreekt. Met behulp van deze tabel wordt dus onmiddellijk dit Probleem opgelost, waarin wordt
gevraagd, op hoeveel verschillende manieren een gegeven getal n uit deze getallen 1,2, 3 ... ... m door
optellen kan worden gemaakt. Als zo wordt gevraagd, op hoeveel verschillende manieren het getal 10 uit
deze getallen 1, 2, en 3 door optellen kan ontstaan, zal gelden n = 10 en m = 3, en uit de tabel wordt het
aantal manieren = 14 gevonden, die manieren zijn:

10=1+1+1+1+1+1+1+1+1+1 10=1+1+1+2+2+3
10=1+1+1+1+1+1+1+1+2 10=1+1+2+2+2+2
10=1+1+1+1+1+1+1+3 10=1+1+2+3+3
10=1+1+1+1+1+1+2+2 10=1+2+2+3
10=1+1+1+1+1+2+3 10=1+3+3+3
10=1+1+1+1+2+2+2 10=2+2+2+2+2
10+1+1+1+1+3+3 10=2+2+3+3

Als wordt gevraagd, op hoeveel verschillende manieren het getal 25 uit deze getallen 1, 2, 3, 4, 5 door

optellen kan worden gemaakt, gegeven= 25 en m = 5, wordt uit de tabel het aantal manieren =
377 gevonden.

Als wordt gevraagd op hoeveel verschillende manieren het getal 50 uit deze getallen

1,2,3,4,5,6,7,8,9,10 door optellen kan resulteren, met n = 50 en m = 10, wordt het aantal manieren =
62740 gevonden.

Als of het voorgelegde getal, of het aantal delen groter is dan in de tabel, dan zal het kleinere aantal van de
gevallen uit de tabel met hulp van de eerder genoemde gevonden formules zonder moeite kunnen worden
gevonden. Zoals wordt gevraagd, op hoeveel manieren het getal 60 uit de getallen 1,2,3 ... ... 20 door
optellen kan resulteren, zal n = 60 en m = 20 gelden, en de waarde van de formule 602% wordt gevraagd.
Zeker geldt 609 = 601 + 4039, en 601 = 6018 + 4119 en verder 601 = 6017 + 4208 en
6017 = 6019 + 4307 en zo voort. Vandaar zal uiteindelijk gelden
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6030 = 4030 4 4109 4 4208) 4 4307 4 4406 4 ... 591,

die getallen uit de tabel opgeteld geven 791131, en op net zoveel manieren kan het getal 60 uit de
getallen1,2,3 ... ... 20 door optellen worden gemaakt.

§35. Met behulp van deze tabel uitgelegd kunnen vervolgens beide Problemen van de zeer
bekende Naude worden opgelost. Maar als eerst wordt gevraagd, op hoeveel manieren het gegeven getal N
in m delen, die onderling ongelijk zijn, kan worden gedeeld, gebeurt dit, zoals we eerder aantoonden, op

m(m+1)>(m)
2

zoveel manieren, als dat eenheden worden bevat in de uitdrukking (N — zoals de tabel aantoont.

Laten we het gebruik van de tabel dus aantonen met voorbeelden.

L. Wordt gevraagd, op hoeveel verschillende manieren het getal 25 in 5 ongelijke delen kan worden gedeeld?
Dit zal dan gelden: N = 25 enm = 5, vandaar @ = 15 en het antwoord zal de formule 10

omvatten, die uit de tabel is = 30 zo, dat de partitie op 30 manieren kan worden opgesteld.

1. Wordt gevraagd, op hoeveel verschillende manieren het getal 50 in 7 ongelijke delen kan worden
gedeeld?

Ditgeldt: N =50enm =7en N —
= 22 = 522

mm+l) _ 22, vanwaar het aantal partities, dat gevraagd is,

III. Wordt gevraagd, op hoeveel verschillende manieren het getal 100 in 10 ongelijke delen kan worden
gedeeld?
m(m+1)

Omdat geldt: N = 100 en'm = 10 zal gelden N — ——— = 45 en het aantal partities 4509 = 33401

wordt gevonden.

IV. Wordt gevraagd, op hoeveel diverse manieren het getal 256 in 20 ongelijke delen kan worden gedeeld?
m(m+1) _

Voor N = 256 enm = 20 zal gelden N — ——— = 46, en het aantal partities wordt = 4620 = 96271.

V. Wordt gevraagd, op hoeveel verschillende manieren het getal 270 in 20 ongelijke delen kan worden
gedeeld?

Voor N = 270 enm = 20 zal gelden N —

m(m+1)

= 60 en daarom is het gevraagde aantal partities

= 60?9, waarvan we eerder gevonden hebben dat de waarde = 791131. Op net zoveel diverse manieren
kan het getal 270 dus in 20 ongelijke delen worden gedeeld.

§36. Op vergelijkbare wijze wordt ook uit de tabel het andere Probleem opgelost, waarin wordt
gevraagd:

op hoeveel verschillende manieren het getal N in m delen kan worden gedeeld, gelijkheid van delen
niet uitgesloten?

Want eerder hebben we aangetoond dat het gevraagde aantal partities wordt omgevat in deze formule
(N — m)™), welke waarde mogelijk uit de tabel wordt gehaald. Opdat daardoor deze oplossing
makkelijker wordt begrepen, voegen we een aantal voorbeelden toe.

I. Wordt gevraagd, op hoeveel verschillende manieren het getal 25 in vijf, ofwel gelijke, ofwel ongelijke delen
kan worden gedeeld?
Hier geldt N = 25enm = 5, vanwaar N — m = 20, en het aantal partities zal zijn 20?9 = 192,
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II. Wordt gevraagd, op hoeveel verschillende manieren het getal 50 in 7 gelijke of ongelijke delen kan
worden gedeeld?
Voor N = 50 en m = 7 zal gelden N — m = 43, en het gevraagde aantal delingen wordt 43(7) = 8946.

II. Wordt gevraagd, op hoeveel verschillende manieren het getal 50 in tien gelijke of ongelijke delen kan
worden gedeeld?
Voor N = 50 en m = 10 zal gelden N — m = 40 en het aantal partities zal zijn 4019 = 16928.

IV. Wordt gevraagd, op hoeveel verschillende manieren het getal 60 in 12 ofwel gelijke, ofwel ongelijke
delen kan worden gedeeld?
Omdat geldt N = 60 en m = 12, zal gelden N — m = 48 en het gevraagde aantal partities zal zijn
48012 = 74287.

V. Wordt gevraagd, op hoeveel verschillende manieren het getal 80 in 20 gelijke of ongelijke delen kan
worden gedeeld?
Er zal dan gelden: N = 80 en m = 20, vanwaar N — m = 60 en het aantal delingen zal zijn 60?% =
791131.

§37.In de horizontale reeksen, die de tabel toont, is het handig de overeenstemming op te merken
tussen de oorspronkelijke termen van deze reeks, die daarheen langer voortgaat, waardoor het getal m
groter geweest zal zijn: zo heeft de vijftiende reeks zijn vijftien oorspronkelijke termen gemeen met alle
volgende reeksen. Hiervandaan zal de reeks kunnen worden gevonden, die, na het getal m in het oneindige
te vergroten, beantwoord, welke waarden van de formule n(* hij dan zal bevatten; wat kenbaar maakt,
op hoeveel verschillende manieren het getal n, uit alle voorgaande gehele getallen door optellen kan
worden gemaakt. Deze vraag, waar we steeds dieper op ingaan, schijnt dus geldig. Omdat n(*> alle
partities van het getal n in zijn geheel bevat, voor ieder aantal delen tegelijk genomen opgeteld: n(=) zal
gemaakt zijn uit de aantallen partities in 1, 2, 3, 4, ... tot m delen, die of gelijk, of ongelijk zijn; omdat het
getal n niet in meer dan n delen kan worden gedeeld. Voor deze zaak zal gelden:

N =mn-1DV+n-2)D+n-3)+n-49)® +n-5+..... (n—n)™

in welke reeks dan de eerste term (n — 1), die het delen in één deel toont, zoals de laatste (n—
n)™, die het delen in n delen toont, één is. Hiervandaan kan de reeks getallen n(), die in het einde?® van
de tabel wordt getoond, door optellen van termen van eerdere reeksen worden gevonden. Zo zal gelden:

6 =GV +@)PD+B)P+ QD+ (DO + ()@ =1+3+3+2+1+1=11,
welk getal in de onderste reeks van de tabel wordt gehad onder getal 6.
§38. Deze berekening kan verder worden samengetrokken met hulp van het eerder gevonden
Lemma
, vanwaar geldt:

Want omdat geldt:

n®=n-1DV+ n-2)D+ m-3)+ m-PD+ -5 +(n-6)® + etc.

29
aan de onderkant
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als op elke plaats van n n — 1 wordt geschreven, zal gelden:
=D =n-1DO+ m-2)YV+ m-3)P+ -+ =5 + (n—6)® + etc.

Waar voor de formaliteit de term (n — 1)(® voor wordt geplaatst, waarvan de waarde 0 is. Als dus de
onderste reeks van die daarboven wordt afgetrokken, zal met behulp van het Lemma ontstaan:

n®—nn-DP=n-2)DV+ -+ -6+ m-8)H + n—10)® + (n — 12)©®

en zo wordt elke term n(* met behulp van de voorgaande (n — 1)(*) door optellen van twee keer minder
termen, dan eerst, gevonden. Dan zal gelden uit: de stappen

12 =110 + 10® 4+ 8@ + 63 + 4™ + 20 4 0©® of 12() =56 +1+5+7+5+2+1 =77,
welk getal voor de waarde van 12(*) ook in de tabel wordt gevonden.

§39. Op een vergelijkbare manier kan deze berekening anders worden samengetrokken, omdat
immers geldt:

n®—nn-1DD=n-2)V+ -9+ -6+ m—-8)H + (n—10)® + etc.
waar we op de plaats van n n — 2 plaatsen, zullen we hebben:

n=2)-n=-3)DV=n-2)P+ m-HPD+ n-6)P+ (n-8)3 + (n—10)® + etc.

waar we voor de formaliteit de term (n — 2)(® = 0 ervoor plaatsen. Nu zullen we de reeks door het
bovenstaande af te trekken met behulp van het Lemma verkrijgen.

() _ — 1)
(+ " 2 J(r“( 1)3)(00)} =m=-3) D+ -6+ (-9 + (n—12)® + (n—15)® + etc.
(n— n—

Als deze reeks P wordt genoemd, zal gelden:
) =mn-1D+n-2)—mn-3))+P.

In de gevraagde reeks is het nodig om voor het bepalen van elke term n(*) behalve de waarde van deze P,
telkens drie voorgaande termen te kennen. Door het voortgaan op deze manier verdwijnt uiteindelijk de
hoeveelheid P, en iedere term van die reeks wordt door alleen voorgaande temen bepaald, wat de
eigenschap is van een recursieve reeks.

§40. Duidelijk is gemaakt door deze zaak dat de reeks recursief is uit het ontstaan daarvan, omdat het

uitwerken van deze breuk ontstaan:
1

1-x1-x)A-x3)A —xH)(1 —x3)(1 — x°) etc.
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Het onderlinge verband van deze reeks zal er dus zijn, als deze noemer door het doen van
vermenigvuldiging wordt uitgewerkt. De noemer, die op de volgende manier uitgedrukt is, wordt door
deze vermenigvuldiging gemaakt.

T—x—x?4+x54+x7 —x"2 — x5 4+ x22 4 x26 — x35 — x40 1 51 4 x57 — x70 — x77 4 etc.

Laten deze machten van x een wet van een zekere hoedanigheid hebben, uit deze vorm schijnt het met
moeite te kunnen worden bepaald; inmiddels blijkt spoedig toch uit onderzoeken, dat afwisselend telkens

twee termen positief en negatief zijn. En niet minder worden exponenten van x geobserveerd een zekere
n(3nt1)
wet te hebben, vanwaar een term van x in het algemeen wordt verenigd x~ 2 . Natuurlijk komen geen

3nntn
2

zeker zo de machten, die uit oneven genomen getallen voor n bestaat, een - teken zullen hebben, die
echter uit even getallen worden gevormd, een + teken hebben.

andere machten voor, behalve waarvan de exponenten worden bevat in deze formule , opdat ook

§41. Deze vorm verschaft ons dan het onderlinge verband van de gevraagde reeks, waardoor het
zal zijn

N =mn-D+n-2)D-n-5-n-7)+n-12)* + (n — 15)* — (n — 22)
—(n—26)*) + (n—35)) + (n —40)*) — (n — 51)* — (n — 57)(*) + etc.

Het zal, als gemakkelijk geprobeerd wordt, duidelijk zijn dat deze regelmaat past. Als n = 30 wordt
gevonden, zal zo gelden:

300 = 29(®) 4 28() — 25(*) — 23(=) 4 18(*) 4 15(=) — g(®) — 4(=)
is immers, als deze getallen uit de tabel zijn opgeteld
5604 = 4565 + 3718 — 1958 — 1255+ 385 + 176 — 22 -5
En op deze manier, waarop het aan een stuk door mogelijk is, kan deze reeks worden voltooid.
§42. Aangezien de reeks voor de waarde m = 20 zeker al gevormd is, zal daardoor voor een grote

hoeveelheid de gevraagde reeks voor de waarde m = oo makkelijker worden gevonden. Omdat de reeks
n® immers wordt gevormd uit het uitwerken van deze breuk:

1
1-x1-x3)1—-x3)(1—x%)..... (1 —-x29

wordt de reeks n(® zeker gevormd uit het uitwerken van deze breuk:

1
1-x1-x3)1-x3)(1—-x%)..... (1—-x)

het is duidelijk als deze reeks wordt vermenigvuldigd met

(1—x2H)(1 —x22)(1 — x23)(1 — x*)(1 — x?>)etc.
of met
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1 — 21 — 22 _ 323 _ 424 _ 425 _ 426 _ 427 _ ot 30
+x3 + x* + 2x*5 + 2x*6 + 3x*7 + 3x*8 + 4x* + 4x50 + etc. 3
—x06 — x67 — 258 — 3x59 — 4x70 — 5x71 — 7x72 — 8x73 — 10x7* — etc.32
+x% + x%1 + 2x%2 4+ 3x%3 + 5x%* + 6x%° + 9x%° + 11x%7 + 15x%8 + etc.
—x115 _ 116 _ 9,117 _ 3,118 _ 5,119 _ 7,120 _ 105121 _ 125122 _ 185123 — otc.
etc.
dan de eerdere moet verschijnen. Hiervandaan wordt geconcludeerd dat zal gelden:

n0 = n(*) — (n —21)*) — (n = 22)*™) — (n — 23)*) — (n — 24)*) — etc.
+(n —43)®) + (n — 44)*™ 4+ 2(n — 45)*™) + 2(n — 46) + 3(n — 47) + etc.
—(n—66)® — (n—67)* —2(n - 68) —3(n—69)* —4(n —70) — etc.
+(M —90)®) + (n —91)*™ + 2(n — 92)* + 3(n — 94)(*) + 5(n — 95)(*™ + etc.
- =115 = (n = 116)*) = 2(n — 117)® —3(n — 118)(*™ — 5(n — 119)(™ — etc.
etc.
van welke reeks de coéfficiénten voortgaan volgens de eerdere reeksen voor partities van de getallen
2,3,4,5, 6, etc. delen, die dienstbaar zijn.

§43. [ (n — 21) toont de som van alle reeksen van de reeks n(*), die zijn:
1+414+2+3+54+7+11+ 15+ 22+ 30 + etc.

aan een stuk door tot de term, inclusief, (n — 21)(* : en laat op een vergelijkbare manier [ p(* in het
algemeen de som zijn van alle termen van dezelfde reeks aan een stuk door tot de term, inclusief, p(°°) ,
welke sommen gemakkelijk succesvol worden gemaakt, er zal gelden:

n?0 =n — [(n =21) + [ (n = 43)® + [ (n — 45)) + [ (n — 47)(* + etc.
[ (n-66)* - [(n—68) — [ (n—69)) — [ (n—70)) — etc.
+f (m=90)) + [ (n —92) + [ (n —93)*I(e0) + 2 (n — 94) + etc.
etc.
En vandaar zal daarom gelden:

n® =nC 4 [ (n—21)®) = [ (n —43)) — [ (n — 45)) — [ (n — 47)() — etc.
+f (n—66) + [ (n—68) + [ (n—69)* + [ (n— 70)( + etc.
—[(n=90)*) — [ (n—92)*) — [ (n —93)*® — 2 (n — 94)(*®) — etc.
etc.

Met behulp van deze formule, behalve als n een zeer groot getal is, wordt uit de reeks voor een partitie in
20 dienstbare delen de reeks n® makkelijk bepaald, en op deze manier wordt dit in de gemaakte tabel
gereproduceerd, omdat overal het verlopen van de termen n(* boven de termen n® zijn toegedeeld.33

§44. Als deze reeks gemaakt is door ieder voorgelegd getal, zal bepaald kunnen worden, op hoeveel
manieren hij in delen kan worden gedeeld. Zo blijkt dat het getal 10 in zijn geheel op 42 manieren uit
optellen kan resulteren, en het getal 59 zal op zoveel manieren uit optellen worden gemaakt, als dit getal
831820 toont. Maar indien grotere getallen worden voorgelegd, dan de tabel, die hier gepresenteerd
wordt, daarentegen laat zien, moet in ieder geval het verlangde getal anders door eerder genomen, hier

% telkens één van de machten vermenigvuldigd met allemaal resterende enen

*! telkens twee van de machten vermenigvuldigd met allemaal resterende enen

*? telkens drie van de machten vermenigvuldigd met allemaal resterende enen, etc.

* Overal waar n™ gebruikt wordt, zal dat meer zijn dan n®® (, want anders zou je dat niet gebruiken).
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gegeven reeksen worden onderzocht. In deze partities wordt de gelijkheid van delen verder niet
uitgesloten. Vanwaar een nieuw Probleem ontstaat, waarin voor ieder voorgelegd getal het aantal van alle
partities in onderling ongelijke delen wordt gevraagd, welk Probleem wordt opgelost met behulp van deze
uitdrukking: (1 + x)(1 + x3) (1 + x*)(1 + x*)(1 + x°)(1 + x%)etc. Als deze factoren om beurten
onderling zijn vermenigvuldigd, ontstaat immers de reeks, waarin iedere coéfficiént toont, op hoeveel
verschillende manieren de exponent van x in onderling ongelijke delen kan worden gedeeld.

§45. Als nu verder dit product met de hand wordt uitgewerkt, wordt deze reeks gevonden:

T4+ x4+ x%42x3 4+ 2x% +3x% 4+ 4x° + 5x7 + 6x8 + 8x° + 10x™° + 12x** 4+ 15x'% 4+ 18x"3 4 22x4
+ 27x15 4+ 32x1% 4 38x17 + 46x'8 + 54x1° 4+ 64x2° + 76x21 4+ 89x22 + etc.

die, omdat het het product is uit oneindig veel factoren, die een simpele wet dan bewaakt34, door alle
aandacht waardig schijnt. Maar eerst is zeker duidelijk, dat de coéfficiénten van deze termen meestal even
zijn, en dat ze alleen oneven zijn, die verbonden zijn met een macht van een zodanige x, waarvan de
exponenten in deze vorm @ worden bevat: van welk fenomeen het verband hetzelfde is, en

3nntn

omdat we hiervan rondom de exponenten dezelfde vorm op de uitwerking van het product

(1—x)1—x)(1 —x3(1 - xYetc.
observeren. Omdat verder geldt:

2 3 4 _ (1) (1-x*)(1-x°)(1-x8)etc. 35 36
A+xA+x)A +x>)(A + xYetc.= o) (LoD (L) (1 Pete.

Verschijnt dat de eerder verzonnen reeks wordt weergeven door deze breuk:

1—x2 —x* + x10 4+ x™ — x2% — x30 4 x** 4+ x52 — x70 — x80 4 etc.

1—x —x% +x5 +x7 —x12 — x5+ x?2 + x26 — x35 — x*0 + etc.

vanwaar ze op de wijze van recursieve reeksen zal kunnen worden gevormd.

§46. Verder wordt deze reeks zonder twijfel zeer gemakkelijk geconstrueerd uit zijn karakter,
waarin de coéfficiént van iedere term moet aantonen, op hoeveel verschillende manieren de exponent van
x in ongelijke delen kan worden gedeeld. Laat N de coéfficiént zijn van de macht x™ in deze reeks, en er zal
gelden:

N=(n-1DD+n-3)+n-6+n-100® + (n-15) + (n —21)©® + etc.

Want (n — 1)® = 1 toont dat het getal n op één unieke manier uit één deel bestaat: (n — 3)® toont op
hoeveel manieren het getal n in 2 ongelijke delen gedeeld kan worden, (n — 6)® toont op hoeveel
manieren het getal n in 3 ongelijke delen kan worden gedeeld, en zo voort.

En vandaar kan deze reeks met behulp van de gegeven tabel doorgaan, hoever het gewenst is. Overigens is
bij deze notatie geldig, dat als het aantal partities in de even aantallen delen negatief worden genomen,
deze uitdrukking resulteert:

n—1D® - n-3)D + m-6)® — (n—-100P + (n+ 15O — (n—21)©® + etc.

** die een regelmaat bevat

35 (1-2)(1+x)(1-x2)(1+x%)etc.
(1-x)(1-x2)etc.

** Net voor de etc. stond een + in het manuscript, dat leek ons ongepast en niet kloppend, dus hebben we het

weggehaald.

=1 +x)(1 + x?)etc.
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3zz+z
2
omvat, dan is de waarde van deze uitdrukking ofwel +1 ofwel —1, voor als het getal of oneven of even zal

is altijd 0, als niet geldt dat het getal n in deze vorm wordt omvat s als echter n in de vorm wordt

zijn.

§47. Zoals wij in zoverre het vaststellen van delen voor alle gehele getallen toelaten, zo kan het
aantal van de vragen door het voorwaarts beperken van de delen in het oneindige worden vergroot: Bij
deze opdracht, omdat de methode zeker het oplossen van een dergelijke vraag zal geven, zal ik me niet
langer ophouden. Het zal voldoende zijn uit het voorgaande de opvallende eigenschap van een partitie in
oneven delen op te merken. Omdat geldt:

1

(1 +x)A+x*)(A +x*)(A + xHete.= -0 -1 251 —x)(1 — 2 etc.

welke formule uit de vergelijking, die in §44 getoond is, uit zichzelf ontstaat, hieruit volgt, dat ieder getal
op zoveel manieren uit alleen oneven getallen kan worden gemaakt, als hetzelfde getal volledig in
onderling ongelijke delen kan worden gedeeld. Zo, omdat het getal 10 op tien manieren in ongelijke delen
kan worden gedeeld, welke manieren zijn:

10 =10 10=1+2+7
10=1+9 10=1+3+6
10=2+38 10=1+4+5
10=3+7 10=2+3+5
10=4+6 10=1+2+3+4

kan hetzelfde getal 10 op tien manieren uit slechts oneven delen door optellen worden gemaakt, op deze

manieren:

100=1+1+4+14+1+1+1+14+1+1+1 10=1+3+3+3
100=1+1+14+14+1+4+1+1+3 10=1+1+14+1+4+3+3
10=1+4+1+14+14+1+45 10=1+14+3+5
10=1+4+1+1+7 10=3+7

10=1+9 10=5+5

§48. Als dit overdenken is afgesloten, ga ik verder om te onderzoeken, op welke manier ieder
getal uit de termen van de meetkundige reeks 1, 2,4, 8, 16, 32, etc. door optellen kan worden gevormd.
Maar als zeker eerst al deze delen onderling ongelijk moeten zijn, wordt de vraag opgelost door het
uitwerken van deze uitdrukking:

s=1+x)1+x)A+ x4+ x8)(1 + x)(1 + x3?)etc.

Want, als het vermenigvuldigen door uitwerken is gedaan, zal de coéfficiént van iedere term aantonen op
hoeveel manieren de exponent van de verbonden macht x uit de getallen van de meetkundige reeks,
1,2,4,8,16,32, etc. door optellen kan worden gemaakt. Omdat dus ieder getal waargenomen is op één
unieke manier zo te kunnen worden gemaakt, moet worden aangetoond dat alle machten van x in deze
reeks voorkomen, en dat dezelfde coéfficiént van alle machten van x één is.

§49. Laten we
s=1+ax+px?+yx3+6x* +ex5+ {x° +nx” + 6x° + etc.

noemen, om dat aan te tonen, en laten we xx in plaats van x plaatsen om de waarden van de coéfficiénten
a,f,v, 6, etc. te vinden, en laat de waarde voor s, die op deze manier resulteert, = t zijn, dan zal gelden:
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t=0+x)HA+xMHA+ 231+ x)(1 + x3?)etc.

en daarom wordt
s=(1+x)t.

Als het verband in de reeksen is bekeken voor

t =1+ ax?+ Bx*+yx® + 6x8 + ex!® + etc.
wordt gevonden:

A+x)t=1+x+ax?+ax3+ px* + px5 +yx® +yx” + 6x8 + 6x° + etc.

welke vergelijking, omdat hij gelijk moet zijn aan de reeks s, van de coéfficiénten geeft;

a=1|6=Bm=y|xk=¢
B=ale=p|0=8|A=¢ etc.
y=alg=yli=81r=¢

vanwaar duidelijk is dat de coéfficiénten alleen gelijk zijn aan één, en dat vandaar geldt:

1
s=1+x+xz+x3+x4+xs+x6+x7+xs+etc.=1 o

wat duidelijk door zichzelf hetzelfde is, omdat geldt:
1-%),A+x)A+x)HA+xMHA +x8)(1 +x)etc.=1

§50. Zo wordt verder gevraagd, op hoeveel verschillende manieren ieder getal uit de termen van
meetkundige reeks 1, 2,4, 8, 16, etc., de gelijkheid van delen verder niet uitgesloten, door optellen kan
worden gemaakt: de oplossing zal gehaald moeten worden uit het uitwerken van deze breuk:

1
s=(1-x)(1—-x2)1—xH(1 —x8)(1 —x1)(1 — x32) etc.

want als dit is uitgewerkt, toont de coéfficiént van elke term in de reeks aan, op hoeveel verschillende
manieren de exponent van de verbonden macht van x uit de termen van de voorgelegde meetkundige
reeks door optellen kan resulteren. Laten we xx in plaats van x plaatsen en de waarde van s verandertin t,

dan zal gelden:
1

= (—x?) (1" (1—x®) (6 (1—x32) etc, ~ (L~ %S
dus geldt:
s=1+ax+pBx?+yx3+86x* +ex®+ {x® +nx” + 0x® + 1x° + etc.
er geldt:
(1—=x)s=1+ax+px?+yx3+86x* +ex®+ {x® +nx” + 0x® + 1x° etc.
-1 —a - -y -6 —e —=( -n -6 etc
=t=1 +ax? +Bx* +yx® +68x8 etc.
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vanwaar uit de gelijkheid van gelijksoortige termen wordt gezien

B=a+a=2 e=n+8=10 E=V+T]=26
y=B=2 1=0=10 0=§=26
S=y+B=2|x=1+e=14 |n=0+0=36 €
e=8=4 A=x=14 p=1=36
(=e+y=61p=A+0=20lo=p+1=146

§51. Door de notatie is deze reeks geldig, aangezien dan telkens twee termen overal gelijk zijn,
omdat deze dan zeer gemakkelijk wordt voortgezet, zover het gewenst is. Verder zal, als het verder is
gegaan, zijn:

14 x4+ 2x% + 2x3 + 4x* + 4x° + 6x° + 6x7 + 10x® + 10x° + 14x2° + 14x'* + 20x1% + 20x13 + 26x14
+ 26x'> + 36x° + 36x17 + 46x18 + 46x1° + 60x%° + 60x2t + 74x2? + 74x%3 + 94x%*
+ 94x2% + 114x2° + 114x?7 + 140x28 + 140x%° + 166x3° + 166x3! + 202x3% + 202x33
+ 238x3% + 238x35 + 284x3° + 284x%7 + etc.

Uit deze reeks is dus duidelijk dat het getal 30 wegens de formule op honderd zes en zestig
manieren uit de termen van de meetkundige reeks van twee door optellen gemaakt kan worden. Verder
zal de voor oplettende gemakkelijk duidelijk zijn, dat de wet van deze vooruitgang op geen manier door
algemene termen kan worden uitgedrukt, omdat het inderdaad een recursieve reeks is, waarvan het
onderlinge verband tot in het oneindige voortgaat. Verder zal dit oneindige product:

1-x)1 -2 —xHA - x3)A — 2191 — x3?)etc,,

als het wordt uitgewerkt, het onderlinge verband geven. Laten we om dit te vinden dit product p noemen,
wat verandert in q als op de plaats van x, x? wordt geplaatst, en er zal gelden:

g=01—-x)1-xH1—-x8)1 -« — x3?)etc.= 1 P of p=_1—-x)q.

—_ x’
Laat dus worden gesteld:

p=oax+pBx?+yx®+6x*+ex® + {x® +nx” +0x% + x? + kx10 + etc.
en er zal gelden:

1-x)g=1—x+ax?—ax3+ Bx* — x> +yx® —yx” + 6x% — 5x° + ex® — etc.

vanwaar door gelijksoortige termen te vergelijken wordt verkregen:
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a=—-1=-11g9g=§=—-1 o=-n=+1
B=a=-1 t==8=+1| t=0=-1
y=—a=+4+1 | k=¢eg=+1 p=-06=+1
§=B=-— A=—te=—-1] g==+1 etc.
a:—B:+1 H:§=+1 T=—1=-1
{=y=+1 v=—{=-1lv=xkx=+1

§52. De coéfficiénten van de reeks p, die uit het uitwerken van dit product:
A+ +x)A + x4+ x8)(1 + x)(1 + x3?)etc.

wordt geboren, zijn alle ofwel +1 ofwel —1, en toch verkrijgen ze door gewone gewoonte een toegewezen
wet, want er geldt:

p=1—-xt—x2+x3—x*+x5+x0—x7 —x8% + 2% + 210 — x + x12 — x13 — x1* 4 15 — x16 4 x17
4 x18 — x19 4 20 _ 521 _ 522 4 423 4 424 _ 425 _ 426 4 427 _ 428 4 429 | 430 _ 431
— x32 4 33 34 _ 435 4 436 _ 437 _ 138 4 439 4 140 _ 441 _ 442 4 443 _ 444 op
waar opgemerkt moet worden, dat iedere macht van een oneven exponent x?"** een teken tegengesteld
tot deze, die een macht x2" heeft. En dat het teken van deze altijd overeenkomt met het teken van de x™;
vanwaar het teken van welke macht dan ook gemakkelijk zal worden toegewezen. Maar als het teken van
deze macht x74% wordt gevraagd, zal, als we het alleen over het teken hebben, gelden:

1745 — _ 1744 — _,872

= _x436 — _ 5218 — _ 4109 — 4108 — | 154 — 1127 — _ 426 — _ 413 — 4,12

=+x¢ =4+x3=—x? = —x

X X

=

het teken van de macht x74° is dus tegengesteld tot het teken van de macht x*, wat, omdat het - is, + zal

zijn.

De tabel, die aantoont op hoeveel verschillende manieren ieder getal n uit de getallen 1, 2,3 4....m door
optellen gemaakt kan worden, of die de waarden van de formule n(™ presenteert.
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[BIJLAGE]
Bij voetnoot 10:
s=[Ir.,(1+xk2) =1+3> ,4;,(x)z¢;

de coéfficiént van x™ in A4;(x) is het aantal manieren om n te schrijven als een som van i ongelijke
positieve gehele getallen

Bij voetnoot 16:

s(2) =1 +x2)A+x22)(A +x32)(1 + x*2)(1 + x52) etc.
t(z) =s(xz) =1 +x2) -s(2)

A=Ax+x, B=Bx?+Ax%?, C =Cx®+Bx®, D = Dx*+ Cx*

Bij voetnoot 18:

1
1+ ayx + azx? + - + apxk

Als = X2, bixi ,dan volgt dat b, = 1 en

(14 a;x + azx? + -+ a,x*) - ¥, b;x* = 1. Dit uitschrijven geeft:
by + (by + a;bg)x + (by + a;by + ayby)x? + -+ + (b + ayby_q + azbp_y + -+ + agby)x*
+ (b + ayby + agbp_y + 4+ agb)x* 1 + (byyy + arbyyq + azby + -+ apby)xk i+ -

= 1. Hieruit volgen de betrekkingen:

by =1

b, = —ayb,

b, = —a;b; — a,b,

b; = —a,b, — a,by — azb,

b, = —a;by_1 — ayby_, — - — aiby
by = —a.by —aybp_y — - —apby
byyz = —aybygyy — azby — -+ — ayb,

Bij voetnoot 21:
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s ={[l;z.(1 - xkz)}_l =1+372,4,()z 5

de coéfficiént van x™ in 4;(x) is het aantal manieren om n te schrijven als een som van i positieve gehele
getallen .

Bij voetnoot 27:

Deze formule kan zeer eenvoudig direct afgeleid worden.

Alle n™ partities van n in de delen 1,2, ---, m zijn te verdelen in twee groepen

[: de partities waarin de term m niet voorkomt.

II: de partities waarin het getal m een van de termen is.

Het aantal partities in I is evident gelijk aan n(™~1,

Uit elke partitie in II laten we de term m weg. Op deze manier verkrijgen we alle partities van het
getaln — min de delen 1,2, -+, m, dus er zijn (n — m)™ partities inII .

Hiermee is de bovenstaande formule aangetoond.
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