Prefacio da Traducao

Isto é uma traducao para o Portugués do artigo escrito em Latim por
Leonhard Euler no ano 1747 entitulado “THEOREMATUM QUORUM-
DAM ARITHMETICORUM DEMONSTRATIONES?”, isto é em Portugueés,
“DEMONSTRACOES DE ALGUNS TEOREMAS ARITMETICOS”, que
foi publicado integrado no jornal cientifico chamado “Commentarii acade-
miae scientiarum Petropolitanae”, ou seja, “Jornais da academia de ciéncias
Petropolitana” (de Sao Petersburgo). E surpreendente que até agora, de
acordo com a informacao no sitio da Internet Fuler Archive*, donde adquiri
uma digitalizagao do original, se nao tenha feito nenhuma traducao integral
deste artigo para qualquer lingua afora o Alemao e possivelmente o Francés.
(Visto porém que a traducao Alema falta o coroldrio 6 do teorema 9 e a
possivel traducao Francesa seja escrita a mao, parece mesmo que esta é a
primeira traducao integral em formato digital do artigo.)

O grande e preclaro matemético Leonhard Euler demonstrou com este
artigo alguns teoremas celebérrimos de Teoria dos Ntimeros Algébrica que
entao ainda germinante consideravelmente desenvolveu.

E enlevante perscrutar como de modo fécil e surpreendente, ao estilo
de Euler, partindo de o que até da perspectiva moderna pouco mais fosse
do que nada, e usando ideias que de tao geniais parecam a primeira vista
corriqueiras, avan¢ou com passos aparentemente irrisorios porém realmente
grandiosos de gigante intelectual que era, para produzir nao sé elegantes
demonstragoes de dois dos teoremas de Fermat, o que é em si sé um ad-
miravel feito, mas também generalizacoes surpreendentes de eles, e findou
em fastigio com um teorema novo manifestante o poder das ideias aqui
legadas e o do seu intelecto prodigioso.

Euler comecou por provar pequenos lemas e deles os corolarios para
construir uma base tedrica de sobre que pode paulatinamente alcangar os
resultados sucessivos. O primeiro lema deste artigo é um resultado ele-
mentar que é o inico enunciado e nao provado explicitamente, pois é uma
proposicao d’Os Elementos de Euclides. O facto de Euler ter registado este
resultado (até em primeiro lugar) e mencionado a sua proveniéncia em vez
duma demonstracao evidencia o quao importante e valorizada ainda era a
matematica da Grécia Antiga com que os matematicos e deveras os pensa-
dores coevos dele mantinham uma forte ligacao que foi realmente fulcral na
evolucao da matematica no Ocidente e do pensamento do Homem.

*http:/ /eulerarchive.maa.org/



Este artigo tem um Leitmotiv, demonstrar ser algum binémio do quarto
grau em duas varidveis (e eventualmente trés e até quatro) sobre os nimeros
inteiros um quadrado perfeito s6 em casos triviais. (O termo hoje anti-
quado “biquadrado” é usado amplamente neste artigo significante “quarta
poténcia” ou “monémio do quarto grau”.)

O primeiro teorema* é uma generalizacao de um formulado por Fermat!,
cuja demonstracao ¢ a primeira de sempre para este teorema puramente
algébrica. Com os teoremas 2, 3, 4 e 8 prossegue provando resultados seme-
lhantes sobre a soma e diferenca de dois biquadrados e de um biquadrado
e o dobro de outro. Além disso generalizou estes resultados com os teore-
mas 5, 6 e 9 e os seus corolarios. O teorema 9 é notavel por ser revelador
de um caminho para ainda possivelmente maior generalizagao; o proprio
Euler comentou que havia mais trabalho a fazer naquela direccdo mas que
preferira enveredar pela investigacao de resultados acerca de cubos, o que
efectivamente fez com o décimo e tltimo teorema.

Esta obra tem dois climaxes: a demonstragdo do teorema 7 (um dos
de Fermat entao ainda por demonstrar), a qual conseguiu recorrendo aos
teoremas 3 e 4, e a demonstracao do teorema 10, o qual foi, tanto quanto
sei, a primeira de toda a histéria acerca de binémios do terceiro grau.

Tudo isto logrou Euler. Apoiando-se sempre nos resultados anteriores
produziu as suas demonstragoes mantendo claros e concisos os seus argu-
mentos apesar da crescente complexidade da empresa a que se acometera.

Este trabalho é todavia meramente uma mais das intimeras reliquias que
chegaram felizmente a nds atestantes a magistralidade do seu autor, das
quais muitas ainda estao infelizmente por traduzir. E para mim portanto
um enorme orgulho ter realizado esta traducao.

Desejo sinceramente que o meu trabalho venha a ser 1til a alguém, talvez
a admiradores de Euler ou a estudantes de matematica ou da sua histéria
ou quica a aprendizes de Latim... Para estes, observagoes e comentérios
sobre detalhes técnicos da tradugao encontram-se no posfacio.

*A soma de dois biquadrados como a* 4 b* ndo pode ser um quadrado, se um ou outro
biquadrado nao esvaneca.

TA equacio a* + b* = ¢* em inteiros s6 ter solucdes triviais. Este é o tinico caso do
famoso “grande teorema de Fermat”, do qual se conhece uma demonstracao deixada por
Fermat.
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DEMONSTRACOES DE ALGUNS
TEOREMAS ARITMETICOS

Autor: L. EULER.
Tradutor: M. Marcelo da C. Cardoso.

Teoremas aritméticos, de cujo modo Fermat e muitos outros descobri-
ram, de tanta maior atencao sao dignos, quanto mais a veracidade deles é
abscondita, e dificil de demonstrar. Fermat deixou de facto cépia bastante
grande de tais teoremas, porém nunca expos demonstracoes, até se asse-
vere firmemente, constar-se certissimamente da veracidade deles. E entdo
maxime lamentavel terem perecido tanto os escritos dele que até agora se
ignorem todas as demonstragoes. Similar também é o arrazoamento* das
proposicoes vulgarmente conhecidas, com que se assevera nem a soma nem
a diferenca de dois biquadrados poder constituir um quadrado; ainda que
efectivamente da veracidade delas ninguém duvide, contudo nao existe em
lado algum demonstragao, quanto me consta de facto, rigida, afora um
certo libelo escrito em certa ocasiao publicado por Frénicle, cujo Titulo é
“Traité des triangles rectangles en nombres”. Demonstra porém este Autor,
entre outros [resultados|, em nenhum triangulo rectangulo, cujos lados se
expressam em numeros racionais; poder a area ser um quadrado, donde fa-
cilmente se deduz a veracidade das proposi¢oes mencionadas sobre a soma
e a diferenca de dois biquadrados. Mas essa demonstracao é tao envolta
em propriedades de triangulos, que se nao se atenha a suprema atengao,
dificilmente pode compreender-se com transparéncia. Por causa disto, creio
que valera a pena', que terei abstraido de triangulos rectangulos as de-
monstracoes destas proposicoes, e as terei proposto analitica e claramente.
Alias, tanta maior utilidade demonstrara este meu plano, quantos mais ou-

*ratio, declinagao de ratio, onis, significante “célculo”, “racio”, “razao”. Neste trecho
a palavra foi usada com o sentido de “raciocinio subjacente”, mas concretamente o que
o autor quis foi transmitir o conceito de “demonstracao” sem repetir alguma declinacao
de demonstratio, onis.

fA traducdo mais préxima gramaticalmente é “creio haver de valer a pena”.



tros teoremas muito mais dificeis podem obter-se [partindo] delas. Para
aqui é evidentemente pertinente aquele Teorema célebre de Fermat, com
que estatui, nenhum nimero triangular poder ser um biquadrado afora a
unidade, cuja demonstracao consegui* formar [partindo] delas. Tao mais
dificil porém parece essa demonstracio, como’ a proposicdo seja sujeita a
uma excepgao, e ainda concirna somente a nimeros inteiros; [observe-se que]
[usando] numeros fracciondrios pode se fazer de infinitos modos, para que
@ dé um biquadrado. Para este e uns outros teoremas a demonstrar
sera entao necessario adiantar alguns lemas, sobre os quais as sequentes
demonstracoes se apoiam. antes porém convém ter lembrado desginarem

perpetuamente todas as letras para mim numeros inteiros.

Lema 1.

O produto de dois ou mais niimeros entre si primos, nem um quadrado
nem um cubo nem uma outra poténcia pode ser, se os factores nao sejam
individualmente quadrados ou cubos ou deste modo outras poténcias.

A demonstracao deste lema é facil e ainda por Euclides ja foi deixada,
assim que seria supérfluo expo-la aqui.

Lema 2.

Se a? + b? tenha sido um quadrado, e ainda a e b sejam ntimeros entre
si primos. serd a = pp — qq; e b = 2pq, existentes p e ¢, nimeros entre si
primos, um par e outro impar.

Demonstracao.

Porque a® + b* é um quadrado, defina-se a raiz deles = a + %‘1, onde
defino a fraccao % em termos minimos assim expressa para que p e ¢ sejam
nimeros entre si primos. Feita alids a equacao serd a®+b* = a® + 2an)(1 + %.
Donde seja a : b = pp — qq : 2pq. Porém, os nimeros pp — qq e 2pq entre
si ou sao primos, ou tém o divisor comum 2. Naquele caso entao, em que
Pp — qq e 2pq sao numeros entre si primos, o que acontece, se dos niimeros

*ex illis formare mihi contigit, o que literalmente deve significar algo como “[partindo]
delas tocou-me formar”.
feum, neste contexto pode ler-se como “ja que”.
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p e ¢ um tenha sido par e outro impar, é necessario que seja a = pp — qq e
b = 2pq: porque a e b sao definidos ntimeros entre si primos. No caso porém
em que os numeros pp — qq e 2pq tém o divisor comum 2; o que serd, se dos
numeros p e ¢ um e outro tenha sido impar; (efectivamente nao é possivel
um e outro ser par, porque entre si sao definidos primos), serd a = 254
e b = qq*. Defina-se porém p+ g = 2r e p — ¢ = 2s, serao r e § numeros
entre si primos, e dos quais um par e outro impar. donde seja a = 2rs e
b = rr — ss; expressao que, porque ¢ congruente com a anterior, indica se
aa + bb tenha sido quadrado, e os niimeros a e b sejam entre si primos, ser
um deles a diferenca de dois quadrados entre si primos, dos quais um ¢é par
e outro impar, [e] ser deveras o outro nimero igual ao producto duplicado
das raizes desses quadrados. Isto é, ser a = pp — qq e a = 2pq’, existentes p
e ¢ nimeros entre si primos um par e outro fmpar. Q. E. D.

Corolario 1. Se portanto a soma de dois quadrados entre si primos tenha
sido um quadrado, é necessério [que] um quadrado seja par e outro deveras
impar: de que se segue nao poder a soma de dois quadrados impares ser um
quadrado.

Corolario 2. Se portanto aa 4+ bb é um quadrado, dos nimeros a e b um,
por exemplo a, sera impar e outro, b, deveras par. Impar deveras a sera

= pp —qq, e par b= 2pq.

Corolario 3. Porque ademais dos niimeros p e ¢ um é par e outro impar,
serd b um numero parmente par, ou seja, disivivel por 4. Além disso, se
nem p nem ¢ tenha sido divisivel por 3, é necessario que ou p — q ou p + g
admita divisao por 3. Donde se segue ser um dos nimeros a e b, de cujos
quadrados a soma produz um quadrado, divisivel por 3.

Corolario 4. Como seja a = pp — qq e b = 2pq, se aa + bb constitua um
quadrado, facilmente se percebe serem os nimeros p e ¢ menores do que a
e b. Visto que efectivamente é a = (p+ q)(p — q), serd a > p+q, se p — q
nao seja = 1; e ainda por [ser] b = 2pq serd b maior, do que p ou ¢. Pelo
mais forte arrazoamento portanto serao os nimeros a e b maiores do que os
nimeros p e ¢q. Sucederia de facto a = 0 se fosse p = ¢, mas este caso nao
tem lugar, porque p e ¢ sao definidos niimeros entre si primos, e deles um
par e outro fmpar.

*b = pq



Nota.

Na demonstragao deste lema segue-se da analogia a : b = pp — qq : 2pq
por isso* serem a = pp — qq € b = 2pq, porque a e b sao numeros entre si
primos, assim como os nimeros pp — qq e 2pq. Se efectivamente tenha sido
a:b=c:d, e ainda tanto os nimeros a e b quanto os numeros c e d sejam
primos entre si, é necessario que seja a = ¢ e b = d; conforme facilmente
consta da natureza das proporcoes!.

Lema 3.

Se tenha sido aa — bb um quadrado, existentes a e b nimeros entre si
primos; sera a = pp + qq e ou b = pp — qq ou b = 2pq, onde os niimeros p e
¢ sao entre si primos, e dos quais um [é] par e outro impar.

Demonstracao.

Porque aa — bb é um quadrado, defina-se a? —b* = ¢?, e serd a? = b+ 2,
e ainda b e ¢ nimeros entre si primos. Entao, pelo corolario 1 do lema
precendente, como dos ntimeros b e ¢ um seja par e outro impar, é necessario
que a seja um numero impar; b deveras sera ou par, ou impar.

Seja primeiro b impar e ¢ par; sera pelo lema precedente b = pp — qq e
c = 2pq, existentes p e ¢ niimeros entre si primos, um par e outro impar.
Daqui porém seja a = pp—+qq. Por outro lado, se b tenha sido par e ¢ impar;
serd b = 2pq e ¢ = pp — qq, donde de novo seja a = pp + qq, e ainda ou

b=pp—qqoub=2pg. Q. E. D.

Corolario 1. Se portanto a diferenca de dois quadrados é um ntimero qua-
drado, o maior quadrado deve ser um numero impar, se de facto aqueles
quadrados tenham sido entre si niimeros primos.

Corolario 2. Ademais de similar modo se percebe serem os nimeros p e
q menores do que os numeros a e b, como seja a = pp + qq e ainda b ou
= pp — qq ou = 2pq.

*Construgao frasica que creio advir de interferéncia do Alemao, com “isso” é referida
a oragao subordinada causal procedente.

'E possivel que isto seja uma referéncia a Teoria das Proporgoes de Eudoxo, a que
Euler certamente teve acesso pelo menos através do livro V d’Os Elementos de Euclides.



Corolario 3. Se tenha sido aa — bb = cc, um dos ntmeros a, b, ¢ sempre
existe divisivel por 5. Pois como seja a = pp + qq, b = pp — qq e ¢ = 2pq;
ou um dos nimeros p e q é divisivel por 5 ou nenhum; naquele caso porém
seja ¢ divisivel por 5. Neste caso deveras serao pp e gqg numeros da forma
5n + 1 portanto ou pp — qq ou pp + qq sera divisivel por 5.

Teorema 1.

A soma de dois biquadrados como a* 4 b* ndo pode ser um quadrado,
se um ou outro biquadrado nao esvaneca*.

Demonstracao.

Versar-me-ei assim neste teorema a demonstrar, mostrarei que se num
caso tenha sido a* 4+ b* um quadrado, nao importa quao grandes até tenham
sido os nimeros a e b, entao poderem atribuir-se continuamente no lugar
de a e b nimeros menores, e até ter de se chegar eventualmente a niimeros
inteiros! mui pequenos. Porém, como tais [a e b] ndo haja em nimeros mui
pequenos, de cujos biquadrados a soma constituisse um quadrado, sera para
concluir nem existirem tais [a e b] entre nimeros mui grandes. Definamos
portanto ser a* 4+ b* um quadrado, e ainda a e b serem entre si nimeros
primos; se efectivamente nao fossem primos [entre si], poderiam por divisao
ser a primos [entre si] reduzidos. Seja a um ndmero impar, b deveras par,
porque necessariamente deve ser um par e outro fmpar. Serd portanto
aa = pp — qq e bb = 2pq, e 0os nimeros p e g entre si serao primos, e dos
quais um par e outro impar. Porém como seja a = pp — qq, é necessario que
P seja um numero impar, porque senao pp — gq nao pode ser um quadrado.
Serd portanto p um nimero impar e ¢ um nimero par. Porque ademais 2pq
deve ser um quadrado, é necessario, que tanto p quanto 2¢ seja um quadrado,
porque p e 2q sao numeros entre si primos. Para que pp — qq deveras seja
um quadrado, é necessario, que seja p = mm + nn e ¢ = 2mn; existentes
novamente m e n nimeros entre si primos e dos quais um par e outro impar.
Mas visto que 2¢g ¢ um quadrado, sera 4mn, ou seja, mn um quadrado; donde
tanto m quanto n serao quadrados. Definido portanto m = xx e n = yy,
serda p = m? +n? = 2* + y*. o que deveria ser igualmente um quadrado.

*evanescat, conjugagao do verbo evanesco, usado com o sentido de “ser igual a zero”.
tintegros, declinacdo de integer, a, um, significante “inteiros”. Euler referiu-se obvia-
mente a ndmero naturais sempre que usou esta palavra no contexto de descidas infinitas.
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Daqui portanto segue-se se a* 4 b* fosse um quadrado, entdo também haver
de ser z* +y* um quadrado, porém é manifesto haverem de ser os niimeros
e y de longe menores do que a e b. Entao pela mesma via originam-se de novo
[partindo] de z* 4+ y* menores biquadrados, cuja soma seria um quadrado, e
ainda prosseguindo eventualmente se chegaria a biquadrados mui pequenos
em inteiros. Como portanto nao haja biquadrados mui pequenos, cuja soma
perfizesse um quadrado, é claro nem tais haver em nimeros mui grandes.
Se porém num par de biquadrados um* seja = 0, em todos os restantes
pares um* esvanecerd, assim que nenhuns casos novos se originam daqui.

Q. E. D.

Corolario 1. Como entao a soma de dois biquadrados nao pode ser um
quadrado, muito menos poderdao dois biquadrados conjuntos! perfazer um
biquadrado.

Corolario 2. Embora esta demonstracao concirna somente a nimeros in-
teiros, até por ela contudo se conclui, nao poder de facto exibir-se dois bi-

~ . . . 4 4
quadrados em fracgoes, cuja soma seria um quadrado. Pois se 77 + f? fosse
um quadrado, entdao também em inteiros seria a*n* 4+ b*m* um quadrado, o

que nao ¢ possivel acontecer, pela propria demonstracao.

Corolario 3. Da mesma demonstracao permite-se coligirt, ndo haver nime-
ros p e q de tal modo, que p, 2¢q e pp — qq sejam quadrados; se efectivamente
tais existissem, entdo ter-se-iam valores para a e b que dariam um a* + b*

quadrado, pois seria a = \/pp — qq ¢ b = \/2pq.
4

Coroldrio 4. Definidos portanto p = zx e 2q = 4yy serd pp—qq = x* —4y*.
Nao pode portanto de todo suceder, que z* — 4y* seja um quadrado. Nem
poderd entao 4x* —y* ser um quadrado, [pois| efectivamente seria 16x* —4y*
um quadrado, caso que por 16x? [ser] um biquadrado recai® ao [caso] prévio.

Coroldrio 5. Segue-se até daqui nunca poder ser ab(a® +b*) um quadrado.
Por efectivamente os factores a, b, a* + b? [serem]| entre si primos, teriam de
ser individualmente quadrados, o que nao pode suceder.

*alterum, declinagao de alter, a, um, que significa “um outro”. Creio que o autor
usou esta palavra em vez de unum para nao repetir uma declinagao de unus, a, um que
usou com a fungao de artigo indefinido.

fOu “somados”.

Yeolligere, conjugacdo de colligo. Aqui e em diante, usei este verbo com o sentido
incomum todavia correcto de “deduzir” ou “inferir”.

$Hoje diz-se usualmente “reduz-se”, todavia recidit, conjugacao do verbo recido, sig-
nifica literalmente isto, “recai”.



Corolario 6. Similarmente nao haverd até tais nimeros a e b entre si pri-
mos, que produziriam um 2ab(aa—bb) quadrado. Segue-se isto do corolario 3.
onde foi mostrado nao haver nimeros p, e ¢, [tais|] que fossem p, 2¢, pp — qq
quadrados. Isto tudo porém também vale* para ntimeros entre si nao-primos
e ainda mesmo fraccoes, pelo corolario 2.

Teorema 2.

4

A diferenca de dois biquadrados como a*—b* nao pode ser um quadrado,

se nao seja ou b =0 ou b = a.

Demonstracao.

Demonstrarei este teorema de modo analogo ao precedente. Sejam entao
[a* e b%] biquadrados j4 reduzidos a termos mui pequenos, e ainda definamos
ser a' — b* um quadrado : a serd um niimero fmpar, [e] b serd deveras ou
par ou impar.

Caso I. Seja primeiro b um nimero par, serd a® = pp + qq e b* = 2pq,
existentes p e g entre si primos, e deles um p par e outro ¢ impar. Por [ser]
b? = 2pq deverao portanto 2p e g ser quadrados. Porque ademais pp + qq
seja igual ao préprio a?, serd ¢ = mm — nn e p = 2mn, existentes m e
n numeros entre si primos. Como porém 2p seja um quadrado, serd 4mn
isto ¢ mn um quadrado; e mesmo m e n individualmente quadrados. Feitos
portanto m = x? e n = y? sucederd ¢ = z* — y*, onde como dos nimeros
m e n um seja par e outro impar, serd também dos nimeros x e y um par
e outro fmpar. Por outro lado, por ¢ [ser] um quadrado, um quadrado sera
xz* — y*, onde x serd um ntmero impar, y deveras par. Pelo que, se a* — b*
tenha sido um quadrado, quadrado também serd x* —y*, existentes z e y de
longe menores do que a e b. Como portanto em niimeros mui pequenos nao
haja dois [tais] biquadrados, tendo a diferenca quadrada, nem em [ntimeros|
mui grandes haverda, pelo menos no caso em que o menor biquadrado é um
nimero par. Q. E. Unum. "

Caso II. seja agora b um niimero impar, e serd a®> = pp+qq e bb = pp—qq;
existentes p e ¢ niimeros entre si primos, e dos quais um par e outro fmpar.
Porque deveras pp — gq é um quadrado, serd p um nimero impar, e por essa

*Empreguei aqui e em diante com o sentido de “é valido”.
YQuod Erat Unum, “que era um”, em contraste com Q. E. D. (Quod Erat Demons-
trandum), “que era para demonstrar”.



razao [sera| ¢ par. Multiplicados* porém a? e b* um com o outro, provird
a’v? = p*—q*, expressao que pelo primeiro caso [nao pode] ser um quadrado,
e por isso ao préprio a?b? nao pode ser igual. A diferenca portanto de dois
biquadrados de modo nenhum pode ser um quadrado, a nao ser que ou
ambos sejam iguais, ou o menor = 0. Q. E. Alterum. Dem. !

Corolario 1. Como seja a?> = pp + qq e b*> = 2pq e analogamente ¢ =
mm —nn e p = 2mn; e ademais ainda m = 2% e n = y?; serd a* = (z* +y*)?
e b? = 4x?y?*(z* — y*). Do qual se terd a = 2% + y* e b = 2wy /2t — yt.

Corolario 2. Se portanto em numeros exiguos houvesse tais x e y, de cujos
biquadrados a diferenca constituisse um quadrado; entao [partindo| destes
poderiam encontrar-se imediatamente muito maiores nimeros a e b gozantes
a mesma propriedade.

Corolario 3. Daqui mais claramente se percebe, do caso em que os biqua-
drados ou s@o iguais, ou um deles = 0, ndo [se] apresentarem novos casos,
[se] feito efectivamente ou x = y ou y = 0, [entdo] seja simultaneamente*
b =0, donde o poder da demonstragao tanto mais se percebe.

Corolario 4. Da demonstracao segue-se ademais nao haver nimeros p e
q de tal indole, que seriam 2p, q, pp + qq quadrados. Definido portanto
2p = 4xx e ¢ = yy, nao poderd ser um quadrado essa forma 4z* + y*.

Coroldrio 5. De estas férmulas também se segue, nem ab(aa — bb) nem
2ab(aa+bb) alguma vez poder suceder [serem| quadrados, o que nao sé vale,
se a e b sejam numeros entre si primos, mas até se compostos e ainda mesmo
fraccionarios. Faculmente se reduzem deste modo fraccoes efectivamente a
inteiros, e ainda inteiros a nimeros entre si primos.

*Ductis, declinacao de ductus, a, um, que significa “liderado(a)s”.

percebe-se que o autor queria transmitir “multiplicados”.

tQuod Erat Alterum Demonstrandum, “que era o outro para demonstrar”, é o segui-
mento da expressao de cima, Q. E. Unum.

Ysimul, que neste caso claramente é usado com o sentido de “em ambos os casos”.

Pelo contexto

10



Corolario 6. Nestas duas proposi¢coes entao alcangou-se [o sequinte facto],
nunca poder suceder as sequentes nove expressoes [serem] quadrados

I. at + bt VI. a* — bt
I1. a* — 4b* VII. 4a* + b
I1I. 4a* — bt VIIL. ab(aa — bb)
IV.  ab(aa + bb) IX. 2ab(aa + bb)
V. 2ab(aa — bb) X. 2a* + 2b*

ajuntei a décima expressao por isso, porque a veracidade dela em breve serd
demonstrada.

Teorema 3.

A soma de dois biquadrados duplamente somados, como 2a* + 2b*, nao
é possivel ser um quadrado, se nao seja a = b.

Demonstracao.

Defino primeiro serem a e b niimeros entre si primos, pois se tais nao
fossem [nimeros entre si primos|, a férmula por divisao a isto poderia ser
reduzida. Facilmente porém se percebe, deverem ser impares um e outro
ntimero a e b. se efectivamente um fosse par, entdao sucederia [ser] 2a* + 2b*
um numero imparmente par*, que nao é possivel ser um quadrado. Ademais
esta forma é congruente com essa (aa+bb)?+ (aa—bb)?, que por isso tem de
se demonstrar nao poder ser um quadrado, se nao seja a = b. Por outro lado,
por a e b [serem| nimeros fmpares, serao a® + b? e a*> — b? ntimeros pares,
aquele de facto imparmente [par|, este deveras parmente par. Chegou-se
portanto’ a esta forma (24H2)2 4 (24202 e que 24H ¢ 2B g36 niimeros
entre si primos, aquele impar, esse deveras par; por qual razao se a forma
proposta fosse um quadrado, seria ““*bb =pp—qqe “5” % = 2pq, donde se
repara [ser| a® = pp + 2pq — qq e b* = p* — 2pq — qq. express()es das quais
a diferenca é 4pg = aa — bb; e por isso serd a +b = 22 ¢ g — b = 2:1‘17
donde a = P + * e b = =F — “1 Feitas porém estas substituicoes serd

TEPP+ 220g = pp — qq ¢ oinds 2 = SUERITS = SOy, Tem
portanto n* —m* de ser um quadrado, o que pelo teorema precedente nao

é possivel suceder. Q. E. D.

*Ou “par mas nao multiplo de 4”.
t Perventum ergo est, creio ndao ser um uso estranho do supino, mas sim uma con-
jugagao na voz passiva de pervenio errada.
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Corolario 1. Se portanto a e b tenham sido niimeros impares, nao é possivel
até 2ab(aa + bb) ser um quadrado; [caso contrério| deveriam efectivamente
a, b e 2aa+2bb ser quadrados, o que por este teorema nao é possivel suceder.

Corolario 2. A demonstracao portanto teria efectivamente podido ser for-
mada [partindo] da nona férmula 2ab(aa + bb), mas ai dos nimeros a e b
um era definido par e outro impar*, o que até se nada impedisse, contudo
prestaval para dar uma demonstracio peculiar?.

Corolario 3. Entao por esta demonstragao é mais confirmada a veracidade
da prépria nona férmula, como daqui ja conste 2ab(aa + bb) nao poder ser
um quadrado, até se ambos os ntimeros a e b sejam impares.

Corolario 4. Mais brevemente deveras até pode a veracidade deste teorema
ser mostrada, [partindo] da forma (a*+ %)+ (a® — b*)?; a qual por isso nao
pode ser um quadrado, porque (a®+b%)? — (a® — b*)? é um quadrado. Nao ¢é
possivel alias suceder, que a soma de dois quadrados seja um quadrado, se
dos mesmos quadrados a diferenca tenha sido um quadrado. Efectivamente,
se tanto pp+qq, quanto pp—qq fosse um quadrado, um quadrado seria p*—g¢*,
o que [pelo teorema 2| nao é possivel suceder.

Corolério 5. De modo similar nao é possivel a* — 6aabb — b* ser um qua-
drado. E efectivamente a* — 6aabb + b* = (aa — bb)? — 4aabb, que é deste
modo a diferenca de quadrados, cuja soma perfaz um quadrado.

Corolario 6. E ainda de modo analogo a* + 6a?b? + b* nao é possivel ser
um quadrado, porque é = (a* + b*)? + 4aabb, de cujos quadrados [(a? + b*)?
e 4aabb] a soma nao ¢é possivel ser um quadrado, porque a diferenga dos
mesmos (a? + b%)? — 4daabb é um quadrado.

*Uma referéncia as definigoes originais de a e b do corolario 1 do teorema 2.
TCom o sentido de “servia” ou “era ttil para”.
tpeculiarem, declinacio de peculiaris, e, com o sentido de “particular” ou “especial”.
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Teorema 4.

O dobro da diferenca de dois biquadrados, como 2a* —2b*, nao ¢ possivel
ser um quadrado, se nao seja a = b.

Demonstracao.

Definamos @ e b ntimeros entre si primos e 2a* — 2b* ser um quadrado,
serdao a e b nimeros impares. Seria portanto 2(a — b)(a + b)(aa + bb) um
: ) 4o : —b\(a+b bby.

quadrado, e por isso até a sua décima-sexta parte, ou seja, (%52)(%452)(4422);
que, como os factores sejam entre si primos, individualmente deveriam ser
quadrados. Seja portanto anb =ppe “T“’ = qq, serd a = pp+qq e b= qq—pp.
donde seja 24t — pt 4 g% como entdo ¢* + ¢** ndo seja possivel serem!

2
um quadrado, até 2 por isso ndo é possivel 2a* — 2b* ser um quadrado.

Q. E. D.

Teorema 5.

Nem ma* — m3b*, nem 2ma* — 2m3b* pode ser um quadrado.

Demonstracao.

Definamos serem a e b nimeros entre si primos, e ainda ser m um ntimero
nem quadrado, nem divisivel por quadrados: se efectivamente m fosse di-
visivel por um quadrado, entao poderia o factor quadrado ser removido por
divisao. Defina-se ademais ser m um nimero primo tanto com a quanto com
b, serao por ma* —m3b* = m(aa —mbb)(aa +mbb) todos os factores entre si
primos, e por isso deveriam ser individualmente quadrados. Feito portanto
m = pp, deveria (aa—ppbb)(aa+ppbb) ser um quadrado, o que nao é possivel
suceder. De modo similar, por 2ma* — 2m3b* = 2m(aa — mbb)(aa +mbb), e
ainda os factores entre si ou [serem]| primos ou terem o binério por medida
comum?, serd ou 2m ou m um quadrado: no primeiro caso deveras feito

*p4 + q4

tnequeant foi conjugado erradamente no plural apesar do sujeito ser singular.

Leia-se “terem méximo divisor comum igual a 2”. O conceito de medida comum (um
segmento de recta divisor de alguns outros dois) é obviamente geométrico. Que Euler
tenha pensado naqueles termos advém de novo certamente do seu conhecimento d’Os
Elementos de Euclides.
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2m = 4pp, teria de ser a* — 4p*b* um quadrado, o que analogamente nao é
possivel suceder. Porém, se m = pp, entao seria 2a* — 2p*b* um quadrado,
o que pelo teorema precedente nao é possivel suceder. Por outro lado, se
m nao tenha sido primo com respeito ao proprio a; definamos m = rs e
ainda a = rc, onde é evidente serem 7 e s niimeros entre si primos, porque
m foi definido ter nenhum factor quadrado. Quadrados portanto deveriam
ser essas formas r°sct — r3s3bt e 2r9sct — 2r353bt, ou seja, r3sct — rsPbt e
2r3sct — 2rs3b?.

Porém, por os factores destas férmulas [serem] entre si primos ou rs
ou 2rs deveriam ser quadrados, e mesmo r e s ou 2s individualmente,
donde férmulas se originam, que ja foi mostrado nao poderem ser quadrados.

Q. E. D.
2 4 2.4

Coroldrio 1. Deste modo entao as formas mn(m?a* —n?b*) e 2mn(m?a* —
n?b?) nao podem ser quadrados, [para] quaisquer ntimeros [que| se compre-
endam no lugar de m, n, a e b.

Corolario 2. Se maa + nbb tenha entao sido um quadrado, nem m?naa —

mn2bb nem 2m>*naa — 2mn2bb poderao ser quadrados. E ainda se maa — bb
tenha sido um quadrado, nem m?naa + mn?bb nem 2m*naa + 2mn2bb po-
derao ser quadrados.

Corolario 3. Definamos maa + nbb = cc; serda m = C‘:—:bb, portanto nem

n(cc—nbb)(cc—2nbb), nem 2n(cc—nbb)(cc—2nbb) podera ser um quadrado.
E ainda se tenha sido m = <t entdo nenhuma dessas férmulas n(cc +
nbb)(cc + 2nbb) e 2n(cc + nbb)(cc 4+ 2nbb) poderd ser um quadrado.

Corolario 4. Se se defina ¢ = £pp + nqq e b = 2pq, serao obtidas as
sequentes férmulas n(p® 4 6nppqq + nq*) e 2n(p® + 6nppqq + nq*), que de
nenhum modo poderao perfazer quadrados.

Teorema 6.

Nem ma* + m3b*, nem 2ma* + 2m3b* pode ser um quadrado.

Demonstracao.

Digo primeiro, se tenha sido mp? Fmg** um quadrado, entao nem mp?+
mq?, nem 2mp? +2mgqq de nenhum modo poder ser um quadrado: sucederia

*mp? — mq?. Este erro deve-se provavelmente a uma possivel intencdo do autor de
ajuntar os teoremas 5 e 6 num sé.
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efectivamente [ser] ou m?(p* — ¢*), ou 2m?*(p* — ¢*) um quadrado contra
o [que] ja [foi] demonstrado. Fagamos porém mp* — mg*> um quadrado

definindo a raiz dele = @, sera mp+mq = %, donde se repara [que]
q= %. Seja entao p = a?+mb?, serd ¢ = aa—mb?, e mesmo p*+¢* =

2a? 4 2m?b*. Um quadrado portanto nao poderd ser primeiro mp? + mq? =
2ma* 4+ 2m3b*; além disso, 2mp? + 2mq® = 4ma* + 4m3b*. Destes colija-se
nem ma* + m3b* nem 2ma* + 2m3b* poder ser um quadrado. Q. E. D.

Corolario. Nestes dois teoremas foi alcancado, nenhuns nimeros nessas
formas ma*+m3b* e 2ma* £2m3b* poderem ser quadrados. Nestas férmulas
alids todas as precedentes sao contidas.

Teorema 7.
de FERMAT

Nenhum niimero triangular em inteiros pode ser um biquadrado afora a
unidade.

Demonstracao.
Todos os nimeros triangulares sdo contidos nesta forma @ [E] por-
tanto para demonstrar nunca poder ser esta férmula % um biquadrado:

se de facto no lugar de z se substituam ntimeros inteiros, excepto caso z = 1.
E evidente porém ou x ser um nimero par ou impar; no caso anterior entao

%(z 4 1), no posterior deveras x(f”zil) dever ser um biquadrado; em cujos
factores um e outro dos dois factores sao entre si primos, e por isso um e
outro deveria ser um biquadrado. Seja entao no caso anterior § = m*, ou
seja, v = 2m*, e deverd x + 1 = 2m* + 1 ser um biquadrado. No caso
posterior deveras seja xTH = m*, para que seja x = 2m* — 1, o que ou-
trossim tem de ser um biquadrado. Por esta razao, um biquadrado deveria
ser 2m* + 1. Defina-se 2m* £ 1 = n*, serd 4m* = 2n* ¥ 2, deveria por-
tanto 2n* F 2 ser 4m?*, isto é um quadrado. Em cima porém é demonstrado
nunca poderem 2a* + 2b*, e por conseguinte também* 2n* 4 2 ser quadra-

dos afora o caso n = 1. Definido porém n = 1, seja m ou = 0 ou = 1,

*adeoque etiam traduziu-se como “‘por conseguinte também” e nao como “e mesmo

até” o que seria consistente com o resto da traducao mas nao teria sentido algum.
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e ainda x ou = 0 ou = 1. Nenhum ntmero inteiro entao ha, que substituido
. 1 .

no lugar de x daria um @ biquadrado, afora o caso [em que|] x =0 e [o

caso em que| x = 1. Por qual razao, em inteiros nenhum nimero triangular

existe, que seria um biquadrado afora a unidade e a cifra*. Q. E. D.

Coroldrio 1. Se se defina 22 = y* serd dea+4x+1 = 8y*+1 = (2z+1)°
Do qual se segue, substituindo’ niimeros inteiros no lugar de y, nunca poder
esta forma 8y* + 1 ser um quadrado, afora o casos [em que] y = 0 e [o caso
em que| y = 1.

Corolario 2. Se se defina 8y* + 1 = 22, sucederd [ser] 16y* = 222 — 2. Pelo
que 2z — 2 nunca pode ser um biquadrado; [para] qualquer niimero inteiro
[que| se substitua no lugar de z, afora o caso [em que] z = 1 e [o caso em
que| z = 3.

Teorema 8.

A soma de trés biquadrados, dos quais dois sao iguais entre si, ou seja,
desse modo a forma a* 4 2b* nao é possivel ser um quadrado, se nao seja
b=0.

Demonstracao.

Definamos ser a* + 2b* um quadrado, e a raiz dele a® + %bz; onde tanto
a e b quanto m e n serao nimeros entre si primos. Feita porém a equagao
serd 2n2b? = 2mna? + m2b?, e ainda 2—2 = 272121—”1"21; fraccao que ou ja tem a
[forma] mais simples, ou através de divisdo por 2 serd reduzivel® a [forma]

mais simples. Definamos primeiro serem 2mn e 2n? — m? nimeros entre

*cyphram, supostamente a declinacao de cyphra no acusativo singular, talvez seja
uma ortografia alternativa de cifra, ae, que em Latim Medieval significava zero. Creio
subjazer a esta escolha de ortografia a ideia errénea de ser esta palavra uma Latinizacao
de uma palavra Grega. Na verdade os antigos Gregos nao dominavam o conceito do
namero zero e portanto nem uma palavra para isto tiveram. Esta palavra proveio na

Idade Média da palavra Ardbica para o zero, e, que se pode transliterar como ¢ifr.
tsubstituendis, declinacdo de substituendus, a, wm, é um uso curioso de um gerundivo
com o sentido moderno de gerundio.

a2 T 2n2—m?2>
§Esta é uma forma possivel de “redutivel” presente nos dicionérios de Portugués mais
préxima da palavra aqui usada, reducibilis.

erro talvez devido a exiguidade dos tipos usados para esta fracgao.
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si primos, o que advém, se m seja um nimero impar; e serd b? = 2mn e
a’® = 2n% — m?; estes dois casos sao para desenvolver, dos quais um é se n
¢ um numero impar e outro se n é par; naquele caso, em que n é impar, é
manifesto até por m [ser] impar nao poder suceder [ser] 2mn um quadrado.
neste caso deveras, em que n é um nuimero par, nao € possivel suceder
a’? = 2n? —m?, ou seja, a® + m? = 2n?, por a e m [serem| nimeros impares,
e 2n? um nimero parmente par. Tenham entdao 2mn e 2n? — m? o divisor
comum 2, o que acontece se m seja um numero par, por exemplo m = 2k,
e sera m um numero impar; ter-se-a portanto Z—z = 2ni’j’ikk = anf;kkv onde
2kn e nn — 2kk serao numeros entre si primos. Daqui entdo por b? e a?
analogamente [serem]| entre si primos serd b? = 2kn e a®* = n® — 2kk. Por
outro lado, aqui nao é possivel suceder [ser| 2kn um quadrado, se nao seja
k um numero par. Seja portanto k& um numero par, e ainda tanto n quanto
2k deverao ser quadrados; Suceda entao [ser| n = cc e 2k = 4dd, onde serd
¢ um nimero fmpar, e isto feito ter-se-4 a? = ¢* — 8d*. Investiguemos entao

se ¢ — 8d* possa ser um quadrado, definamos ser a raiz dele ¢? — %dd. e
serd, 2¢°d? = pgc? — ppd?; ou seja, X = 74— onde novamente tanto c e
d quanto p e d s@o numeros entre si primos. Aqui de novo dois casos sao
evidentes, quer p seja um ntmero impar, quer par. Portanto, seja primeiro p
um nimero impar; ter-se-a por pq e pp+2qq [serem| nimeros entre si primos,
dd = pq e cc = pp+2qq; Necessario portanto ¢ que tanto p quanto ¢ seja um
quadrado. por qual razao, defino p = 22 e ¢ = y?, e provira cc = a* + 2y*;
pelo qual se a* + 2b* fosse um quadrado, entdo também seria z* + 2y* um
quadrado, e os nimeros x e y serao veementemente menores, do que a e
b; e [partindo] de novo de isto menores [nimeros| poderiam encontrar-se,
0 que em inteiros nao ¢ possivel suceder. Para o segundo caso, em que p
¢ um numero par, definamos p = 2r, e serd % = 27«7«24(2% = zrfiqq*; e por
q [ser] impar serao gr e 2rr 4+ qq nimeros entre si primos. Serd portanto
dd = qr e cc = 2rr + qq, pelo qual dos nimeros ¢ e 7 um e outro deve ser
um quadrado; e assim definidos ¢ = zx e r = yy, sucederd cc = 2y* + x*;
donde ¢ patente, se a* + 2b* fosse um quadrado, entdo também em nimeros
de longe menores haver de ser a forma similar 2% + 2y* um quadrado. Pelo

que a* + 2b* ndo pode ser um quadrado, se nio seja b= 0. Q. E. D.

xdd __ 2qr _ qr
cc ~ 4rr+2qq ~ 2rr+qq
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Corolario 1. Visto que descobrimos [ser] Z—z = 53, definido a*+2b* um
quadrado, segue-se nao poder 2mn(2n® — m?) ser um quadrado; quaisquer

nimeros até [que] no lugar de m e n se substituam.

Corolério 2. Feitos portanto m = 22 e n = y?, um quadrado nao serd

esta forma 4y* — 22*. De modo similar definido 2m = 42 e n = yy, um
quadrado nao serd esta forma 2y* — 2*. E ainda feito m = 22 e 2n = 43*,
esta férmula 8y* — 2* nao é possivel ser um quadrado.

Corolério 3. Se em geral suceda [ser] m = az?, e n = (y?, provird esta
formula 20 (2¢%y* — a?z), ou seja, 4a3y* — 2a3Cz?, que de nenhum modo
poderd ser um quadrado.

Teorema 9.

Se esta forma a* + kb* nao pode ser um quadrado, entao até esta forma
2ka3y* — 202Ca* por nenhum pacto* podera perfazer um quadrado.

Demonstracao.

Definamos ser a forma proposta a* + kb* um quadrado, e a raiz dela
’ . 2
= a® + %bQ serd kn?b®> = 2mna® + m2b* e ainda % = % Porque
tanto a + kb* nao é fvel drado, entdo até —2™ j
portanto a*+kb* nao ¢é possivel ser um quadrado, entao até 5" ou seja,
2mn(kn? — m?) nao podera ser um quadrado. [Se] suceda [ser| m = az? e
n = Cy?, provird 2a( (kC?y* —a?z?), ou seja, 2kaPy* —2a3(xt. férmula que,
por causa disso, nao pode ser um quadrado; [para] quaisquer nimeros quer

positivos quer negativos [que] no lugar de « e ¢ se substituam. Q. E. D.

Corolario 1. Suceda [ser] quer «, quer ¢ negativo tal que, provenha esta
forma 203¢x* — 2aC3y*, e defina-se ain%a 203¢ = p?, serd ( = %T, donde
aquela forma transita nesta p?z* — %y‘l. Um quadrado portanto nao
é possivel ser esta férmula z? — 4ky**, definido 4y* em vez de %y“.
De esta tltima férmula portanto segue-se nao poder suceder esta expressao

203¢x* + 8K a3y* [ser] um quadrado.

*A palvra pacto é estranhamente usada em vez da que aparece em todas as outras
frases deste tipo, modo. Leia-se “de nenhum modo”.

2
(=25
Hsto admitindo a suposicdo do teorema.
4
§Leia-se, “substituindo f?y‘l por 4y*”, o que é possivel, pois basta p ser par para que

4
a fraccdo 5 seja o quadruplo de um biquadrado.
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Corolario 2. Defina-se na férmula encontrada 2ka(3y* — 2a3(a?, 2kOéC3 =
pp, para que seja o = 3%, transitard aquela [férmula] nesta Pyt — 5 < x?,
da qual se segue nao poder a* — 4kb* ser um quadrado; donde como antes

203¢xt + 8kaC3y* nao poderd ser um quadrado.

Corolério 3. Se portanto a* + kb* nao é possivel ser um quadrado, entao
nem esta férmula 2kaC3y* — 203Ca* nem esta o3C(x* + kaC3y* poderd ser
um quadrado: a posterior segue-se do corolario precedente escrevendo* 2a
no lugar de «a.

Corolario 4. Como entao a* + b* nao possa ser um quadrado, as sequentes
duas férmulas o3Cx* + a3y e 2a3y* — 203¢a* nao poderao de todo ser
quadrados.

Corolério 5. E ainda porque a* — b* ndo pode ser um quadrado, originar-
se-ao estas duas novas férmulas o®Ca? — aCy* e 203Ca* 4 2a3y?, que de
nenhum modo poderao dar quadrados.

Coroldrio 6. Visto finalmente que a*4 2b* nao é possivel ser um quadrado,
também essas férmulas o®Cz* + 2ab?y*t e 4aC3y* — 2a3¢x* nao poderdo
perfazer quadrados.

Nota.

[Partindo] daquilo, que até agora demonstrei, provieram entao as sequen-
tes seis férmulas mais gerais, que de nenhum modo podem transmutar-se
em quadrados.

I o3¢ + a3yt IV. 203zt — 2a(3y?
II. o3¢t — oyt V. 2a3¢z* + 2aC3y?
IIT. o3C2* + 2aC3y* VI. 203Ca* — 4a(3y?

E ainda nestas seis formulas sao contidas todas, que nas formulas prece-
dentes tratdmos. [Partindo] porém destas férmulas, como ja antes fiz, pode-
riam sacar-set férmulas trinomiais, que igualmente certo seria, poderem de
maneira nenhuma dar quadrados; mas abstenho-me de as exibir, a alguns

*scribendo, declinagao de scribendus, a, um, é mais uma vez um uso de um gerundivo
com o sentido moderno de geriindio.

tadCat + 203y

Yelici, infinitivo passivo presente de elicio.
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outros teoremas havemos de progredir®, que sobre cubos se versam, e ainda
[partindo] dessas férmulas nao é possivel granjearem-se.

Teorema 10.

Nenhum Cubo, de facto nem os niimeros fraccionérios exceptuados, pode
perfazer um quadrado acrescido uma unidade, afora o tinico caso, em que o
cubo € 8.

Demonstracao.

A proposicao portanto a isto se reduz', que ‘;—: + 1 nunca possa ser um
quadrado, afora o caso em que § = 2. Pelo que sera para demonstrar, nunca
poder suceder esta férmula ab + b* [ser] um quadrado, se nao seja a = 2b.

Esta expressao porém resolve-se nesses trés factores b(a + b)(aa — ab +
bb) que primeiro podem constituir um quadrado se pudesse ser b(a + b) =
a® — ab + bb, donde resulta a = 2b, que serd o caso, que excluimos. Defino
porém, para prosseguir adiante, a + b = ¢, ou seja, a = ¢ — b, feita a
qual substituicao ter-se-a be(ce — 3be + 3bb), que é para demonstrar nao
poder ser um quadrado, se nao seja ¢ = 3b; sao porém b e ¢ numeros
entre si primos. Aqui porém ocorrem dois casos a considerar conforme
¢ ou é multiplo de trés ou nao: naquele caso efectivamente os factores c
e cc — 3bc + 3bb terdo o divisor comum 3, neste [caso| deveras todos os
trés [factores| serao entre si primos. Seja primeiro ¢ nao-divisivel por 3,
sera necessario, que aqueles trés factores individualmente sejam quadrados,
nomeadamente, b, e ¢, e cc — 3bc + 3bb separadamente!. Sucedera portanto
[ser] cc — 3bc + 3bb = (b — ¢)?, serd ¥ = Smm=2mn o b — 2mnSnng - oyjog
termos da fracgao serao primos entre si, se nao seja m multiplo de trés; seja
portanto m por 3 nao-divisivel, serd ou ¢ = 3nn — mm ou ¢ = mm — 3nn;
eoub = 3nn —2mn, ou b = 2mn — 3nn. Por outro lado, como nao
seja possivel 3nn — mm ser um quadrado, defina-se ¢ = mm — 3nn, que

suceda [ser] o quadrado da raiz m — Zn. e daqui origina-se ™ = 24122 o
q n 2pq

*Curiosamente a palavra usada pelo autor é progressurus, participio futuro activo do
verbo depoente progredior, significante “progredir”, “avangar”. Deduzi que o verbo sum
fora omitido da conjugacgao perifrastica, progressurus sumus.

tredit, conjugacao de redeo.

tseorsim, creio todavia ser uma escrita errada de seorsum.
§b _ 2mn—3mn

c mm—3nn
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2m _ g3
pq(39q—3pq+pp), que de tz())do similar é & [férmula] proposta be(3bb—3bc+-cc)
e consta de muito menores ntiimeros. Por outro lado, seja m um multiplo
de trés, por exemplo m = 3k, sera g = ZZ:?ZZ, donde sera ou ¢ = nn — 3kk
ou ¢ = 3kk — nn; porque porém 3kk — nn nao é possivel ser um quadrado,
defina-se ¢ = nn — 3kk, e a raiz dele n — §k, donde sucederd & = 39422 oy

k 2pq
ok 2k __ pp+399—4pg
s€ja, 1 = gaans = Sadtop Um quadrado portanto

deveria ser (pp + 3qq)(p — q)(p — 3q). ponha-se p —q =1t e p— 3q = u, serd
qg=5"ep=23" caquela formula devém' nesta tu(3tt — 3tu + uu) que
novamente é similar a anterior bc(3bb — 3bc + cc). Resta portanto o caso
posterior, em que ¢ ¢ um multiplo de trés, por exemplo ¢ = 3d; e ainda um
quadrado deve ser bd(bb — 3bd + 3dd), que como novamente seja similar a
anterior, num e noutro caso é manifesto nao poder acontecer, que a férmula
proposta seja um quadrado. Por qual razao, afora o cubo 8, de facto nao

hé outros [cubos| em fracgoes, que [somados] com uma unidade fagam um

quadrado. Q. E. D.

ainda % = 399=3patpp  Jm quadrado portanto seria esta férmula

k 2pq _ *.

eainda X =1—
nn

Corolario 1. De modo similar pode demonstrar-se nenhum cubo diminuido
uma unidade poder ser um quadrado; e isto de facto nem em fracgoes.

Corolario 2. Daqui se segue nem % + 9°, nem 2% — y® poderem ser qua-
drados: e ainda nenhum nimero triangular ser um cubo afora a unidade.

* k. — 2pq
nodeatpp . . .
tabit, conjugacao de abeo, usado aqui com o sentido de “transforma-se”. Porque é

conjugado na voz activa resolvi traduzir pela conjugacao equivalente do verbo devir, o
qual apesar de hoje ser inusitado, encontro ser uma tradugao correcta.
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Posfacio da Traducao

Uma das causas de se nao ter feito ainda uma traducao integral deste
artigo para outras linguas importantes do meio cientifico como o Inglés ou
o Russo, penso eu, é a sua dificuldade. E claro que nao foi esta de todo a
causa maior, todos os intelectuais do século XVIII sabiam ler e escrever flu-
entemente Latim, porquanto a necessidade de uma tradugao s6 surgiu com
o declinio do conhecimento da Lingua Latina, o que gradualmente levou um
século a acontecer, por qual altura ja a matematica evoluira para um nivel
em que o conteudo deste e numerosos outros trabalhos de Euler e de outros
pensadores contemporaneos deixara de ser vanguardista e surpreendente
para ser curioso e mais historica do que cientificamente relevante.

Ao traduzir tive de tomar muitas decisoes, das quais quase todas proce-
deram da eterna questao do tradutor: Qual é a melhor traducao, a literal
ou a interpretativa? E claro que a resposta deve estar algures entre os dois
extremos, mas eu optei por fazer uma traducao mais literal do que interpre-
tativa. Penso que quem ler este artigo querera nao s6 saber a matematica
que nele se encontra como também a linguagem de Euler. E em boa verdade,
nao me sinto capaz de glosar nem Euler nem para matematicos.

Eu quis fazer transparecer a riqueza vocabular do Latim, que o autor
bem explorou, e também as idiossincrasias da linguagem de Euler, o que
pelo menos para mim é mui interessante pois caracterizam uma das melhores
mentes de sempre. Para este fim, usei por vezes de expressoes, vocabulos e
gramatica “com sabor a antigo” que enriqueceram importantemente o meu
“arsenal” de traducao. A final de contas, o artigo foi escrito em Latim, a
lingua antiga que é o grande atavo do Portugués, porquanto encontrei ser
deveras através de atavismo a melhor via para a melhor traducao.

As tecnicalidades. Determinei uma tradugao fixa para algumas palavras
que transmitisse o melhor possivel o seu contetudo; porém quando tal nao
foi possivel, quando alguma palavra tenha sido usada com diversos sentidos
que nao se pudessem capturar em poucas expressoes do Portugués, como
as preposicoes ut e ez, abstive-me de o fazer. Mantive também todas as
minusculas e maitsculas e a pontuacao o mais fielmente possivel, mas adi
alguma como auxilio de entendimento.

Quando me deparei com sinénimos recorrentes no corpo do artigo, in-
vestiguei a sua etimologia e a das potenciais traducoes em Portugués para
alinhavar cada sinénimo Latino com o sinénimo Portugués mais semelhante
etimologicamente.
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A tabela em baixo exibe nas colunas impares verbos Latinos que foram
mui usados pelo autor e a que decidi designar traducoes Portuguesas rigidas,
as quais integram as colunas pares.

do' haver oporteo | ter de ser
fio suceder perspico | perceber
foret haver de ser PONO definir
intelligo | compreender prodeo provir
nequeo | nao ser possivel reddo dar®

Pelo corpo do artigo podem encontrar-se muitas particulas modais* e
outros advérbios, o que pode parecer estranho e exagerado ao leitor. Porém
creio haver uma causa para o seu extenso emprego: no Alemao falado (pelo
menos no hodierno, do setecentista nao sei muito) usam-se muito mais fre-
quentemente do que em Portugués advérbios e particulas, porquanto julgo
advir isto, como outras peculiaridades do estilo linguistico de Euler patentes
nesta obra, de influéncia da sua lingua materna.

Na tabela seguinte registaram-se algumas preposigoes, conjuncoes,
advérbios de modo e particulas modais que se repetem sistematicamente
ao longo do texto e, embora o Latim permita para quase todas varias inter-
pretacoes entre si mui dispares da perspectiva do Portugués, foram deveras
usadas com o sentido discriminado na tabela de modo bastante homogéneo.

t Aparece muito o verbo do na passiva com o significado de existir. Penso que isto é
outro exemplo de interferéncia do Alemao, porquanto em Portugués “ha” com o sentido
de existir traduz-se em Alemé&o es gibt que significa literalmente “da”.

Hnfinitivo futuro do verbo sum, “ser”.

§Com o sentido de “resultar em”, como na frase “um mais dois d4 trés”. Penso
subjazer a este emprego peculiar do verbo reddo interferéncia do verbo Alemao ergeben,
com o mesmo significado e cuja etimologia advém do prevérbio Alemao er- (parecido
com o Latino re-) e do verbo geben, “dar”.

*Advérbios deste tipo, cuja designacao em Portugués desconheco, nomeio assim por-
que em Alemao, lingua materna de Euler, se lhes da este nome, Modalpartikeln. Exemplos
destes advérbios em Portugués sao : “mesmo”, “até”’ e “1a”. Estes assistem o interlocu-
tor em exprimir as suas emogoes em relagao ao que comunique no momento em que as
empregue, por exemplo: “Ela é boa até.”, “Faz-me 14 isso!” e “Consegues mesmo correr
assim tanto?”.

23



adeo mesmo, por conseguinte* POTTO ademais
alias senao praeter afora
an se! propterea por causa disso
at por outro lado prout conforme
atque e ainda puta por exemplo?
autem porém, alias quamobrem por qual razao
deinde além disso quamaquam embora
denuo de novo quare pelo qual
enim efectivamente quia porque
erqo portanto quicumque | qualquer/quaisquer
etiam até, também™ quidem de facto
hactenus até aqui quo circa pelo que’
hinc daqui quoniam visto que
1deo por isso quoque também
1gitur entao saltem pelo menos
ita assim sed mas
itemaque analogamente seu ou seja
terum novamente stve quer
longe de longe tamen contudo
nam pois tandem eventualmente
nunc agora tantum somente
ob por tum entao
omnino de todo uterque um e outro
pariter) parmente, igualmente vero deveras

*S6 usados em conjunto uma vez (adeogue etiam) na demonstracdo do teorema 7.

fComo em: “Nao sei se devo ir”. Equivalente ao Inglés whether e ao Aleméao ob.

fDeveria porém ser um imperativo de puto, o que nao faria deveras sentido nenhum...
Nao sei como justificar esta traducgao que sei pelo contexto estar correcta.

§Quo circa significa literalmente “ao redor de que”, a menos de quo ser declinado no
ablativo em vez de o ser correctamente no acusativo, o que porém de facto nao encaixa
no contexto. Mas a tradugdo a letra para o Alemao, que é darum, significa também
“portanto”, “por qual razao”, que é indubitavelmente o que se quis transmitir aqui.

TComo em “Quer um, quer outro sdo bons”.

IEste advérbio de modo é usado muitas vezes pelo corpo do artigo tanto com o seu
sentido comum, “analogamente” ou “do mesmo modo”, quanto também com o sentido
de “parmente” ou “de modo par” (“par” com o sentido de “divisivel por 2”), conforme
é implicitamente alids explicado na demonstragao do corolario 3 do lema 2 inicial, onde
foi pela primeira vez utilizado. O advérbio impariter é também usado significante “de
modo impar”, mas apenas na demonstracao do teorema 3.
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Para facilitar o entendimento do texto pelo leitor, introduzi entre
paréntesis rectos, trechos de frase que percebi serem omissos no original
mas necessarios, ou pelo menos tteis, em clarificar o texto. Muito do que
introduzi foram conjugacgoes do verbo ser que em Latim se omitiam muito,
mas que em Portugués nao se omitem de todo.

Em textos escritos em Latim a oracgao infinitiva é ubiqua. Embora cada
vez menos usado em Portugués, este estilo de construcao frasica permanece
correcto, pelo que o mantive na traducao. Tive porém de fazer alguma
“ginastica sintactica” para facilitar a leitura, por exemplo, para evidenciar
quando de complementos directos se tratassem, construi as oragoes infi-
nitivas subordinadas de forma a iniciarem tendencialmente com o verbo.
Tomei esta opgao porque realmente acerca dos niimeros e dos outros entes
matematicos e mesmo da propria matematica nao ha tempo, nem, creio eu,
nenhum conceito possivel de tal. E mesmo a sua intemporalidade algo que
os torna tao fascinantes e por que persistimos, gastando tempo e energia
preciosos para nés entes finitos, em descobri-los, estuda-los e fazer tradugoes
de artigos sobre eles. Face a isto, sentia que estaria a violar a sua esséncia,
outrossim incidentalmente a do Latim, se tivesse forcado tempo a oragoes
que tao apropriadamente eram infinitivas. Assim deveras com gosto afirmo
ter mantido todos as conjugacgoes verbais como Euler as escreveu*.

Em Portugués usam-se frases como “Levarei comigo o guarda-chuva,
caso chova.” e “Feito o trabalho de casa, posso brincar.” que sao clara-
mente resquicios do ablativo Latino. Um exemplo das muitas tais frases no
texto sao trechos como o da demonstracao do teorema 1: “Definido portanto
m = xr e n = yy...”, oracao esta que poderia ser lida como “Como foram
definidos...” ou “Porque foram definindos...”, mas, como é perceptivel, ver-
dadeiramente em Portugués a traducao mais fiel ao sentido original com
toda a sua latitude inerente € a literal, portanto assim a registei.

Ainda hoje se encontram textos em Portugués com participios presentes
aplicados com a sua verdadeira funcao, embora raramente, que é a de verbo.
E de facto existe na gramatica de linguas modernas, como o Alemao, este
participio. O exemplo disto mais recorrente no texto é existentibus, usado,
por exemplo, no trecho do caso 1 da demonstracao do teorema 2 assim
traduzido: “Porque (...) serd ¢ = mm — nn e p = 2mn, existentes m e
n ndmeros entre si primos.”. A palavra “existentes” aqui (que é também
mais um exemplo de um ablativo traduzido a letra) pode ser lido nos con-

*E claro que para isto tive de recorrer a conjugacoes perifrasticas e compostas, algo
que nao existia em Latim, para colmatar lacunas do Portugués face a rica lingua Latina.

25



textos em que aparece como “porque existam” ou “como existam”. O autor
porém nao exprime a relacao exacta da oracao subordinada cujo predicado
é existentibus com a oracao principal, pois nao usa quaisquer preposigoes.
A sujectividade desta relacao portanto nao pode ser correctamente trans-
mitida, se uma preposicao ou uma conjuncao se lhe apusesse na traducao.
Ademais porque conjugar o verbo implicaria inexoravelmente tal aposicao,
a melhor traducao é com certeza a literal.

Devo asseverar que o atavismo do estilo com que registei esta traducao
nao foi desenfrenado, senao regido pelo critério que tenho vindo a explicar e
cujos aspectos em que poderia ter sido mais atavista, mas tomei a decisao de
nao ser, prossigo explicando. De facto, as conjuncgoes comparativas traduzi
por “do que”, muito embora quam sugira a primeira vista que a tradugao
mais correcta seja “que”. Penso porém, apés reflectir cuidadosamente, que
isto nao seja assim. Creio pois que a facultatividade do “do”, que é algo
recente, apareceu por influéncia de linguas como o Castelhano e o Inglés.

Senti-me mui tentado em manter o gerundivo, ou seja, traduzir palavras
como demonstrandum (estante na demonstracdo do teorema 7) por “de-
monstrando”. Embora se perceberia a traducao se eu assim a tivesse feito,
contudo senti que isto seria esticar a proverbial corda demais. Ademais devo
notar que ha um exemplo usado com alguma frequéncia no corpo do texto
de um gerundivo cuja traducao correcta nao seja a convencional, logo nem
poderia portanto ser aquela a que me senti tentado a fazer: O gerundivo
notandum é usado nao com o sentido de “notando”, nem tao-pouco sequer
com o de “notavel”, senao indubitavelmente com o sentido de “evidente”.
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