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Viro Celeberrimo atque lenge Eximio LzoNnarno Eulero 8 P. D,
Jon. BERNOULLL

Jam per aliquot menses valetwdine usus minus prosperz, ut mihj
fieri solet hac imprimis anni tempesiate, ac subinde lecto affixus ob ip-
sultus podagricos, promtiug respondere non potni ad litteras Tuas novig-
gimas multa eruditione referfas; quom ipsam ob causam ne nune guidep,
adhue tromsmittere possum secundam partem meditationum mezrum hy-
draulicarum, utpote nondum omnino descriptam, etisnsi maberiam a longg
jam tempore in parato habeam. Adde guod multo copiosior erit haee
altera pars atque sui triente superabit primam, unde facile intelliges, de-
geribendi laborem non posse non esse mihi molestissimum, eum ob hebe-
tudinem oculorum tum ob tremorem manunm, guae duo swnt mals quotidie
fere ingravescentia; gquodque pessimum aceidit hae in re est, quod ipse
cogor describere, cum nullus mihi detur amanuensis, qui talia deseribere
velit vel possit . . .1)

Filius meus professor Lipsiam misit chivographum Exe. ScHUMACHRR;
ad repetenda exemplaria Commentariorum Tuique tractatus de Musica,
pro quo debitas Tibi gratias ago, quem, ubi acceperc, legem magna cum
voluptate, et eo majore quidem, guod de hac materia hactenug nihil mil;
videre contigif, quod mihi ex asse satisfacere potuerit.

Methodus, qua uteris, Vir Exe., ad summandam seriem

1 1 1
14+n + 440 + 9+n + efe.

est omnino curiosa et extraordinaria, sed simul postulans ealeculum longum
et intricatum, a cujusmedi instituendis jam a multo ftempore absberreor,
ob senectutis incommoda superius memorata, contentus iis, quae sola vi
meditationum, sine longa- analysi, ernere possum. Daretar forsan, sl velleg
sagacitatem Tuam consuetam consulere, alia via brevior magisque trits
idemn praestandi; sunt enmim infiniti casus jam dudum solubi, mimirum
omnes illi, quos olim communi opera cum Fratre meo defuncto tracta-
vimus?), in quibug Toum # significat numernm gquadratum eum praefixo —.
Aperi mode, 81 habes, tractatolum pogthumum Fratris mei De arfe conjec-
tandi, ubl pag. 252 reperies®) hoc problema rolutum: ITnvemire summmam

1) Zwischen ,poesit* uwnd ,Filiug® stand offenbar in Briefe etwas, das bel Pusg
ausgelagsen isf. Da das Konzept des Briefes in Stockholm fehlt, konn ich uichg
entscheiden, ol» miglicherweise das hei Fuss ausgelassens sich suf eine iberstricheng
Stelle bezieht, die vermutlich in der von ihm benutzten Abschrift fehlt.

2) Soviel ich weiB, hat Jouwawsy Bmuwourrr in leiner geiner eigenen Schriften
diege Reihe behandelt

3) Die von Jominn Brnvovrm zitierte Stelle findet sich aveh in Jaxor Berwouruig
Opere (Genevas 1744), 8 305




G. Bwesrandy,
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serieriwm Lrmyrrromarum olicrwmque, quarum denominaiores sunt numert
quadrati aut trigoneles, minuli alits quadratis vel trigonalibus., Exemplum
habetur pag. 252 hujue seriei:

1 1 1 1 1
gtgtp ettt
hoe est Lujus:

1 1 1 1 .
ypmny e -y el -y e -y e L
3

- ltem pag. seq. 254 hoe exemplum habebar:1)

guae est =
1 1 1 1
BeU

1 1 1 1 _
6—5 T os—g T 55—g + zg—5 T ele

. 49 : .« .
quae peries ept == Tuum est examinare, an Tua sublimiz eum hisce

55
trivialibus guadremnt. _

Non minus quogue curiosus videtur modus Tuus aequationes differen-
tiales altiorum graduum wuna vice ifa integrandi, ut statim ad signatiomem
finitam perveniatur, Memini me jam ante mulios annos gimile quid in-
venisge, quod in adversariis meis consignavi, sed nune inguirere non vacat.
Fx paucis guae in hanc rem adumbrationis causa adjicis sine demon-
stratione, concludo fere, Tibi ad has meditationes occasionem praebuisse
ea, qua olim publice dedi pro solutione problematis CoTEsiani a TAYLORO
propositi ommibus geometris non Anglis, ubi modum tradidi?) resolvendi
quantitates integrandas in factores reales, eorque discernendi a non realibus.
Quod vero attinet ad generalem Tuam formulam:

ads bdd cd® dd* :
Y+ g+ g T g g et =0,
posita dz pro constante, huic quidem satisfacere potest semper aliqua ex

curvig logarithmieis, cujus tantum subtangens est quaerenda, quod ita facio.

Aequatio generalis pro istis eurvis haee est: y == n”'%, ubi p denotat sub-

tangentem generalis logarithmicae, et n numerum, cujus logarithmus =
unitati, ita ul ln = 1. Hoe ita exprimendi morem primus ego introduxi
jam ante exitum superioris saeculi, id quod nune magnum wusum habere

compertum esf. Differentiando ergo econtinmo #”'* habebuniur valores
ipsarum dy, ddy, d%y, déy, ete. nimirum:

1) Siehe Jaron Berrovrrr, a. a.-0. 8. 397,
2) Biehe Jomaww Brmwourvr, Clar. Tarzorr mathematici Angli problema enalyticum,
quod ommibus geometris non-Anglis proposuif, solufum; Acta Eruditorum 1719,
8. 256—270 [= Opera ommia, t. II B. 402—418].
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da
gy = — .
y »

Quibus valoribus substitutis in formula Tua
ady bdds
y 4 G+ G+ ete

dxr

wp _ o dr® mp _ar®  arp L, as o w:
w Y ddywp—p- o, dﬂy—]}-a-n , dly = P efic.

x
g»ﬁ(l—}-% +1%+£“—|—1%,—|—'etc.]=0.
Diviso itaque per »°* et multiplicato per maximam dimensionem ipsius p,
orietur aequatio algebraica, eujus quaelibet radix p dabit subtangentem
logarithmicae quaesitae. Exemplum guod das aequationis differentialis

quaiti gradus

d g2
ydat = kidly, sen y — ]dc;f" =0

ita facillime eolvitur. Cum enim hie litterae a, b, ¢ deficiant atque sit

— — J#*, habebis hanc aequationem quatnor dimensionum, ged non affectam,
pt — k=10 peu p=1©

Dico igitur, logarithmicam, cujus subiangens == £k, sotisfacere aequationi

propogitae

- Tddly
¥ — Tz = 0.

Tateor imterim hoe modo pro hoc exemplo unam tantwm exhiberi loga-
rithmicam, a Te vero exhibentur plures eurvae

T T
y=Ce¢ *4 Det + Esin AT+ Feos A3
Fateor efinm, si proponevetur
Kt dby
dat
fore meam logarithmicam impossiblem seu imaginariam; sed idem etiam
in Tua solutione, licet universaliore, contigeret, nam apud Te foret pariter
%k impossible, seu non reale. :

Cum nuper mihi aliquantulum plus ofii nacto in mentem rediret id
quod seripseras de oscillationibus corporum in agua natantium, volebam
per me ipsum inguirere in longitudinem penduli igochroni oscillationibus
guas rubeunt hujusmodi corpora in aqua natantia, postquam ex statu
quietis nonnihil deturbata fuernnt per vim, cujus directio est horizontalis.
Post aliquot horarum meditationem compos factus sum perfectae solutionis,
ut mibi quidem videtur, quae Tuae, ceu appareb, sabis similis est; Iece
eam'). Retentis litteris et schema guibus uvsus es pro parte in epistola

= (,

1) Vgl. Jouann Benwournr, Opera ommis, t. 1V 8. 287—293.




49 G. Dnnerns,

data 30 Julii 1738, voeo praeterea g vim gravitatis acceleratricis gua
corpora naturaliter ad descensum verticalem animantur, item n angulum
minimum, quoe eorpora ex situ verticali OG paulvlum inclinantur, eritque
vis motrix applicanda in O horizontaliter ad restituendum corpus ad situm
quiefis pro quolibet angulo minime @

__ngV J@*+ e
= oa |06+ 3““17"”’")

¥

longitndinem pendunli simplicis isochroni invenio
. 3[rrap
8V 0G+ [ M adw

ubi per p intelligo volumen singularum particularum, quae totum corpus
immatans heterogeneum compomunt, § exprimit demsitatem cujuslibet par-
ticulae p, r distantiam cujusque, perpendicularem, ab axe, circa quem fit
oscillatio, tandem aquae densitas supponitur = 1 gen unitati, atque ita
tota expressio longitudinis quaesitae erit geomefrica, nil nisi lineas expri-
mens. Bi eorpus imnatans est homogeneum, hoe est si ubique & est
constans, seu habens ad unitatem rationem invariabilem, erit @ supra O,
adeoque OG megativa; quod si praeterea O G tum sit etiam major quam
{4 2% dz:3V, fiet vis mofrix negativa, adeoque eorpus inclinatum
non reshituetur, sed praecipitabitur, quonsque labi potest. Seiendum
guogue est rectam ADB inter oseillandum eum semper situm capere debers,
ut ab una parte [yydzsit = [22dx ab altera parte, quod sine ommi
dubio Tu, Vir Cel, efiam observasti Denique id etiam non est omitten-
dum, quod centrum gravifatis G secuncdum vigorem non omnino immobile
maneat durante oscillatione corporis, sed alternatim ascendat et descendat,
quamvis isti aseensus et descensus punt nfinities minores quam excursiones
puncti O, quae ipsae jam gunt infinite parvae. Hine tuto considerari potest
centrum gravitatis & tanquam omnino immobile, dum cenfrum gravitatis
voluminis aquel O facit suas oscillationes laternles. Theoria mea extenditur
quoque ad alios casus cognatos; ex. gr. si in vase aliquo quiescente datae
figurae contineatur data quantitas aquae, cujus tota masgs & eausa quadam
ineipiat finctuare, ascendendo mempe ab uno latere super horizontem, dum
a latere opposito descendit infra eundem, mox postea moiun contrario
refluendo ad hoc latus ultra Hmitem horizontalem, de hine iteram ad
partem oppositam redeundo, afque ita porro. Reciprocantes istae fluctu-
ationes repraesentant speciem oscillationum, quibus inveniri potest longi-
tudo penduli simplicis isochromi. Alis item foret species oscillationum
non minus curiosa. Bi nempe pelvis aligua habens ansam, at lehetes solent
habere, impleretur aqua, sed non ad summitatem usque, ot deinde si ad
ansam suspenderefur pelvis ex clavo firmiter fixo, expectando parumper
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donec aqua contenta ad quictem sese composuerit, ifa ut ejus superficies
suprema induerit situm horizontalem. Concipe nunc pelvim ite pendenten
ex situ quietis tantillum dimoveri, sed placide, ue aqua ad fluctnanduin
concitetur. Facile utique intelligis, pelvim, sibi relictam, esse inchoaturam
oscillationes minimas, sed ita, ub aquae superficies semper maneat lori-
zontalis, secus ac fevel, si aqua esset eongelata, quo cagn pendulum non
differet ab ordinario pendulo composito. Quaeritur ergo in nosira suppo-
gitione fluiditatis aquae, guanta sit longitudo penduli simplicis isochroni,
abstrahendo facilitatis gr. a gravitate et a materialitate ipsiug pelvis et
ansae; video meam methodum hue pertingere, quamvis quia inter scriben-
dum modo mihi in mentem venit, solutionem nondum tentaverim; non
dubito quin pro sagacitate Tua quaesitum facile mis assecuburus.

Sed abrnmpo jam nimium fatigatug seribendo, ut Tu, Vir Exe., forsan
fatigaberis legendo inconcisam meam seripturam. Fn tamen adhme pancis
observationem meteorojogicam. Nupero scil. 6. Dec. st v. qui dies con-
seeratus est divo Nicolao, gentis Russicae patromo, hora circiter nona
matntina, deprehendi mercurium in barometro ad fantam profunditatem
descendisse, ad quam non memini unguam pervenisse. Af vero im hoe
statu non diu permansit, nam sub vesperem ejusdem diei rediit ascendendo
ad mediocrem fere altitudinem, gquae hic est 26 poll 10 lin. Paris;
tempestas non fuit valde procellosa, nisi quod ventus solito violentior
gpiraverit.

Vale, Vir Celeherrime. Dabam Basileae a. d. 9. Decembr. 1739.

28.

Euler an Bernoulli 19. Januar 1740.

Antwort anf Benwovruss Erief vom 9. Dezember 1788, Original in der Bibliothek der Akademie
der Wissensehaften in Stockholm. Ausziige verdfentlicht von Ewesrrom in der Biblioth, Mathem.
1807, 8. 45—46. :

Inhalf. Burme bedauert, daf die Reinschrift der zweiten Abteilung der Disser-
tatio hydrawlics so schwer hersustellen ish, — Die Summe der Reihe

1 1 1 1
lin_l_ti-in—l_ﬁiin']_lﬁ_—l;ﬂ_]_ v
besonders fir den Fall, daB » eine Quadratzah] ist. — Integration der unvellstindigen
linearen Differentialgleichungen mit konstanten Koeffiziemten wund einer anderen
Differontialgleichung ihnlicher Art. — Uber Schwingungen schwimmender Korper.
— Logung der zwei von Jomary Benwovwis in seinem letmien Briefe gestellten Frobleme.
— Dievon Jonawy Bennovrrs in demeelben Briefe erwihnte meteorologische Beobachtung.

Viro Celeberrimo atque Execellentissimo Jomaxnt Berwourir 8. P, D.
LeoNHARDUS LULER.
Quangnam summo desiderio alteram partem meditationum Tuaram
hydraulicarum expectamus, tamen quia Jahor eas deseribendi Tibi admodum
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. BEnesrnim,

est molestus, ante mihi ad litteras Tuas gratissimas pummaque eruditione
refertas regpondendum est visum, quam illaz meditationes aceiperemus.
Interim vehementer doleo, describendi laborern a Te Ipso, Vir Celeh., esse
suscipiendum neminemque Tihi praesto esse, qui hoc lahore Te publevare
posset. Filing autem Tuus ClL postremam disserfutionem quam hue misit
mon ipse seripserat, sed erat ab amanuensi satis idoneo deseripta, qui Tibi
etiam fortasse operam susm in hoc negotio eommodare poseet.

Inveni interea aliam methodum?) geriem '

1 1 1 1
lin+4in+9j—n+ 164 n + ete.

summandi a priori quidem diversam, sed quae pariter ac illa summstiones
omnium serierum hae forma

1 1 1 1
1 + 22m + Ssm + 42'.'31 + .529:1. + eic.

contentarum postulat, mihique plane videtur sine hae serie cognita illius
gummationem frustra temtari. Quamvis enim illa series mmumeris cagibus,
quibus ecilicet — n est numerus quadratus, summas habeat rationales,
tamen harum summarnm coguitio mihil omnino counfert ad summas in-
dagandas iis easibus, quibus — m non est numerns quadratus. Quoties
enim quaepiam series summam habet rationalem, toties ego quidem sus-
cipere anderem illius summae inventionem: at quando summa ratiomalis
non datur, tum multo est difficillimum plerumque sommam assignare.
Ceterum casus a Te, Vir Excellentissime, commemorati, quibug - # egt
numerus quadratus integer, ex mea generali summae expresgione satis
facile derivantur. Primum autem considerandum est positc — 7 == numero
quadrato infegro, puta 22, aliquem seriei

1 1 1 1 '

1—m? + 4—m? + §—m® + 16— m® + ete.

termmum in infinitum abire, summamgque ideo fieri infinite magnam. Quare
ut Tuos casus obtineam, illum terminum, qui fit iufinite magnus, omitti
oportet. Cum igitur seriei istius propositae gemeratim spectatae

1 1 1 1
1 —m? + 4—m? + 9—m® + 16 — m? + ete.
summa & me inventa fit
1 7 T -
= Ymm Sm cob A. maw = 2mm ~ Zmiag A mx’

1) Die Methode, wornuf Ewnen hier hindeutet, ist vielleicht die in seiner Ab-
handlung De seriebus quibusdam eonsiderationss; Commexnt secad. se. Petrop. 12,
1740 {gedruckt 1750), 8. 53—96 avecinandergesctzte.
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poro g infinite parum a numero integro diecrepare, ita ub sit m =7 4 da
denotante 7 numernm integrum, eribque sununal)
L x = L
= Omm (i dx)tAgh. (w4 wda) 2m? 2 - de)dx
ob tig A, (im + wda) = wdw; arcus enim, qui infinite parom excedit
semiperipheriae multiplum quodeungue, tangens ipse illi excesenl est
aequalis Quocima erit isting meriei:

1 s 1
1—m- T i gl 9——m o 8% — ({i-f-dax)* + (i 1% — m*
1 1
Rl e i ey s = T ete.
Eunima

—
T 9mt 24da 4 2da®

gubtrahatur ufringue terminus asberisco notatus quippe qui est infinitus
— L. eritque residuse seriei
= T ide—da® —  Zidefaz T !

1 1
: 4—1?19 + 9— m’-’ toeee (m— 1" —m? + (i 1)F —m®

1—mt
1 1
_?_ (-} 2)2 — m? + (m 4 8)*—m?

ete.

summa finita atque aequalis

1_ . 1 + 1
2m? 9idx + 2dx? 2ide 4 d=®

facto re ipsa dw = 0 abque ¢ =— m. Quodsi nune termini negativi seriel

da® 1 1 8
2m- + ifdz T I + T 4wt

qﬁi hune m antecedunt in alteram partem transponantor, pro-

dibit seriei hujus, in qua casus a Te allegati continentur:

1 1 1 1
(m -+ 1) —w* + (m 22— m? + (n -+ 8)? — m® + (m £ — m*

1
+ (m 5 —m? + ete.

summa

3 1 1
. — + 4+ __9_|_ ...... +

T 4m? m? mE— m? mE

Hine enim erit, numeris integris successive loco m eubstitvendis, ub

gequitur:
: 1 3
Slm:lwmﬁ'g 1+16 1+25 7 +oete. ==

1 8 1 25
51"'”““2=9 4_116—4+25 "36 et =5t —x

1) Vel Bunems Tnstitutiones colenli differentialis, eap. 1B, § 366 [= 8. 205 des
3. Teiles dor Ubersetzung von J. A. Cm. Mionpramw].
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G. Brusrnine,

. 1 1 1 1 _
Bm=3 gt g g+t g_g T m—y T e

8 1 1 49
T 4.9 "'”9—1 + —Z = 120

: 1 1 1 1
Sm=4 et ot o T s T ot

3 1 1 1 761
~rnm i tm—aT 16—9 — 2240

Fateor quidem lubens swmmas has pluribus modis multo facilius inveniri
posse, verumtamen ostendisse juvavit eag guogque ex formula mea generali
derivari posse. Pracher hos autem casus summas rationales admittentes
notari merentur, qui in hae forma jam ante, ni fallor?), Tihi perscripta
continentuy:

4 — ot + 16 —m? + 36 —m? + 52 i 4 100 — - ete.

cujus seriel, sl m gif numerus impar quicungue, summa perpetuo est

= 5o quae hujus seriel summa generalis per alios modos vix tam facile

patebit.
Quod suspicaris, Vir Exe., ad methodum meam integrandi aequationes
“differentiales altiorum graduum, quae hac forma generall continentur

bddy
da?

2
0=y %2 + 2000 1 S0 i

ansam mibi praebuisse ingeniosam illam tuam analysin, gqua problema
Cormsiannm a TAYLORO propositum resolvisti, quanquam insignis similitudo
intercedit, tamen postguam problema maultic modis tracizssem, prorsus
inopinatq in meam solutionem ineidi, atque ante nequidem suspicione
agnoveram, resolutionem aequationum algebraicarum in hoe negotic quie-
quam gubsidii afferre posse. Mox quidem pariter ac Tu, Vir Celeh., intellexi
in hujusmodi aequationibus logarithmiecas contineri, modo plures, modo
pauneiores, saepius etiam nullag, gquae parametros habeant reales. Verum
meumn ingtifutum in hoe praecipme versabatur, mon tam ut unam atque
alteram aequationem integralem exhiberem, quae propositae differentiali
satipfaceret, quam ut aequationem integralem completam erunerem, guae
aeque late ne ipsa differentialis pateret, et quae ommes omnino aequationes
particulares satisfacientes simul in se complecteretur. Imprimis aunfem in
e0 eram oceupatus, ub aequatio integralis a quantitatibus imaginariis
penitus esset libera, id quod mihi ex voio consecutus esse videor. Quod
enim oggeris hujus aequationig

1) Die hier avsgesprochens Vermutung von Evize diicfte nicht rjchiig seiz, soe
fern sie sich nichi auf den verlorenen Brief vom Jahre 1785 bezieht.
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Mty

Y+ gm =0

integralem mea methodo inventam imaginariam esse futuram, id, 8 quidem
weam methodum attentiug ingpieere dignaherig, aliter depreliendes. Pervenio
namgque ad hane aequationem algebraieam p? -- M = 0, guae in has duss
aequationes duarum dimensionum resolvitur-

»+kp VE F k=0 et p?—EkpVS4 k=

unde obtineo hanc aequationem integralem completam

2

T &
af e (Tak? % of —_ Wit 2 —=
y=="Ce sin A'kVZ + De cosA.sz
_ = - B o
EVE — 1147 ——
4 Ee sin A. e 4 Fe cos A, 2 1e

enjus aequationis quatuor constantes C, D, F et F' manifesto testantur
hanc aequationem esse integralem completam. Quodsi enim aequatio diffe-
rentialis quarti ordinis proposita

dyt

Y 0

y+ Mdig

quater ommi extensione integretur, necesse est ut quatuor novae constantes
in finalem aequationem integralem ingrediantur. Praecipuum autem, quo
haee mea methodus aliis antecellere videtur, in hoc consistit, quod non
opus habeam tot integrationes successive instituere, quot gradus habent
differentialia, sed uno quasi actu inveniam aeguationem integralem finitam.
Simili fere modo possum efiam aeguationem infegralem completam ac
realem imvenire, quae satisfaciat huie aeguationi differentiali indefiniti gradus

axdy  batdds cxtdiy Gt diy
V=y+ ax + dw2J+ dm3J+ At + ete.

posito da constante.

Quae meditatus es de oscillationibus horizontalibug corporum aquae
innatantinm, mirifiee cum eis conveniunt; atque adeo ipsa methodus qua
uteris & mes non multum discrepare videtur; deduxi enim ego quoque
ommia ex consideratiome sollicitationum, quae a viribus motricibus pro-
ficiscontur. Interim quam proprictatem affers rectae A in suprema aquae
sectione sumtae, qua utringue debet esse

Jyydae = jeeda,
eandem proprietatem ego ita expressi, ut dicerem rectam 4B per centrum
gravitatis sectionis navig in aquae superficie factae transire debere.

Quod denique ad motum centri gravitatis totius mnavis, durantibus
oscillationibus, attinet, is maxime pendel a distantia rectae verticalis per
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centrum gravitatis peclionis aquae ductae, a recta verticali per cenfrum
gravitalis tofius navie dueta. Quodsi enim hae duae reclae verticales
gonveninnt, fum mobus eentri graviiatis ommnino erié nullug, si gquidem
oscillationes mavig fuerint infinite parvae, at quo majore intervallo hae
hinae reetae verficales a ge invicem disfent, eo major subrequetur eentri
gravitatis navis mutatio. Quamohrem his casibus fieri nom poterit, ub
navis oscillationes horizomtales puras abgolvab, sed perpetuo conjunctae
erunt enm ogcillationibus verticalibus, quarum Tu primum, Vir Celeb,
mentionem fuoigti, quae peculiarem sequuatur legem, ita at nisi tempora
binarum oseillationum sint inter se vel aequalia vel commengurabilia, os-
cillationes totales regulares esse nequeant. Qua in re Filius Tuus Clar.
etinm nune a me- dissentit, qui gtatuit utrasque oscillationes semper sese
ad uniformitatem componere debere, ita ut unieum quasi oscillationum
genus appareat. Multo autem major difformitas sese orcillationibus im-
miscebit, quando planum in quo sitae sunt binae illae memoratae verti-
eales, non est normale ad axem horizontalem, circa quem fiunt oscilla-
tiones. Tum enim non golum alberni centri gravitatis mavis ascemsus et
descensus motum oscillatorium eontaminabunt, sed etiam ipse axis, circa
quem ogcillationes fiumt, erit mutabilis, ita ut unica durante oseillatione
motus cirea alium atque alium axem horizonbtalem per cembrum gravitatis
navis transeuntem perficiatur. Quae oseillationum difformitas mihi guidem
tantopere difficilis videtur, ut eam calenlo subjicere adhue mon potuerim:
praeter vires enim motum oscillatorinm generales inter oscillandum per-
petuo adest alia quasdam vis, quae positionem axis, circa quem eo ingbanti

motus oscillatorius absolvitur, mutare eonatur, eujus effectum nondum ad -

caleulum revocare potul; qua de ve plara in postremis litteris ad Filium
Taum Celeh. dabis seripsi

Deinde duorum problematum mentionem facis, Vir Hxeellentissime,
maxime ingeniosorum ac dignorum, guorum golutio suscipiatur, quae Tu
gtiam, per methodum Tuwam jam solvisse mihi perseribis.

Priori antem problemate postulas, ut oscillationes aquae in vase
[Fig. 4] quiescente 4D B definiantur, quando agua motu reeiproco ad
latera vagis opposita A et B affluit defluitque. FEm igitur isting proble-
matis tam solutionem quam gol-
vendi methodum meam. Teneat
aqua, dum a statu aequilibrii maxime
recessit, situm @Db, sitque ab
" ejus suprema superficies secans hori-
zontalem A8 in puncte medio O
ex quo ducta perpendicularis CD
Fig. 4. per centrum gravitatis aquae in
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quiete sitae ADB transent, quae quidem conditio non est necessarin ad meam
golutionen, sed eam tantum assumo, vt quaestio fiat planior magisque mielligi-
bilis. Ponatur angnlng 4 Ca = BUD = dg, quem valde paryum corcipio,
ut com suo sinu confundatur; sitque AC= BC==u0, erit aquae spatiom vel

LOb vel ACu replentis volumen = - aady, neglectn vasis longitudine:

similique modo totum agquae oseillantie volumen exprimetor per wream
ADPB. Dum nunc agua oscillando ex situ D sese i situm aequilibyii
ADD recipit, quasi cirea polum fixum € rotubitur, eritque ejus momen-

. . . 2 . .
tum respectu hujus poli, dum situm a DU tenet = o a’dg, ub ex regulis

staticis facile intelligitur. Sif jom /' longitndo penduli simplicis isochrond,
erit vis, qua quaelibet aquae particula in sitom aequilibrii urgehitur, ad
ejusdem pondus reciproce ut haec penduli longitudo f ad sputinm ab ista
partieula percwrendum, quo ad situm aequilibrii attigerit. Coneipiatur
fotum acquae volumen aD? divisum in sectores mumero infinifos atque

. . 1 . . .
cum inter se asquales tum sectori BOD = 5 aadg, cujusmodi sector sit

mCM, cujus parfienla guaecunque ¢ per spatiolum P moverl debebit,
dom aqua ex situ ¢ Db in situm 4D B pertinget. Sit angolus 4CMH =35,
erit MCOm = ds et posita MC =y, ob seclores M CUm et B O nequales,
exit

aodg = yyds.

Sumatur distantia CP = CQ =2, erit PQ = zds et molecula aquae
spatiolo Ppg () contenta = #dsdz. Huic moleculae, dum aquae superficies
ex Ob in (B subsidit, pereurrendum est spatinm P ¢ = zds, ex quo erit
(f: 2ds) = vis urgens particulam P @ in directione @ P hineque vis urgens

de 2 . .

particulam Pg == zdsde in directione ¢F = E—d;is—; abque hujus vis
Sdzds? . . 4 ] 68

momentum ad axem motus O relatum erit = @— cujus integrale %

dat momentum ex sectore PC' Q) ortum, unde momentum pro toto sectore
M Cm prodibit
_ ytdst _ yyade

o = 4F aadg,

yyds
2

integrando momentum tofale ex universa aqua aD? natum = areae

a b - “g‘;jg = ADDB. ﬂ;-;lfl_ Hoc vero momentum aequale esse debet illi,

. o . . . 2 4
quod ex actiome gravitatis oritur, quodque invenimus = —-@°dg; gua-

exprimat aream sectoris M Cm, erit

ob yyds = aadg. Cum auntem

propter habebitor
Bibliotheea Mathematicn. I, Folge, VI. 4
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haeeque est longitudo penduli simplicie isochromi guaesita; neque uti spero
a Tua solutione diserepabit.

Alterum quod proponis problema de ogeillationibus pelvis agua repletae
mibi quidem multo difficiline videtur, g quidem eo sensu proponatur, quo
ad praxim revocari queat. Dum enim pelvis ex situ Inelinato, in quo super-
ficies aquae fuit horizontalis, in gitum verticalem pervenit, aqua interea
sese vel efiam in situm naturalem reeipiet, vel secus. Prius eveniet, guando
aqua in pelvi quiescente eodem tempore oscillationes suas secundum prius
problema perficeret, quo integrom pendulum ex pelvi el aqua compositum.
Hoc autem nisi eveniat oscillationes maxime erunt Irregulares, atgque ad-
modum raro superficies aquae fiet horizontalis; cujusmodi oscillationes ex
gemino oscillationum genere mixias viz ac ne vix quidem ad caleulum
revocare licet. Af conditio quam adjicis, vi eujus superficies aquae perpetuo
maneat horizontalis, problema ad solvendum accommodstam reddit.

Pone igitur praster vim gravitatis perpetuo aliam guandam vim adesse,
quaecunque ea sif, quae superficiem aquae in pelvi contentae constanter
ad horizonfalem compositam tenest, praetereaque nihil ommine motum
oscillatorinm afficere. Hac autem assumta hypothesi ego oscillationes
sequenti modo defermino. Sit [Pig. 5]
LDF pelvis dum gitum erectum tenet

ad ab usque aqua repleta, cui ad utram-

que partem DAE et DBF similem

g figoram tribuam. Suspensa porro sit ista

pelvis ex unco firmo O eivez quem oseil-

7 lationes peragat, teneatque numne situm in
figura repraesentatum, ita ut recta 0D,

o @ quae in situ naburali est verticalis,

B . nmme eum verticali OH angulum con-
4 ¢ siituat G OH = dg; atque secundum
hypothesin aquae superficies hoe statu

i sib horizontalis, puta AB; quae rectam

Tig. 5 ab ipsi 0D normalem in medio O ita

: bissecabit, ut sit angulug 4 Co = GOH

= d¢. Ponatur 4C = BC = a, ac repraesentet area BIDA vel 8Da
volumen aquae, longitudini vasis vel neglecta vel per unitatem designata.
Cum igitur si aquae superficies esset ab, ejus centrum gravitatis positum
esset in recta 0D puta in puncto ¢, nune aquae superficie existente A B
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centrum gravitatis extra 0D in g cadel, eribque distantia punctornm G

et ¢ hovizomtalis Gig = % . %f‘; verticalis antem distantia guasi immu-
tatn manebit. Sit P pondus totius aguae, et distantia OG = OH = h, erit

208d
angulus G Og = ’aTa"IZDLA’

et
8
sngulus HOg = dg (1 — gh—gjtﬁ)

Hine neglecta plevis gravitate, nti Tu suades, Vir Celeh, ne ealeulus
praeter necessitatem nimis fiat prolixus, erit momentnm vis gravitabis
aquae ad pelvim in situm verticalem circa O constituendum

_ 2af
= P.0g-ang. HOg = Pdyg (h _m)

Per haee (rejecto dg quia a vase angulus dg absolvi debet antequam in sitnm
verticalem perveniat), si dividatur aggregatum omninm aquae particularom
in guadrata distantiarum suarum ab axe O multiplieatarnm, prodibit longitude
penduli simplicis isochromi. Quodsi suftem hoc aggregatum mnon differ-
re ponamus ah eo, quod haberetur, si aqua spatium b.De in vase occuparet,
quod ob discrimen infinite parvum tuto assumere licet. Ponamus longitu-
dinem penduli simplicis, quod isochvonum foret oscillationibus ejusdem
pelvis, i aquae superficies perpetuo esset @b, hoc est si aqua esset con-
gelate: pendulumgue eompositum eonsuetum; hoe inguam pendulum pona-
mue = k: et agpregatum illud omniwm particularum aquae in' quadrata
distantiaTom suarum ab axe oscillationis O muliiplicatarum sit = S, erit

k= 1—'?3 hineque § = Phk Cum igitur § etiam nosiro casn eumdem va-

lorem obtineat, erit pro eo longitudo penduli simplieis isochvomi

Phi _ s
= 2ad — 248
P(h__3.BD Y —swr 502

Longitudo igitur penduli isochroni posita aqua in pelvi congelata se
habebit ad longitudinem penduli isochroni posita aqua fluids in hypothesi
2a8
3h-BDA
8h-BDA, tum tempus uniug oscillationis pelvis suspensae erit infinite
magnum seu pelvis ex situ eveeto declinata sese mon restituet. Ceterum.
si men hypothesis hic expesita cum es, quam Tu, Vir Celeb., ad agnae
superficiem constanter horizontalem conservandam assumsisti, convenit,

non dubito quin nostrae solutiones perfecte sint compensurae.

Mirabilem mercurii in barometro descensum a Te observatum hic
cum 1is, qui obgervationibus meteorologicis operam dant communicavi,
qui Tibi ideirco gratias habent maximas.

agsumtba, ubl se habet 1 — ad 1. Quamobrem g fiat 2a’=

4:*
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.. .1) quod ut quam citissime eveniat nos ommes summo desiderio
flagitamus.

Vale, Vir Excellentissime, meque amare perge.
Daham d. 19. Jan. 1740. Petropoli. ;

24.
Bernonlli an Euler 16. April 1740.

Antwort anf Buness Brief vom 19, Januar 1740, Oviginal warloren; Kongept in der Bibliothelk
der Akademie der Wissensehaften in Stockholm. Verdfentlicht von Fogs, o, 8, 0. 8. 33—41, nael
giner vom N. Fues verfextigten Abschrift des Originsls. Die wabrscheinlieh verloren gepangens
Beilage des Briefes wurde von Ewmsontm in der Biblioth, Mathem, 1898, 3. 58—81 nach dem
Eonzepte snm Abdruelr gebrachd.

Tnhalt. Uber die mit der Pertigstellung der zweiten Abtellung der Dissertatio
hydsaulica verbundenen Schwierigleiten. — Geldangelagenheiten. — Uber die Reihen

1 1 1 1
li-n_l—-&j:u_l_Qin + 16in+ oo
1 1 1 1

rEmEEEmEo.
1 11 1
Tiz—ﬂi‘g—aizfi....

Eine Rigenschaft der harmonischen Reihe. — Die Integration der mnvollstindigen
linearen Differentialgleichungen mit konstantsn Koeffizienten, — Uber die Zerlegung

eines Biuoms in Faktoren zweiten Grades. — Integration der (leichung
— y 3Y | 3 @Y e By
0—y+awﬂ+bmd—w2+cww—]—...

— Uber die Sehwingungen schwimmender Korper. — Uber die zwel von Buzer im
vorigen Briefe geltsten hydrodynamischen Probleme. — Schwieriglkeiten, dis von Enrun
fibersandten Biicher zu bekommen. — Die Differentialgleichung ya® - a %{ =0, —
Beiluge: Integration der oben anpefithrien Differentialgleichung n-ter Ordnung.

Viro Celeberrimo atque Excellentissimo LzoxmAmbO LEvrero 8. P. D.
Jou. BerNoULLL?)

Non ita facile eluctatus sam asperrimam hyemem, quin magnam ejus
partem in leeto transigere coactus fuerim, vehementi lzborans tussi, nec
von asthmate et podagra, quibus malis, nondum emnino liberatus, non
potui safis attente considerare cuncta, quae mihi perscripsisti, elegantissima,
atique ex profundissimo Tuo imgenio depromta, in Iitferis 19 Jan. sine
dubio styli veteris, exaratis, in quibus inveneram aliax ad Filium meum

datas, quas sine mora ipsi transmisi; foerunt illae wh credo, etiam a te

1) Hier sind sieben Zeilen gestrichen, méglicherweise von Jonawy IJ Brmwourrr
2) Bei dem folgenden Abdruck habe ich auch das Konzept verglichen.
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scriptae, etsi earum inseriptio, ub et quae communi involuero ad me direcla,
non manu Tun sed aliens mihique ignota facta fuerini?)

Juvenis ille, quo usus fuerat Filiug meus ad describendum suam dis-
sertationem, nune mortuus est ex febre ardente; sed etiam si adhue viveret,
non tamen possem ejus opera uli, neque cujusquam alius, ad describendas
meas meditationes, quia soleo eas admodum confuge et ahruptis verbis in
chartam conjicere, ofque tum demum inter deseribendum corrigere et in
ordinem redigere; unde vides, neminem alinm, nisi memet ipsum, id operis
suseipere posse e exequi. .

Filing meus nuper mihi Tuo nomine transmisit valorem 25 Rubelonum,
nempe monetae hic usitatae flovenorum 474, Ago gratias pro diligentia Tua.
atque cura hac in re adhibita; ei quid vieissim potero praestare Tni in
gratiam, certus esto, me pihil intermissurmm, quod in viribus meis arit, ut
commodis Tuig inserviam .. .%)

Transeo nune ad analytica Tua. Quae habes circa series hujusmodi:

f

1 1 1
1iﬂ1+4i?$+ Qi'n+ ete.

sapinnt certe singularem ingenii sagacitatem; animo gquidem meo comeepi
quasdam vias, guibus ad esrum summam eruendam in ommi extensione
pervenire liceat, sed quia praevideo, multum laboris et calculi reguiri ad
executionem, non audeo rem aggredi, alils occupationibus distractissimus;
malo igitur talia a Te discere, quando suo fempore evulgaveris, quam
hisee diu insudare et fortassis sine successu.

Hae tamen occasione aliquid monebo. Non est difficile demonsizatn,
guod summa hujus seriei:

T R R R

ubi termini ommes affirmativi sunt, sit ad summam ejusdem, sed signis
terminorum alternative sumtis:

1 1 1 1
mow e Tt

ut me habet 27 ad 2* — 2. Nosti vero procul dubio, me dedigse olim
modum exprimendi hane seriem:

1 1 1 1 1
Tty —w g el
1) Die Worte: ,fuerunt ... fuerint, die hel Toss feblen, sind nach dem Kon-
zeple erginzt.
%) Die Worte: ,Filius ... inserviam®, die bei Tuss fellen, sind nach dem Kon-

zepte erginzt. Nach dem Warte ,ingerviam® sind im Konzepte 14 Zeilen gestrichen.
maglicherweise vou Jomaww IT Boanourna; diese Zeilen fahlen auch bei Fuss.
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per hane quantitatem finitam: jo®de, evi illa series est aequalis, quando
nempe fit # aequalis unitati)) Quaero nume, an pariter invenire possis
rationem, quam illa habet ad eandem geriem ferminorum signis continuo
affirmative procedentium:

1 I 1 1 _
Tte g+ gt e
Memini Lemexnrrro, olim me roganti, an habemm compendium expedite
summandi progressionem harmonicam
1,01, 1 1
1 "l— ? '-I-' ? —I— "I + A

EH

ad terminos mumero @ comtinuatam, dedisee pro responso?) hoe, non guidem
compendinm, sed theorema, seilicet:

1,1, 1 1. o
1—{—7—!—~,0,~+Z—{—....-53--e11t=]1u10 alteri progressioni
w_m.m_1+m.m~1.m—2 z.e—l.z—2.2—38
2.9 2.3.5 T %.8.4.4
z.2—1l.o—2.26—8.20—4 i
+ 2.8.4.5.5 _""iE’

cujus fermini nil alind sunt guam coefficientes hinomii ad numernm z elevati,
dividendo singulos per respective numeros 2, 8, 4, 5 . . .. z. Ex gratia
1 i 1 1
I+g+g+3+3
erit aequalis huic
10, 10"
Pty It E=3 gty

Quod attinet ad methodum Tuam, Vir Exeel, integrandi aequationes _

differentiales, quae hae forma generali continentur:

ada bddsy cdly
0= y+ de az* + Ea—:;_l + eﬁc"

video ex paucis quae dicis, meam solutionem problematis Coresiani a
TAYLORO propositi habere aliquid amalogi eum Tua ipea golutione, guamvis
non aftenderis ipse; nam quod ais, aequationem algebraicam pé -4kt == 0 re-
solvi posse in factores reales hos duos: pp -+l V2 1k eb pp — kpy2 4%k,
id ipsum est, quod ego jam dudum animadverti conira TA¥LORUM, qui
credidit haec nobis incognita fuisse, ideo, quin LEmNrTIUS alicubi dizerat

[dm: (z* + a*) neque ad circuli neque ad hyperbolae quadraturam reduci

1) Biehe Jomawn Brewovrrr, Primcipia caleuli erponentiolum sew PErCIITERLiIL
Acta Eruditorum 1697, B. 125—188 (= Opera omnia, b I 8. 179—187).

2) Diegor Brief von Jomaws Beawowurii an Immsz wonrde am 12, Februnr 168%
meschuioben; vgl. Luemxrn eb Beanovrrar Commercium (Lausannae 1745) I, 8. 28.
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posse. Respondi autem, Lprsmirioy hoe mon assevernsse absolute, sed
tantum relative ad methodum, qua usue foerit in illo leco, ubiita locutus
egt: ,ego vero monstravi TavLoro, binomium ' - @' revera resolvi posse
in hos duos factores renles: z@ 4 exy2 4 aa et 22— axy2 - aa, practer
duos ulteros imaginarios @2 + aay — 1 et 20 — aeV — 14 lngpice modo
Acta Lipe. anni 1719 p. 257,%) ubi haee, quae dico, expressissimis verbis
invenies, flnuntque ex fumdamento totiug meae golutionis problematis
Corisioni. Miror interim Te dicentem, aequationem algebraicam p? 4kt =
resolvi in has duas aequationes dunrum dimensionmn reales pp -+ Epy2
4 Tkh=0 et pp — kpy2 - bk =03 debebas dicere: resolvs in duos factores
reales, mon vero in aequatiomes reales; nam pp A4 kpy2 4 kb non possunt
epse = 0, aliag foret radix p=TF kY3 b/ — = imaginario, ergo nullug
cagus dotur, ubi fieri possit pp =Tkpy2 4%k =0, hoc est, nulla relatio
reulis dabilis est infer p et &, ut inde formari queat pp = kpy2 +hkE=0,
nisi velis ntrumque p et % sumere = 0, sed non est hic sensus verborum
Tuoram.

Alteram, eujus mentionem facis, aequationem differentialem indefiniti
gradus mimiram hane:

axdy baxddy exBdiy
O=y+ ax + dx? . + dxB + efic

posita ut supra dx constante, ego quoque jom anfe initinm bujus saecali
reduxi ad aequationem integralem finitam, guae guicem est generalis, sed
fateor, in illa contineri mixtim tam reales quam non reales; interim possunt
o ge invieem distingui, ideoque mon puto weam rolubionem eancem esge
eum Tua. Quidquid sit, exscribam meam methodum in Schedam separatam?),
quam examinare poteris, ex adversariis meis antiquis, ita tamen ub ad litberas
Tuas, a, b, ¢ ete., ¢ y accommodem scripbumn meum.

Conspirant utique re ipsa nostrae duae rolutiones de oscillationibus
horizontalibug corporum aquae ingidentivm; sunt tamen quaedam monenda
cirea minus essentialia.®)

Bene notas, quod et ego nofavernm, eandem esse proprietatam rectae
AB in suprema aquae sectione sumtae, sive dicatur esse

lyyda = [zedm,
ut ego enunciavi, sive eoncipiatur AB, ui Tu fecisti, tamguam fransiens
per centrum gravitatis seetionis corporis in aguae superfieie factae. Maleham
autem rem ipsam exprimere per proprietatem pure geometricam, ¢uam

1) Vgl. 8. 40 Anm. 2.
2) Diese Beilage scheint Fuss nicht zuginglich gewesen zu geing gie fehlt jeden
falls in seinem Abdruek des Briefes.
8) Vol hieriiber Jomaws Bumwourwr, Opere ommnia, t. IV 8. 887203,
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per mechanicam, eoque magis, quod hic superficies sola, in imaginatione
tantum subsistens, nihilque materiae hahens, non nisi improprie diei possit
habere centrum gravitatis. :

Secundo, Tecum, non sentio, quod pace Tna dixerim, guando agseris,
motum centri gravitatis totius navis, vel cujusque corporis immatantis,
pendere a distomtic rectae verticalis per eentrum gravilatis sectionis aquae
duetae, a recta verticali per centrum gravitatis tokins ecorporie ducta; nam
mihi clare videtur, considerari debere distantiam rectae vertiealis per centrum

_avavitatis non sectionis aquae, sed (NB) ipsius voluminis, quod corpus

in agua occupat, hujus, inquam distantiam a recta verticall per cenfrum
gravitatis totiug eorporis ducta; etenim in ceniro voluminis (guod volumen
inter ogcillandum perpetuc ejusdem magnitndinis est supponendum) con-

" gentratur tota vig motrix, agens sarsum verticaliter, ad restituendum corpus

in gitum pristinum quietis, quamdin durant oscillatiomes: Interim fateor,
propter variabilitatem figurae voluminis, centrum ejus gravitatis non semper
eundem locum oecupare in eorpore ogeillante, sed hine inde evagari in
singulis oscillationhus ab umo latere in alterum respectu rectac lineae
gquae, dum corpus adhuc est in quiete, verticaliter transit per ejus centrum
gravitatis. ’

. Tertio non. nego quod dicis centrum gravitatis corporis totius oseil-
lantis non manere omnine immotum; mam, secundum rigorem loquendo,
revera mufat suum situm tam in directione horizomtali quam verticall,
magisque in illa quam in hae; sed cum supponantur oscillationes eorporis
totins quamminimae, hoc esh guasi infinite parvas, potest demonstrar,
mutationes illas centri gravitetis eorporis, quas nominare vellem trepida-
tiomes, non tantum esse insensibiles, sed ommino infinities minores, quam
sunt ipsse oscillationes minimae corporis ipsius, adeoque futo negligendae,
ut jam monni in praecedentibus meis litteris. '

Quarto. Tn iisdem voleham sciscitari, sed quod dein obliviscebar, quid
nempe intelligas proprie per vim firmitatis, de qua in litteris Tuis 30. Julii
1788 agis dicisque, quod sit illa gquae resistit inelinationi corporis,
eamque esse :

(8 + ) da
— (@04 W2
Si per vim firmitatis intellectam cupis vim illam, per quam corpus inter
oseillandum continuo verticaliter sursum urgetur a pressione aguae, eb quam
vim dixi concipiendam esse tanguam concenfratem in centro graviatis
voluminis aquae a corpore occupati, tune credo, Te voluisse dicere hane
vim esse
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omittendo per ineuriam subjicere G 0 pro denominatore infra M; smic enim
gerihendum esse invemi ex mea solvendi methodo, I qua eonjechura eo
magis obfirmoy, quod ulioguin vis Tua firmitatis eompararebur cum pon-

. . 4 [yt 4- 6B da i
dere A4, multiplieato per lineam G0+ [—j 'Vl_’ quae duno inter se

sunt incomparabilin; talis autem incomgruentia monm reperitux in men ex-

| . . . ] GO j (?’3 ‘|‘ 33) dax d. e | 1- GO
Pless]f)]le., qL'l]]'JPe m qua | 1TLGH, "I— ——‘dT“_, 1V ]_]‘31 17160m 3

dat numerum, quisquis ille sit, qui indieat, quoties sumendum sit pondus
1, ub fiab aequale vi firmitatis, vel, vt ego voco, W motriei ex oscillatione
oriundae et sursum tendenti; alque ita vis cum pondere comparatur, lLo-
mogenewm cum homogeneo, quae utigue non gunt agystata. Quod cum
ita. sit, judicandum relinguo, an vis Tua corvecta
78 8 d

%(GOHU -;Tfnm)
commode satis appellari possit vis firmitatis reluctons inclinationt corporis;
ut enim proprie diei possit vim vi resistere, oportet sane alferam alberl esse
directe oppositam: hic vero wvis firmitatis dicta, habens directionem verti-
calem, alteri vi, gquae corporis inelinafionem molifur, et quas ideo agit

“secundum directionem horizontalem nullatenns resistere potest, etiamsi illa

maxims esset, hase minima; haud secus ae videmus magnum pondus ex
filo pendens dimoveri posse a situ verticali per vim quantumlibel exignam
5 latere horvizontali impingentem. Meo igitur judicio melins essed, pro vi
firmitatis adhibere eandem quidem expressionem, sed multiplicatam per n
geu per angulum inclinationis: nveni emim

n-_lg(Go+.[cy3+za>dm)

Go 37
esse vim motricem horizontalem, qua eorpus inclinatem ad sibum aequilibrii
restituituy, proportionalem sane ipsi %, atque adeo etlam distantiae centri
gravitatis " voluminis a situ aequilibrii, uti requiribur in oseillationibus
tantochronis. Quae in ha¢ quarta annotatione dico exseripsi ex manus-
eriptol), quod paravi eirca hanc materiam juxta multa alia nova eb curiosa
ad dynamicam spectantia, quae aliquando, si otium daretur, .in ordinem
redigere et Vobiseum communicare POssem.

Problemata illa duo de oscillationibus fluidorum, uwnum in vase quie-
scente, alterum in pelvi vel situla ex. amsa suspensa reciprocante, guae
inter seribendum mili in wentem incidernnt ac Tibi proposai, statim post
abibwm litterarum mesum provsus deserni atque meglexi, guia afftentius
vem considerans animadverti, problemata illa solvi non posse, nisl faciendo

1) Vgl Jouasy Bumsovmivi, Opera ommnda, t. IV B. 293
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suppositiones guae mere sunk precariae nullumque habent fandamentum in
ipsa rei matura, ita ut. aline atque aliae inde emergani solutiones, proul
haee vel illa hypothesiz adhibetur, dum inferim una aeque ac altera eun-
dem obiinet probabilitatis gradum. Sic Tune soluiiones videntur bonae
e cum meis conspirantes; quia eadem generali hypothesi usi ANDIER
supponendo seilicet, in ejusmodi oscillationibms totam messam simul moveri,
et guidem moveri certo modo, quod verum esge demomstrari nequit, pro-
pterea quod hoe pendeat a ecireumstantiis accessoriis, ex. gr. o guantitate
fluidi, figura vasis, ete.

Bt vel hine colligi potest, massam integram Anidi non semper - in
ogcillationibus partivm superiorum simul moveri, quoc gl vera suat, quae
legi et audivi, in maximis tempestatibus, enm suprema maris superficies
vehementer agitebur et fluctuet urinatores experiri tamen in profunditate
200 vel 300 pedum omnimodam aguaram trangunillitatem, imo se nullum
Plane motum sentive: unde praesumi potest, in mostriz vasibus simile quid
fieri, ut nempe puperiores tantum parfes in motum cieantur, reliquis in-

ferioribus locum guum non mntantibus, eum praesertim guperiorum motug

sit tam languidus, tam plucidug, ut non sit eredibile, ab illis turbari posse
sitom inferiorum. Oporteret igitur prius inguirere, quounsque se extendat
superficies illa, quae separet partem aquae mobilis ab immohili, item guam-
nam habeat figuram illa superficies, et alin mults, quae vix definir] posgunt
& sagacitate humana. Adde quod in problemate secundo pelvis, seilicet
ex unco pendentis ef oscillantis, si ejus figura haberet ventrem tumidum
et desineret superius in collum oblongum et angustum, ad cujus medinm
usque aqua pertingeret, annon facile percipimus, aguam cum vase et in
vage semsibiliter haud aliter oseillaturum, quam si illa esset congelata et
ita vepraesentaret pendulum ordinarium. Ob has itaque multasque alias
difficultates inseparabiles abstinui ab ulteriori serutinio et animi appliea-
tione tanguam frustanes. ‘ -

Tandem?) significo Tihi, Vir Bxe, quod in hume usque diem non-
dum aecepimus tomos V et VI Commentariorum vestrorum atque
Tuum librum de Musica tractantem, quamvis jam plures elapsi sint
menges, quod filiug meus Lipsiam miserit chirographum illud ab Exe.
SCHUMACHERO fransmissum, ad cujus exhibitionem in manus hibliopelae
Lipsiensis ScHusTERI hic extradere debuisset Iatori praedictos libros ad
nos deferendos. Krat autem lator hujus sehedulae aliquis auriga qui merea-
toribus noptris saepe advehere solet merces lanarum, promittens se proxima
vice nobis allaturum lbros desideratos, sed hueusque nec aurigam mec
Yibros vidimus; posset ille, si veliet, furem agere nosque frusirare petito,

1) Das Stiick: ,Tondem ... commereimmn habet®, das hei Fuss fehlt, ist nach
dem Konzepte erghnst,
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mquidem filius meus bominem vix facie tenug novit, NOMENque gjue, ub

1in

-gut eredo, oblifus est. Optarim id a vobie curarl imposterum, i libri ad Dos
- mittendi dirigantur immediate Bagileam, vel sultem, si fiexi potest, Tubingum
A od Txe. Buismnemrum?) enm  commendatione ut nd nos porro deferr
nuE, curet. S hibliopela BOHURTERUS voluigset urhane nobiseum agere, potuisset
reri, sponte mobis jrangmittere Libros istos eum alils quos gine dubio mithendos
YTo- . hubet ad aliquem bibliopolam nostratem vel in vieinia nosira, ex. gr.
taie Argentoratum, ubicunque commereium habet.

Vale, Vir Excellentissime, atque mihi favere perge.

i Dabam Basileae a. 4. 16. April 1740.

oA P. S Vides ex iis, quae ab initio hujus epistolae dixi, me ob vale-
cu?s tudinem adversam non fuisse in statu ahsolvendi alteram partem medi-
fute tationum mearum hydraulicarm; spero aufem, visi reeldiva me capiat,
1111.11 tantum effici posse, ut prima vice, qua ad Te sum seripturus, POst
]-1%1‘1 acceptam responsionem eine longa mora transmitere queam in seripto
e partem secundam omnium quae circa hane materiam o me dicendum
tus restabunt, ¢uae quidem talin qunt ub ad multo plura detegenda viam
0886 pandant, Tibi praesertim, gui in sagacitate nullum parem habes.

1dat : P o .

, otestne veduci haec aequatio:

;amJ; ' yozds? + addy = 0%)

T;I;;t ad differenting primas? supponitur do CONEtaLs.

fum Problema analyticu,

111?31 Reducere mequationem differentialem cujnsque gradus guae hane hobet formam
b in vazddy |, caldiy
2 et ydm—i—mmdy—k——dm——-i-—m—’retc._—:(},
Jiag quotquot sunt termini, ex gT. guatuor; endem est etenim regule pro plmibue, ad
lica- aliam sequationem uno grado depressiorem.

8it illa, haec
o~ ydo 4 awdy + l’_x.f%@ %;ﬁ‘l —0.
que <oluti aoli P rodit
sl Solutio. Multiplicando pex ¥ prodit
Exc. yaPdu - ac?tiay - M 4 @ -
dx dx*

olae .
s ad 1) Gxons Brnwmarn Birriazn (geb. 1693, gest. 1750}, frithor Professor der Logik
— in §b. Petershurg, war 1740 Professor der Theclogie an der Uriversitit in Tibingen.
e 2) Diese Gleichung isb ein Spezialfall der allgemeineren

]'J.GG ym% = ax® (g‘__?;:)"\.,
tito, mit welcher sich Jomaww Brawovrz und Eripe in fhren fritheren Briefen beschiiftigh
anel hatten (vgl. Biblioth. Mathewm. 45, 1908, S. 348). Meines Wissene hab Jomanx

Bawounor diesen Spezialfall in keiner seiner Schriffen hehandelt.
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ipeine vero p valor est radix hujus aeguationis

G0 G. Bumsrrin,

Ad terminum primnm adde terminum anslogom seeundo, gqui ambo simul sint inte-
grabiles, deinde huic analogo secunde pub signe contrario addo ferminum analogum
tertio, qui ambo simul sint integrabiles, ef ita ad finem usgue, ut videre esh ex se-
guenti laterculo:

g

1 1
3o PEla ) 241
,@” at sryet P ay) = ety
"(_ 2B gy i“fd_dfl_) _ o atthay
W Fie YT p i piean 1 p-L o dg'
aP+3aqy ] aP 1848y ) . 2P Bgay
+lpt+2da " pA1.p42.p48.d22  p 51 pr2.pF35.dz

Nune multiplico secundum e terfium per coéfficientes constantes e ef £, gquoram
valores uti et valor exponentis p postea quaerendi'sunt, atgue laterculus erit ub sequitur:

r

21 p+1
(ymﬁdm + z dy) =% ¥
J »+1/ p41
. F(_ P T1ay . 22233y _ ex?2qy
pLl p+l.p42.ds) pFlpL-2.dx
p F( 2P+ 24dy . + P88y ) . FeP+34dy
JWtlp+2.de " p1.pL2.p18.da?) T pFil.pF2.p48 d
Conjungendo terminos analogos, nascetur aequatio sequens
( Pz 1—e-aPtlay  F—e.aPt2qay FaP 33y
Y PES] pF1.pFe.an p+Lﬂ+2w+3w#)
_ wPtly —exP 2y feP+3adqy

T opd1 p+1-p—|—2-dm+13—§71_-1J+2-p+3-dm2i'd'

Nota quod 4 sit constans arbitraria quae in integrationibue addi vel suldrahi eolet,

Porro vt membrum privs identificetur cum diffeventiali proposito seu _cum ejus
aequivalente

baP 244y n caf T gey

yaldz 4+ aa?P*ldy - r e

oportel coasquare coefficientes terminornm hemogensorum, nempe:

d“l_e P — f—e o = f
w17 p+1.9492 p+l-p+2.p+3

e=(p+1-p+8.p+8c—(E+1.2+ b
f=@@+1.p+2:p+8e,
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I— @+ Dat @41 pF20—(p+1-p+25+8e=0,

guae erit trivm dimensionum. Tis igitur valoribus substitutis in altero membro, orietur
guaesits aequatio reducts differentialis uno gradu simplicior guam propositm, ¢uae
geilicel hie erit:

P2y PPt

oPTly . = ddy _
Tt TRt A T =4 =0

Rejects arhitrarin 4 et tum dividendo per @? 1 prodibit aequativ minue gnidem
universalis sed multo simplicior,

axdd
Ly b= 8 A%+ =
Ceterum vero, servata licet arbitvaria A, jum videmus formam gquam induib aequatio
reducta ex differentiali tertii gradus ad differentialem secundi gradus, quae forma
utigue similis est illi quam habet ipsa reducenda, raticne progressionie dimensionum
fam ipsiue @ quam gradunm differentialium ipsiue dy; unde atatim concludere licebit
si jam ulterius redneatnr, per hane methodum, aequatio redusta differentialis secundi
gradus, ad alimm primi gradus, quae habitvra eit talem formam

SO+ ,
awqy—l—b—"cr&m—dyiAm’:t.B=0.

Quae ipsa post institutam reductionem tertiam quae hic est finalis, abibit tandem in
soquationem finitam pine differentialibus hwjus formae

ma"y -+ Azt Ba'+ G =0,

ubi eum 4, B, € sint assumtae arbitrariae possunt illic omnino negligi, retenta sola G,
ita ut pro aeguatione guaesita sit tantum

may + ¢ = 0

per consequens curva ex genere vel hyperbolarum vel parabolarvm eet, prout exponens
n est vel affirmativus vel negativus.

26,

Ewler an Bernoulli 20. Juni 1740,

Antwort auf Berwouszs Brief vom 16, April 1740. Original in der Bibliothek der Alademia
der Wissenschaften in BStoeklolm. Aueziige vertffentlicht von Hwmerntw in der Biblioth.
Mathem. 1837, 8. 47.

Inha¥. Die Summe der Reihe
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Rine Methode, die Swmme einer endlichen Anzahl von Gliedern der Larmonischen
Reihe annihernd zu boestimmen. — Wert der dabei vorkommenden Konetanfe, —
Integration der unvollstindigen linearen Differentinlgleichungen mit konstanten
Koeffizienton und der von Jomawn Banxourtr in seinem vorigen Brisfe integrierten
Gleichung. — Die c.‘achwmrrungen sehwimmender Korper. — Zuriielkfithrung der

Dlﬁ”elaﬂ’ﬁla.lglel&hung yu? - a == {0 anf eine Ricoarmche Gleichung.

Viro!) Txcellentissimo e Celeberrimo Jowans: Brrwowrir S. P. D.
Lronn. RuLee.

. Jam fortasse certior es factus de collata Pracsidi mostro IHusiri
Korrrio Legatione Danica, et gquemadmodum Augustissima Nostra Im-
peratix Academiae Praesidem praefecerit Illustrissimum Congiliarinm Status
atque Hgquitem Alexandrini Ordinis 4 Brevemy . . .7)

Interim vehementer doleo, valetudinem Tuam tantopere labefactari,
Deumgue T. 0. M. precor, ut Te adhue complures amnos ad patriae ca-
rissimae splendorem, academiae nostrae ornamentum ac Tuae familiae salutem
palvum sespitemque conservare velif.

Quod ad summam hujus seriei

1
1+mn + 410 + G40 + lb—l-a + ete.

attinet, quia ex Tuis litheris intellexi, Te hane investigationem non solmm
probare, sed etiam wethodum, qua usus sum, videre eupere, eam Tihi, Vir
Celeb., perseribam.?) Posita hujus serlel, guam guaero, summa— § singulisque
terminis methodo comsueta in series geometricag conversis, habebitur:

l.ox?

S—“+1(1+22+32+42+52+Bt0)
az(l —l—%—-{-g—l;—l—é—{—é—,};-{—etc)
+ 0?1t gy b g5+ gk e F 0 fsc)=+aa-°~-wrﬁ

1 1 1 1
— (1 4 g5+ g5 + 35 + g5 + etc.)
ete.

Pervenitur seilicet ad series eas, gquas jam pridem per potestates
peripheriae circuli &, diametro existente = I, smmmare docui. Coefficientes

1) Oben hat Jomsws Bmmwouvrrr nobiert: ,Bmpfangen d. 27 Julij 1740,

2) Hier pind vier Zeilen gestvicher, miglicherweise vou Jomaww 1T Brmwourir.

8) Die hier auseinandergesetzte Methods ist genau dieselbs, die Burmr in seinem
Briefe vom 15. Seplember 1789 angab, was er cffenbar schon vergessen hatte.
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Ter Briefwechgel wwischen Leoubard Buler und Johann I Bernoulli

antem harum potestatum, quos hic brevitadis ergo litteris o, 5, y, 9, ete,
indieavi, hane tenent legem, ut gib

1 20 dup o dey +28p dad+ 40y
wem g =g =g 0= E =
des 488 Dy
g=;ti_lf{rt_ﬂ_ﬂ, ete.,

guae p:rogressioniﬁ lex a forma quadrati hojus seriei @<~ - + 0 4-¢4-ete.
pendere intelligitur. it ergo

s = an® — Punt 4 yninb — dndmd 4 efe.
abque hinc fieb:

+ Euvyﬂ."’HB — Sad
+apnt T -2y

Multiplicetur haec series per 2dw, tantisper enim = fanguam uantitatem
variabilem tractare licet, et singulis terminis integratis erit

5% = a?mt — 2o fnmxd niwl? 4 ete.

2 Floa
{232@: = 2%%5 — 4%'7“617,:'::7 + @M—g_zﬁﬁqzzng — @I—E—ﬂ niztl 4 efo,

hoc est, lege determinationis, quam coefficientes o, f, j efe. fement, in
subsidium voeata: .

[232029: e Amd — yua’ 4 onfat — sniall 4 ele.

At cum sit
§ = an? — fnxt 4 ynin® — dnda® 4 ete.
erit

n® — ms
- m T — fad — yun’ 4 On?x® — endall |- ete. = 2 [ssdm

Quare ob or.=—(15—]1a,bebitur ista aequatio

1

gt —as= 2nfssdm,

quae differentiata dat

% midn — mds —sdn = 2nssdm,

haecque aequatio fam casu, quo % est numerns affirmativus quam negativus
integrata, prasbebit valorem definitum pro s, hoc est pro summa geriel

1 1 1 —
149 + 44n + 94n + ete.;

eae ipsae seilicet expressiones resultant, quag Tibi, Vir Celeb., ante perscripsi.




