G. Enssradar

Der Briefwechsel zwischen ILieonhard Euler und
Johann I Bernoulli.

Von & ExestrOM in Stoekholm.

IO 1739—1746.

Der letzte im vorigen Abschnitte!l) zum Abdruek gebrachte Brief
von Buren ist vom 20. Dezember 1738, und diesen Brief heantwortete
Bepxoursl am 7. Mirz 1739, Aus demselben Jahre stammen zwei Briefe
von BuULER, nimlich vom 5. Mai und 15. September, sowie zwel Antwort-
sohreiben des BERNoULLI, das eine jetzt verloren, dag andere vom
9. Dezember datiert. Auch im Jahre 1740 war der Briefwechsel zwischen
Torer und BERNOULLT ziemlich regelmifig; diesem Jahre gehtoven nimlich
drei Briefe von Bursr (vom 19. Januar, 20. Juni, 18. Qlkiober) und zwel
Antwortschreiben von Bemnovria (vom 16. April, 31. August) an. Iine
Antwort auf Evrers Brief vom 18, Oktober 17468 fing BERNOULLL zwar am

18, Februar 1741 an, aber diese Antwort blieh viele Monate liegen, und

erst im September 1741 wurde sie zusammen mit einem Postskriptum ab-
gesandt. Alle jetzt erwihnte Briefe, mit Ausnahme der verloren ge-
gangenen aus dem Jahre 1739, also 5 Briefe von HuvLIk und 5 Briefe
von BERwoULLI, sind im folgenden zum Abdruck gebracht worden.

Wit dem soeben zitierten Schreiben des BeswouLLI vom 18. Februar

1741 brach der Briefwechsel zwischen ihm und KuLEr keineswege ab; mn -

der Tat hat Fuss?) sechs weitere Briefe von BmrnourLr an EULER ver-

sffentlicht, und wenigstens sieben Briefe sn BERNOULLI hat EULER nach

1740 geschrieben. Indessen sind alle diese Torerschen Briefe verloren
gegangen, und unter solchen TUmstinden habe ich keinen hinreichenden
AulaB gehabt, die sechs BerNouLLischen Briefe noch eimmal abzudrucken.
o der Binleitung zum ersten Abschnitte?) habe ich nimlich das ermeute

1) Biehe Biblioth. Mathem. 5g, 1904, 3. 248—261.

2) Correspondance mathématique eb physigue de guelques oflébres glomdires du
X VIITime sitcle publice par P. H. Fuss, T. II (St.-Pétersbourg 1848), B. 59—83.
3) Biblioth. Mathem. 45 1903, S. 845,
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Der Briefwechsel zwischen Leonhard Kuler und Johann | Beraoulli. 17

Ahdrucken der fritheren Bmrnourtischen Schreiben dadurch hegriindet,
dab sie eine wichtige Trgénzmng zu den Burmrschen Briefen bilden, und
da diese fehlen, so ist es natiirlich, dafh jene auch in Fortfall kommen sollen.
Noch dazu gind die letzten BurNouLLischen Briefe fiir die Geschichte der
Mathematik von untergeordnetem Interesse, was ja niché wundernehmen
kann, da sie von eimem alten und krimklichen Mann geschriehen sind.
Indessen hahe ich es niitzlich erachtet, die nach dem 18. Februar 174}
swigchen BuLir und BeErNounny gewechselten Schreiben zu verzeichmen
und den Inbalt der von Fuss verdffentlichten Briefe anzugeben. Unmittel-
bar mach der Inhaltsangabe des Briefes vom 27, August 1742 habe ich
eine Aufzeichnung des BEmNouLL] hinzugefiigi, die sich in seinem in Stock-
holm aufhewahrten Konzepte findet.

Schon in der Einleitung zum vorigen Abschnitte!) habe ich hemetld,
daB in den in Stockholm hefindlichen Briefen und Konzepten aus den
Jahren 1787—1738 Streichungen vorkommen, und dieselbe Bemerkung
gilt anch in betveff der im folgenden abgedruekien Aktenstiicke. Solche
Streichungen kommen vor in den KuLerschen Briefen vom 5. Mai 1739
(14 Zeilen), 15. Beptember 1739 (18 Zeilen), 19. Januar 1740 (7 Zeilen),
20. Juni 1740 (4 Zeilen) und in den Bmrwouriischen Komzepten vom
7. Mirz 1789 (18 Zeilen), 16. April 1740 (14 Zeilen). Nimmt man noch
hinzu, dab statt der BERNouLLIschen Briefe vom 7. Mirz 1739, 9. Dezember
1739, 16. April 1740 und 31. August 1740 nur Abschrifien?) (vermutlich
nicht ganz vollstindig) in St Petersburg vorhanden sind, so kann man
nicht umhin anzunehmen, dafi Jomaxy BERNOULLI auch withrend der Jahre
1730—1740 mit EuLEr tiber irgend eine Frage sehr privater Natur ver-
handelte.

Tnter den rein mathematischen Fragen, die in den hier abgedruclten
Briefen hehandelt werden, sind in erster Linie zu nemnen die Integration
der unvollstindigen linearen Differentialgleichungen mit konstanten Koeffi-
zienten und die Summierung der Reihe

:E#_‘DO 1
Den Anlaf, sich mit der ersten Frage zu beschiiftigen, bekam ErLEr
dadurch, daB er 1739 zufalligerweise entdeckte, dafl die einfache Differential-
gleichun . T
g ) o g_;:é —y
dveimal integriert werden konnte. - Die Form des Integrales lief ihn ver-
muten, daB es durch eine einzige Operation erhalten werden konmbe, vnd

1) Biblioth. Mathem. by, 1904, 8. 248—248.
2) Biehe Fuss, a. a. 0. L 8. XXIL
Bilblistheca Mathematica, 1I[ Folge. VI 2
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Dald entdeckte er die Methode, die unvollstindige lineare Differential-

gleichung mit konstanten Koeffizienten .
. d dat dF @
ytal +o i +e i +dE+ =0

zn integrieren. Was seine Briefe an BERNOULLI hierfiber enthalten, sowie was

BeryovLL tiber die Integration einer verwandten Gleichung mitieilte, habe ich

vor 8 Jahren in einem hesonderen Aufsatze ansfithrlich anseinandergesetzt.’)
Mit der Reihe

&=

=_‘oc: 1
hat sich BuLer spiter in seinen gedruckten Schriften vielfach beschiftigts
die Resultate, die er geinem alten Lehrer hrieflich mitteilte, sind also
schion lingst helannt, aber die dabei benutzte Behandlungsweise ist nieht
ohne Interesse, da sie, so viel ich weil}, nicht von Eurmr verdffentlicht
worden ist Er verwandelt niimlich die gegebene unendliche Reihe in
eine andeve, die nach Potenzen von x fortschreited, mimmt eine einfache
Transformation vor, differentiiert die neue Reihe nach z, und erhilt dadurch
gine Differentialgleichung, deren Integral er finden kanm.

Mehr im Voriibergehen werden in den Briefen einige andere Fragen

aus dem Gebiete der Analysis behandelt, z. B. {iher die Summen der Reihen

=0 X=00 1
|

2 In und 2 _a

p=1 % g=1 %

die Summierung einer endlichen Anzah]l von Gliedern der “harmonisehen
Reihe gibt BEurBr AnlaB, den angeniherten Zahlenwert der spiter nach
ihm henannten Konstante zu berechnen. Zur Integralrechnurg gehdren
einige von BULER aufgestellte Reduktionsformeln fiiv dag Integral

J.xm (a'n_ .’BH)T da.

In betreff der rein mathematischen Fragen ist es eigentlich FULER,
der in den Briefen die Resultate seiner Untersuchungen mitteilt, wihrend
sich BERNOULLI meistenteils auf gelegentliche Bemerkungen beschriinlt
oder auf seine fritheren Axbeiten hinweist. Anders liegt dagegen die
Sache hinsichtlich der im den Briefen behandelien Gegenstinde aus der
angewandten Mathematik. Tier fiiblte sich Berwournt offenbar mehr auf
eigenem Boden stehen, und die Briefe handeln ebenso sehr von seinen
eigenen Untersuchungen. Die Ubersendung der zwei fiiv die Petershurger
Uommentarii bestimmten Abteilungen der Dissertatio hydraulica, sowie
die Fortsetzung der schon im Jahre 1737 hegonnenen Diskussion iher

1) Brsrriy, Sur la découwverte de Pintégrale complite des équaiions difftrentielles
linéaires & coeffictents constants; Biblioth. Mathem. 11s, 1897, 8. 43—50.
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Der Briefwechsel zwischen Leonhard Buler und Johann I Bemoulli. 19

dns Gleichgewicht und die Bewegung schwimmender Korper, bieten
BrrNouLLl die gicherlich nicht unerwiinsehte Gelegenheit dax, sich sowohl
iiber die Prinzipien wie auch iiber gewisse Details der Hydrodynamik zu
sufern, und mebenbei die Untersuchungen seines Sohmnes Daniers zu be-
mingeln. Furer spricht zwar seine Bewunderung fiir die BernouLLIschen
Untersuchungen sus, beanstandet aber einzelne Punkte derselben, und zum
Teil muf jhm Berwournrt auch Recht geben.

Auch andere Gegenstéinde der angewandten Mathematik werden in den
Briefen berithrt, vorzugeweise spezielle mechanische Probleme. Natfirlich
handeln Berwourrt und Bursr auch iiber mehr liferarische und allgemein
wissenschaftliche Fragen. Nicht ohme Inferesse fiir die Geschichte des
buchhiindlerischen Verkehrs im 18. Jahrhundert ist Berxournis Bericht
in seinem Briefe vom 16. April 1740 tber die Schwieriglkeit, Biicher von
Leipzig nach Basel transportiert zu belkommen.

‘DaB Privateachen in den Briefen heriihrt worden sind, habe ich schon
oben bemerkt. Rinen wenig erfreulichen Xindruck machen die wieder-
holten Wehklagen des BErwourni ither Kranlheit und Albersschwiiche.

19.

Bernoulli an Euler 7. Mirz 1739.

Antwort auf Burers Brief vom 20. Dezember 1738, Original verloren; Eonzept in der Bibliothek
der Akademie der Wissenschaften in Stockholm, Verdfentlicht von Fuss, &, a. O. 8. 18—25 naeh einer
von N, Foee verfertigten Abschrift des Originals; schon frither hatte N, Fose in geinem Hloge &' Ereen
(Nova acta acad, sc, Petrop. I, 1783 [gedruckt 1787], 5. 173) einige Zeilen daraus abgedruclkt.

Inhalt, Ubersendung des eveten Teiles der Dissertatio hydraulice und Hinweis
anf die Wichtigkeit der Methods, deren sich Jomaww Benwovrr: darin bedient hatte. —
Kritigche Bemerkungen sanbelangend die Hydrodynemicn des Dawmn Bervouvrnr —
Tber den Tnhalt des in Angriff genommenen zweiten Teiles der Disseriatio hydrauwlice.
— Uher eine friiher fibersandte Abhandlung De motu corporum in orbibus mobilibus. —
Die Arbeit von Burer iiber die Mueik. — Verschiedene Arten von Gleichgewicht
schwimmender Korper. — Uber vertikale Schwingungen. — Isoperimstrische Probleme.
— Eigenschaften der elastischen Kurve. — Jomany Bemnournis finanzielle Verhiilinisss.

Viro Excellentissimo atque Acufissimo LrEowmarpo EuLEro S. P. D.
- Jon. Bernourry?)

Bxoptatissimae Tuae litterae d. 20. Decembris st. v. mihi traditae
sunt atque a me perlectae summa cum voluptate. Eece! nunc ad Te
mitto parfem priorem meditationum mearum hydranlicarum?), quas tantopere

1) Bei dem folgenden Abdruck habe ich auch das Konzept verglichen.

2) Disseriatio hydraulica de motw agqummwm per vase aui per conaeles, guemeungue
figuram Tabentes.  Pars prima agens de motu aquarum per vasa ¢b canales cylindricos
qui ex pluribus tubis eylindricis sibi dnvicom adaptatis sunt confleti; Comment. acad,
se. Petrop. 0, 1787 (gedruckt 1744), 8, 3—49. Ein vorliufger Abdruck findet sich
in den Opera omnie (t. IV 8. 891—432) des Jomawn BuswourLy

%
o




20 G. Exrsraiim.

Te desiderare testaris, et vel ideo desideras, quod cognoveris imper-
fectionem, qua haec doctrina etiammunc ab aliis tractari soleat, immo, ub
candide fateris, Tu ipse frustra omme studium in genuina methodo detegenda
colloeaveris, invita omni, qua polles, pergpieacia. Videbis, originem
sequioris puceessus scriptorum hydraulicorum ex eo unice venisse, quod
nemo hactenus aftenderit, partem aliguam fnitam virivm prementivm
mmpumi ad formandum gurgitem, quando agua cogitur ex uno tube in
alinm diversae amplitudinis transive, licet gurges ipse comstare concipiatur
ex porfiuncula aguae infinite parva. Post pertinacem diutinamque pen-
sitationem animadverti tandem, non sufficere, ut attendatur ad golam illam
vim vel pressionem, qua liquor in tubis in motum localem seu pro-
gressivom excitetur date cum velocitate, sed praeterea in considerationem
trahi debere principium confinuitatis, quo fit ut nulla mutatio m effectibus
producendis fiat per saltum, sed successive per gradus infinite parvos, ub
in hoe megotio accidit, ubi liguor a velocitate minori ad majorem, vel
vicissim a majori ad minorem transive debet; nnde omnino necesse est, ut
prope transitum, vel ante vel post, econeipiatur aliqua portiuncula liquori,
guantumvis parva, cujus stratula infinite parva vel accelerando vel refardando
procedant, atque haec portiuncula, inaequabili velocitate gaudens, in
stratulis est, quam voco gurgitem: haee ommia uberius et clarius ex ipso
geripto infelliges.

Videbis etiam methodum hane directam mirifice conepirare cum in-
directa (qua sola usus est Filivs meus in sua Hydrodynamics), etenim
ambas dant eandem solutionem problematum hydraulicornm. Posset autem
aliquis mirari, cur, qui isfa’ golvere vult per theoriam virium.vivarum,
non pariter teneatur rationem hahere formandi gurgitis, ntpote gui videatur
requirere ad sui gemerationem aliquam partem virium vivaram, aeque ac
requiritur partem virium mortuarum; ped cauram diseriminis explico in
geripto meo, momstrans, quantitatem materiae quae componit gurgitem
etsi pit infinite parva, nihilominus opus habere vi finita et determinata
pressionis ad acquirendam accelerationem vel retardationem in stratulis,
sive ad id, ut sese gradatim accommodet ad motum, quem Liquor jam haheb
in tubo, in quem ingredi debet. At vero vim vivam, quae est in omni
materia gurgitis, gquippe quae guantitatis cst infinite parvae eb tantum
finitam celerifatem in singulis stratulis habens, oppide patet fore illam
vim vivam gurgitis infinite parvam adeoque prorsus imeomparabilem cum
totali vi viva totius massae aqueae in tubis motae. Hoc ergo noteri
debuisset a Filio, anfequam aggrederetur tractationem Hydraulicae per
theoriam congervationis virium vivarum, ne guis serupulum habere possit,
videns negligi considerationem gurgitis, quae in methodo directa citra
paralogismum negligi non potest; sed quomedo potuisset hoc praecavere,
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tarum; Comment. acad, se. Petrop. 10, 1738 (gedruckt 1747), 8. 95—101.
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cum nequidem ideam habuerit naturae gurgitis, quo tempore librum suum
seripgit?

Vides, Vir Clariss., figuras rudi admodum et erassa Minerva esse
delineatas, sine ullo ornamento, nedum ad stereographine vegulas repraesen-
tatas, id sane efficere mon potui, si vel maxime voluissem, ol tremorem
manuum mearum qui cum aetate conbinuo Ingraveseit Fortessis dabitur
apud Vos aliquis amanuensic qui, Te dirigente, figuras elegantiug et
majore cum gratia delineare poterit, ita ut ad mentem meam respondeant.

Ceterum sl videro, primam hane partem hydraulicae meae exerci-
tationis Tibi mon displicuisse, transmitiam protinus alteram partem, quam
interea temporis, dum responsio Tua ad me venerif, absolvam, ut ad mit-

- tendum sit parata. Deprehendes, illum adhuc mnagis esse curiogam, dum

ita modifico theoriam meam, ut fere opus mon &it idea gurgitis, quem
gub alia notione involvo; unde nageitur novum prinecipium hydraulicum,
a nemine antea apimadversum, cujus sauxilic statim pervenio ad motum
aquae determinandum fluentis per vasa vel cannles, non tantum ex tubis
cylindricie conflatos, sed quameunque figuram, etiam irregularsm habentes,
aliaque explico phaenomena jucunda et utilia, quae in Physicis quogue suum
usum habebunt.

Tres quatuorve illae lineae, quas delevisti in litteris tuls, potuissent
sine ulla consequentia indeletae manerel) . . . .

Vides, Vir Celeb., post tot scriptorum expeditionem parum temporis
mihi superesse ad excutienda pro merito singula epistolae Tuae capitas;
attingam tamen tumultuarie quantum permittit mentis distractio, oculorum
hebetudo, atque imprimis manuum lassitudo et tremor. Quod in conventn
Vestro praelegeris solutionem meam succinetam problematis de motu
corporum in orbitis mobilibus®), gratias ago, gquamvis eam non seripserim
ul publice proponeretur, alias majori eam cura elaborassem atque exten-
dissem magis. Dabitur forsan occasio alia vice communicandi quae mihi
sunt meditata alia cirea hane materiam, et praesertim guse mihi subnata
sunt ex lectione Nmwromisnorum non semper recte se habentium.

Gratum erit aceipere fomos, quos promittis, Commentariorum, qui
post guartum mihi desunt.

In Musicie non valde sum exercitatus, meque hujus scientiae funda-
menta sabis mihi sund p'erspecta, ut de inventis Tuis judicare gueam.
Videntur sane egregiae, quae in litteris Tuie obiter fantum attingis; sed

1) Im Konzepte sind hier 18 Zeilen gesirichen (moglicherweise von Jomams I
Brrwovras), mnd daranf folgen die Worte: seum egne mora ad Tuss manuns curatum
iri*. Bei Fuss fehlt alles was im Briefe nach ,hebebunt® und vor yvides® stand.

2) Compendium analyseos pro tnventione vis centralis in crbilus mebilibus plane-
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cum videro ipsum tractatum Tuoum, guam de harmoniae principiis edere
statuipti, spero fore ut exinde lux clarior mihi a.ﬂulgeat ad Inventorum
Tuorum praestantiam penitive introgpieiendam.

Bandem ob ecausam mnolo mume diutiug inhaerere iig, ¢uae hactemus
inter nos agitata sunt de situ et motu corporum aguae innatantium, ante-
quam visng mihi sit Tuus hae de ve tractatulus, quem ad fnem perductum
esse aig. [oterim hene est quod nume agnescas veritatem nomnullorvm,
quae monueram tam de situ obliquo coni et comoidis parabolici, quam de
modo multiplicandi corporis particulas per guadrabe distantiarom, non a
centro ejus gravitatis, sed ab axe horizontali, per cemtrum tramseunte,
circa guem fiunt oseillationes. Corpus aliquod tribus utigue modis in
quiete vel aequilibrio. conservatur: 1%) Si corpus duabus viribue aequa-
libus ed oppositis et ad se invicem tendentibus gollicitatur, fiet aequili-
brium, -quod olim in alia occasione vocavi cosctum, idque est quod nume
vocas firmum. 2% Quodsi vires illae duae aequales et oppositae a ge
invicem tendunt, hoe est, quae corpus non premunt, sed trahere conantur,
fiet iterum aequilibrium, quod a Te vocabur dnfirmum, mihi vero pro
scopo, quem olim ftune habmeram, illud aequilibrium iterum vocabatur
coactum. 3% Bi nullis ommino viribus oppositis corpus sollieitatur, nec
premendo ad se invieem nec trahendo a se invicem, erit utique asquili-
brium, quod a me dicebabur ofiosum, ideo quia, si tale corpus a causa
aliqua externa ex situ suo tentisper disturbstur, non amplive affectabit ad
pristinum soum situm redire, Sic ex. gr. corpus sphaericum et homo-

geneum agnae insidens ac guiescens, si nonnihil civea centrum suum.

rotetur, manebit in hoe novo situ et mon repetet priorem. Patet autem
tale aequilibrium nec firmum esse nec infirmum, quodque ideo commode
vocavi ofiosum, quia est quasi in statu indifferentlae. Ulrum verc eorpus
aquae ingidens et quiescens sit in aequilibrio firme vel infirmo, ex hoc
utigue cognoseitur, si nimiram nonnihil- ex situ aequilibrii inclinetur, et
ita quidem wf pars immersa idem semper volumen in agua occupet, tunc
centrum gravitatis corporie vel ascendisse in recta verticali, vel descen-
disse observabitur; si prius, goncludendum erit corpus esse in aequilibrio
firmo; i posterius, erit aequilibrium infirmum; el neque ascendit neque
descendit, erit in statn neutro, seu indifferentiae, quod, ut dixi, mihi vocatur
aequilibrium otiosum. In casu fivmitatis attendendum est, gquantum ex
assumta inclinatione centrum gravitatis ascendat, tum enim ex utriusque
collatione caleulari potest lex accelerationis opcillationam corporis, atque
inde determinari longitudo penduli isochroni Sufficit theoriam ac funda-
mentum detexise, caleulum instituere non vacat sot aliis lahoribus et negotiis
distracto. De caetero gratissimuwin mihi fnit intelligere, quod ad admira-
tionem usque Tibi placuerini, quae seripsi de oseillatiomibus verticalibus,
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propher simplieitatem expressionis eb insignem usum quem praesiare possunt
in explorandis navium ponderibus; maluissem autem ut ipse quogque calenlum
focipses ex Tuo ingenio, quo mihi patwisget, annon erraverim in ratiocinando,
nawm ingenue fateor, me Tuis luminibus plus fidere quam meis.

(uae nunc uberius affers, Vir Exc, de isoperimetricis, credo equidem,
Te omnia probe ruminasse algue ad veritatis trutinam expendiese, ita ub
vix gquiequam restet, quod acerrimam Tuam sagacitatem subterfugere po-
tnerit; ad me quod attinet, diu adeo est gquod haee seposui, ut mibi ea
plane non amplius sint praesentia, quare ah his desisto.

Lectu jueundigsimum fuit, qunod addis in fine litterarum Tuarum de
proprietate Tibi observata circa elasticam reetangulam (vel etiam linteariam,
ambae enim eandem faciumi curvam) in qua si abseissa povatur z,

. xrde . aads
lieata = |-———— et longitudo emrvae = |5———7, quag ex-
ost ap] .L/ (! — z1 & JV et — 2 que
presgiomes ita comparatas dieis ut imter se comparari nequeant. Af
invenisti sl abgcissa ponatur = g, rectangulum gub applicata et arcu

comprehensum aequale esse areme cireuli, eujus diameter sit abscissa = a.
Est utique haec observatio notatu dignissima, sed wvellem scire, an hane
proprietatem a priori et de industvia quaesiveris et inveneris, aut an illam,
ut saepe accidere solef, aliud gquaerendo detexeris per casum fortuibum.
Ego jam olim obgervavi circa has lineas duas aliquam proprietatem non
minus elegantem, etsi inventu faciliorem, quae in hoc consistit, quod
earum, non quidem rectangulum, sed summa sit aequalis quadranti cireum-
ferentine ellipseos, cujus axis minor = 2 @ et axis major == 2ay 2. Vid
Act. Lips. 1694. m. Octob.)) Hoec aufem valet ron tantum de tota curva,
eujus abscissa © == o ejusque applicata maxima, sed indefinite de quibus-
eunque partibus earum ad se invicem spectantibus, quarum utigue summa
semper aequalis est arcui elliptico, qui pro abscissa habet 2 in axe minori
a centro gumtam, a cujus arcus longitudine etiam dependere demonstravi
loeo citato dimensionem areus lemniscatae emrvae, quam adhibul ad con-
struendam isochronam paracentricam LEIBNITIL quae tum temporis multum
rumoris exeitaverat.?) Quando autem affirmag ‘a.pplicatam J V——(:ﬂmixm 5

aadx

T — a9 ita esse comparatas, ut inter se comparari
a* — o

longitudinem curvae [

1) Biehe Jomanw Bunnovirr, Consbructio facilis eurvac recessus acquabilis a puncio
date per rectificationem curvae algebraicac; Acta Eruditorum 1694, S. 5894—399
[= Opera omnda, t. T 3. 118—128].

9 Uber die Geschichte der paracentrischen Isochrone siehe Lozia, Spesielic
algebraische und transscendente ebene Kurven. Theorvie und Geschichte (Leipzig 1802),
8. 5B5. '
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nequeant, neseio an hoe intellectum velis generaliter et sine ulla exceptione;
an vero non putes posge quidem comparari pro aliqua 2 determinatae
longitudinis, sed non indefinite pro singulis %, sienti revera datur aligna
y wdo
ooy (@t — o)’
inveni!) aequalem esse trienti curvae totius, adeo ut habeatur
|' aads " xlda
=3
J¥ (@ —ah .
Optarim ut ad hoe investigandum aliquid temporis colloces, siquidem non
minug notaty dignum videtur, quod Tuum iflud alternm:
[ zxdx ) [ aad®  — pivenlo,
e —ay | —a

Quod supra in hac pagina seripsi his.verbis: sed wellem scire ete.,
id nune didiei ex litteris Tuwis ad fililum Danreren datis,?) quas mihi legendas
exhibuit, postquam fotam meam epigtolam hucusque jam absolvissem.

Curiosa sunt theoremata in illie Tuis litteris contenta: ego jam olim
similia inveni, sed mea magis geomeirica sunt, ex consideratione curvarum
deducta, Tua vero analytica magis, ope ecaleulorum eruta. Combinando
haec mostra in corpus commune, poterimus doectrinam de curvis inter se
comparandis mirum gquantum augere.

Quod denigue doleas frequens dammnum ex tot iteratis decoctionibus
meregtornm mihi illatum, facis guidem, guod Chrisfiana ineculeat charitas,
idque mihi solaminis loco erit, sed cum cogito, me hic Bagilese esge, ubi
perpetuis vexationibus fortunae obnoxins sum, ubi omni mea scientia vix
minimam jacturae partem reparare possim, dum alibi honoribus et bonornm
copia abundare potuissem, parum abest, quin fandem animum despondeam
atgue selentiarum culturae, quoad vizero, valedicam.

Valeas vero et Tu, Vir Bxcell, diutissime, mihique favere perge.
Dabam Basileae a. d. 7. Mart, 1789. :

hujusmodi expressio, nempe haec:J' guam in ecasu g = @

aay (et — m‘)

20.

Euler an Bernoulli 5. Mai 1739.
Antwort suf Berwouvprrs Brief vom 7. Mirz 1739, Original in der Bibliothek der Akademie der
Wissenschaften in Stoekholm.
Tnholt. Jomawx Berwovniie Dissertatio fwydraulica. — Ausshrbmung vor Fliissig-
keiten amg Gefiflen von beliehiger Form, — Vertikale SBehwingungen schwimmender
Korper. — Bigenschafien der elagtigehen Xurve und Redultionsformeln fiir Integrale

I} Den Beweir dieses Batzes hat Jomanw Bmewovrrr spiter im 4. Bande seiner
Opera omnia (5. 90) angegeben.

2) Der fragliche Brief vou Burer an Daxmmn Brrvovrza igt vom 23, Dezember 1738
(vgl. TPoss, a. a Q. II, 8. 458).
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von der Form {a™ (a”‘—m’”)"dm- — Eine linears Differentinlgleichung 3. Ordnung mit
fronptanten Kooffizienten, — Lin Problem aue der Theorie der Ebbe und TFlut, dessen
Logmg die Integration einer lincaren Differentialgleichung £. Ordnung erfordert,

Viro Celeherrimo atque Hxcellentissimo Jowann: Brrnounir 5. P. D.
Luzownarpus EuLEk.

Quantam attentionsm atque adeo admirationem excitaverint profun-
digsime Tuae de fluxu aquarum meditationes non solum apud me, sed etiam
universam Academinm, litteris vix satis exprimere possum. Quod guidem
ad me attinet, sic judico, Te, Vir Excellentissime, hane rem ita expedivisse,
guemadmodum ego non solum optavi, sed etiam jam dudum ipse efficere,
elgi irrito conatu, sum annipns. Nune audem plurimum lueis hac in re
mihi es foeneratus, eum antea haec materia ingenti caligine mihi esset oh-
ducta, negne guicquam nisi indirecta methodo definire licuizset: guam oh
caugam Tibi me eo magis obstrictum agnoseco. Interim alteram medita-
tionum Tnarum partem magna impatientia expectamus, ex qua mihi per-
guadeo mon minug me esge profecturum, guam ex parte priore. Quanguam
autem theoriam Tuam in his schedis tantum ad casus speciales accommo-
dastd, uberioremgue explicationem in sequente dissertatione mobisenm eom-
municanda promithig, operam tamen dedi, ut ipse hane theoriam Tuem ad
vasa cujuscungue figurae extenderem, gua in re si intentum scopum foero
agsecutus, id quidem Tibi Ipse tribuas, Vir Celeb, sin secus, summo desi-
derio ab Te corrigi cupio.

Bit igitur [Fig. 1] vas cujuscungue figurae 4 B D C, initio, quo aqua
per foramen CUD effluere incipit, usque ad A B agua repletum, cujus
altitude 4C sit = @, et foraminis C.D

amplitndo = ».  Pomamus aquam jam # 4—E

usque in P8 subsedisse hocque tempore L P\Tf
aquam- per foramen CD effluere eceleri-  §\ v

tate altitudini & debita, minimo autem ;\ \
tempuseulo subsidere superficiem P S per 2 \Z
spatiolum Pp; sitque Pp = dp aique y r S
amplitudo vasis PS =3, denotabit & 4 de

altitudinem celeritati aquae effluentis de- D o

bitam, eum sguprema aquae superficies
usgue in ps suhsedit. Ut nunc mutatio
motus hoe tempuseulo genita inmotescat, concipiatnr superficies quaecunque
agquae B Y, ponaturque 4R = 7, et amplitudeo RY = y; erit celeritas

Fig. L.

hujus strati B Y debita oltitudini E;:Tz" et quia tempusculo infinite parvo

supetficies B Y deseendit in 7y, erit tum cjus celeritas debita altitudini
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nng + nndez Snngdy
vy ¥y o

Yst autem, guin eodem tempusculo suprema superficies P8 per Py de- -

scendere ponitux

sap = ydr.
- Cum igitur superfieies B Y descendendo per altitudinem RBr = dr iia
acceleretur, ut altitudo ipsius celeritati debita augmentum capiat
wnds  Zanzdy
T o
hoc angmentum per spatium percursum dr divisam dabit vim acceleratricem
__made B nnsdy
T oyydr . yrdr

uae per massam gtratl B Y yr = ydr mulfiplicata prasbet vim motricem
q P Y Y I T

hmjus strati
__nnde  Banzdy

Y Yy
Transferatur haee vis motrix ad datam amplitudinem s, prodibit ea

az 2edy dz ar 2 zdy)
— 2 (%% _ - g (e 27
= mn (yy :!ja ) 7 1% ( 7 sdp yﬂ
: 1 ar
ob ,_'U_ = EC-EE’

quam gubstitutionem eo facio, quo differenticlia dr et dy ingrediantur,
quae a variahilitate sectionis RY pendent. Totiug igitur vise motricis
elementum erit

dz dr Bedy
fa— == . 2 __
= mn (sdp y o );

cujus integrale ita est capiendum, ub tantum quantitates 7 eb y tanquam
variabiles spectentur Integrale ergo

M2 (ﬁ ar i z )
sdp |

vy gy 85 |
exprimet vim moiricem pro volumine aguae SPRY, ac posito y =u
habebitur vis mofrix totalis aquam urgens ad amplitudinem m relata.

. ; . . 1
Construatur in hune finem nova ewrva EVZEF, in qua sit ZR = il

Primebque [ 0:; aream hujug curvae P CTV, ponatur haee area PCF ¥V = R,
eritque vis motrix totalis '
‘ dz g
= 2 == -~
i (sclp B+ n ss)’

quae vi motriei actuali seu eylindro aqueo altitudinis OP et husis = m
nequalis poni debet. Sit itaque altitndo OP == gz, erit Pp = dp==— dz,

I

atque

integr:
oh vix

give
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i i ; F
atque cum B st avea CPVF, erit per eoordinatas & et s; B == %, hoe

integrali ita capto ut evameseat posito # = 0. Posito ergo — dz loco dp,

ol vim motricem actualem == max habebitur haec aequotio
n2Rde nig
T ede TF T
sive
de sdo swd
as+ (s — ) = —Sin
Ad quam sequationem integrandam sumo integrale quantitotis gz __ sde
q & ' g — s «#'R
. da sdx .
per quam 2 est affecta, quod ob dB = — est 1R — [n_R positoque
sdx
Jizs=15
erit id integrale I ~<, numerusque huic logarithmo respondens = & quae

quantitas aequationem illam, si multiplicetur, integrabilem reddit, proditque
Re sedax
T =0- [ n? &

el

F-——]

cs 8 I's.ﬁcdx
E R |#°8
ubi quantitatem constantem C eo determinari oportet, quo fiat 2 = 0, posito
£ =6 Exemplo veritas sese manifestabil; si ponamus vas cylindricum
amplitudinis m, quod in fundo habeat foramen =—mn; erit s —m; et R

— [@_w 18 — "sdm jmﬂdm Lﬁl ;

Js om? niR T | wtxal
unde fit
ik
— pit?
8 =™,
atque
—mm4-nn —mam+2nn —m2-2nt
& m Ts_ mn + +
[ —— —— 3 dt=—=— | ni —a i
AR — Y5 9% mr—2n?
—-— = f
may nn

guae tandem praebet
m'm—zﬂ)

o — MM 1 — ® P
mm—_2nn a

Ad hanc igitur aequationem sine gurgitis consideratione est perventum,
quippe cujus ratio in integratione, ubi amplitudo foraminis n est inducta,
Jum fuit habita; id quod Ipse inmuis, Vir Celeb, quando dicis, si res
generaliter consideretur, gurgite nequidem opus esse.

Determinatio oseillationum verticalinm, guae in corpora aquae inna-
tantia cadere possunt, cum ob ipsam guestionem tum etiam simplicitatem
solutionis mihi tamtopere placuit, ipsa verc solutio non solum mihi nen
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difficilis visn esb, sed ex tempore ealenlus,

B gquem institai, - statim convenientiam declaravit.

3 ; ----------------- L Quoniam aytem GI%]‘JiS , Vir . Bxeellentissime,
7 ““"“’”“'Hf"‘z meam golutionem videre, en ita se habet.

e [ Ingidat aquae corpus guodeungue [Fig. 2]

AECFB in aequilibrio, quod cirea sectionem
& bl aquae M N galbem it cylindricum, ita ub inter
N 4 y ’

iy t oseillandum aequalis semper sectio in puper-

€ ficie aguae vergetur. Sit pondus hujus eor-

P 0 po?is = M; sectio horizontalis M N in super-
Fig. 1. ficie aquae facta = #, et volumen partis sub-

mersae = V: unde pressio aguae in partem

submergam exorts erit = AL Jam ponatur agua in vase finitae amplitu-
dinis eontineri sitque amplibudo vasis KL == m; ac demergatur corpus
profundius per altitedinem 4o == Cc= %, ascendetque aqua in vase per

m—an

intervallum My = Nv, ita ut sit (tn—n) Mu = ns, seu My = —o—, Vo-

lumen ergo, quod nune aguae est submersum erit

o mn
=TV +ale4+ 2 )=V Z2E
+ Ry Vb o
unde vis aquae sursum urgens erit
I muy
=7 (7 + 35

vi gravitatis autem deorsnm nititur pondere 2, quare sursum sollicitabitur vi
__ mals
= Vv’
quae vis quia est proportionalis spatio # quo corpus descendit, indicat
oscillationes fore isochronas. Quoeirea gi ponatur longitudo penduli simplicis

Mz unde resultat

isochroni = L, oritur vis ad situm aequilibrii urgens = T

ista aequatio :
ma 1

m—myV L’
seu

m—m) 7 1 1
=0T =T (G g}
Ac gl amplitudo vasls KL == infinita statuatur, erit longitudo penduli
irochroni L=TT:: omnine uti Tu invenisti, Vir Celeberrime.

Oeterum Tihi placuisse, Vir Excellentissime, thecremata mea de re-
ductione quarundam formularum infegralivm magnopere gaudeo, etiamsi
methodo mon satis directa ad ea pervenerim; famen methodug ita est com-
parata, ut ejusmodi theoremata inde secutura esse praeviderim. Interim
eo majori attentione digna mihi ea videntur, quo minus via direeta ad
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en vel demonstranda vel invenienda patet: hoeque ipso magnopere dis-
crepant z theorematis in se quidem eleguntissimis, ¢uornm mentionem

atdz atda
_[1/ (o4 — %) + J.]/ (1t — ;9

casu quo % = o (uadrantem circumferentine ellipseos, cujus axis minor
est 2a, of major = Zay2; item esse eodem ecasu

Tacis, scilicet esse

wde
—
0’y (ot — )

a* dw -
. ¥ (@t — %) T .
guorum quidem theorematum veritas, statim ae investigatur sponte se
prodit. Quando autem secripsi formulas

adx ot zde
JVet—ay 7 )Y@ —a?

ita esse comparvatas, ub inter se comparari nequeant, id uiique latisgimo
sensu intellectum volo, neque methodis consuetis relationem ullam definiri
posse assero. Hocque pacto has formulas discernere volui ab alils, quae
infer ge comparari possunt, cujusmodi sunt

dx . m‘dx___ zfds obe
IVt — a9 [V —ay JY@et—ay

guarum i unius infegratio esset dafa, simul reliquarum omninm inte-
grationes haberentur. Cirea hojusmodi comparationes mili jam pridem ipse
aliqua theoremata formavi, ex quibus statim perspicere possum ufrum
unius formulae integratio ad integratiomem alius cujusdam reduei queat
necne. Theoremata vero ipsa ita se habent; generaliter gunidem sine wlla
ad definitum quendam ipsiug # valovem restrictione?).

I [.’L‘m—”dﬂ’f (a‘n_ xn)k

— M=l (g —m”)k-]_l + mtnkd1 2™ dz (0" — mn)’"
(m—n41)a™ (m—n41)a® )

13
1. i'mm-f-ndm (an_xn

I

41
g+l (a,'.‘ql_m-n.) ¢+ + (- 1) a® 2" A (uﬂ' . a;”')k
m-+nk4-n--1 m—-nk+n41

1) So viel ich weiB, riihrt diese fibersichtliche Zusammenstellung der 6 Reduktions-
formeln von Hourer her. Selbstvevettindliclh enthilt sie kein wesentlich Neues, denn
schon Newron hatte sich mit @hnlichen Untersuchungen beschiiftigh; tibrigens kénunen
vier der (leichungen dureh einfache algebraische Transformationen aus den zwei
fibrigen erhalfen werden, und diese zwei (Gl II nnd V) hatte Nucorauvs I Bmnwovzrx
schon 1720 benwtzt, um einen von Jomiwsy Bemwovni: aufgestellten Batz zw beweisen
(siehe Jomawnw DErwoviir, Opera omnda, 4 I B, 418, 419—422),
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IIT. [a‘;"" — % (an__ ﬂ?”) o1

= nl (g mu?r)]“ +1
m—an--1

&

3 mEtm ‘-az’”clw (" — 2™

m—s--1

V. [ng -}-wdw (an_ xn)k_l

mE+1 (0 a
@ o' —um g -1 ;
( - ) _I_ 03—- [w’-” (Im (ﬂ;ﬂ wﬂ)

V. Jmm dz (a" — m"’)h t

TR ) ank1 3 n .
& a’ —ux nk 1) a . L
( ) ( + ) "mm sz (ﬁ'nﬂ _ mn)

m4nkfnt1 T om nk 4041

VL [mm dz (" — ") "

m41f, 9 wye 3 ,

T at—mz m+nk-+1 . ks

( - ) + ,f [ o™ dg (0" — ).
nka nka

N . 1
Horum theorematum primum statim, ponendo n==4; m = 4;. b= —

prebet

[ dz _mf(aﬂ—m*)Jri[ ot de
a-i

Vit —at at Viar — %
unde ecasu guo = a erit _
[ _atde [ _wtds
JV @t —azy MV @ — =9
Simul sutem intelligitur ex his formulis cujusmodi formulae inbegrales
a’dx

generaliter cum ista [m comparari queant, mox autem patebib infer

2tdw
N =y
productur harum duasrum formularum cagu que # = @ ope cireull indi-
eari posse, cum neutrius in se epectatae integratic a quadrabura cireuli
pendeat, neque inter se comparari gueant.

Methodus antem gua ego in inventionme horum novorum theorematum
sum usus, hue redit. Resolvi ulramque formulam seorsim in expressiones
infinitas, quas deinceps in se invicem multiplicavi, ac producti summam
peculiari modo investigavi,)) quam per eirculum exprimi posse deprehendi.

tllas non contineri istam. ex guo eo magis notalw dignum esb

1) Die Methode, worauf Evime hier hindeutel, ist wohl die, welchoe er in seiner
Abhandlung De productis ex infinstis factoribus ortis {Comment. acad. sc. Petrop.
11, 1789 [gedruckt 1750], 8. 83—81) anwendets (siehe spesiell 5. 11—12).
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Deinde vero hane methodum magis extendi, ejusque ope reliqua Theore-

mata Filio Tuo Celeb. missa elicui.?)
Ineidi nuper in hane aequationem differentiulem {erfii ordinig

atdy = ydu?,
posito dz constante, quae etiamgi prima fronfe integratu difficilic visa
essef, triplicem tamen infegratiomem admittebat, ac coneessis cireul ot
hyperbolae quadraturis ad aequationem finitam se reduci patiebatur;?)
aequatio vero integralis haec prodiit

o x
y=~0e% 4+ cc 2%ginii Arcus.

(/4213
2a 7

denotante ¢ numerum, cujnus logarithmus est =1, sen
e=1+l+_1k+__]:_ﬁ+.1_+etc.
| 1.2 ' 1.2.3 " 1.2.5.4 '3
F+aVs

5o il circulo cujus radiug = 1 abeecindi, ejusque sinus

in alterum integralis terminum introduci debet; at &, ¢ et f sunt quanti-
tates constantes arbitrariae ex fribus integrationibus ortae. Quodsi autem
integratio aequationis istius alic modo tentetur, proufi pluribus modis
absolvi potest, pervenitur fandem ad hujusmodi aequatiomem

vdv 4 dv (a4 bz + ¢y =vwds (az + ),

guae ergo Leceggario separationem variabilium atque constructionem ope
cireuli et hyperbolae admittere debet: quo autem pacto separatio obtineatur,
id quidem non adeo obvinm videtnr, methodo tamen guadam abh HeERmanxo
quondam in Comm. Tom. 1. exposita®) absolvi potest; id quod At ponendo
dv = pde atque eliminando .

arcug vero

Tractavi quoque nuper circa fluxum ae refluxum marig occupatus?)

1) Vgl. den Brief von Dawrer Brerovrnr an Buien vom 12, Dezember 1742 (Fuss,
a. a. 0. 11, B. 514).

2) Auf diesen Passus hibte ich eigentlich in meinem Artikel Sur la découverie
de Tiniégrale complite des iguations différenticlles lindairves & coefficients constants
(Biblioth Mathem, 1837, 8. 483—50) hinweisen scllen, demn davaus pcheint hervor-
zgugehen, dal BEuner geine allgemeine Integrationmbiethode fiir unvallstindige lineare
Differentinlgleichungen mit konstanten Koeoffizienten nach dem 5. Mai 1789 erfand.

3 J. Hermawn, De constructione acquaitionsm differeniialivam primi gradus per
winm separaiionis delermunatarum; Comment. acad. se. Petrop. 2, 1727 (ge-
druckt 1729), B. 188—199.

4) Biehe die Preisschrift von Funen, Inguisitio physice in cawsam fluzus et re-
flusus mavris; Pidces gqui ont remporté le prix de 'académie royale des
sciences en M, DOC. XT. sux le flux et reflux de la mer (Paris 1741), 8. 235
—350.
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sequens problema mechanicum, quo singularis ogeillationum casus contine-
tur.) In rectn ADB [Fig. 8] extat corpus O mohile sursum et deorsum
quod o duohus viribus sollicitatur. Albers harum virimm pendet a distantia
4 corporis O a puncto O, ipeipque distantiis
ext. proportionalis; a gua corpus eontinue
. vergug punctum €, nisi ibi existat, sollici-
M | tatur. Quod s igitur corpus o sola hue
; vi moverstur fum circa punctam C oseil-
/ lationes modo . agcendendo modo descen:
5 P ln ol dendo perageret tautochronafs itaque habe-
refur casus ogeillationum isochronarum
Hueenranum notissimus. Pono autem
corpus praeter hane vim urgeri ab alia
m eujus tam directio quam quantitas a tem-
5 pore jam effluxo pendeat. Tempora seili-
Big. 3. cet per arcus circull EM G FmH ex-
primo, viresque sollicitantes sinibus sreuum fempora exprimeatium pro-
portionales facio; ita ubt corpus sursum sollicitetur, si sinug fuering
affirmativi, deorsum vero, gi sinus sint negativi. Sie si temporis initium
ponatur in F, post tempus EM corpus sursum - pelletur vi, guae est
ut sinug PM; hoeque pacto sursum ab ista vi urgebitur quoad tempus
BEGF durat; cum autem praeterlabitur majus tempus, puta B G Fom, tum
eorpus deorsum sollicitabitur vi, quae erit ut sinus pm, haeeque sollicitatio
deorsum tendens durabit, domeec fempus recidat in punctum E, ex quo
sollicitationes purgum divectae redibunt. Questio igitur hme redit, ub
motug eorporis € ab his duabus viribus sollicitati definiatur, ejusque locus
in recta AB ad quodvis tempus assignetwr. Ponamus fempus jam
effluxisse, quod arcn EIM indicetur, tumque corpus in puncio S versari
Sit distantia O = s, arcus seu tempus EM —{ ejus sinus PI =y,
posito radio cireuli OF = 1, ita ut sit

Jram

F=TE

ex his golutio problematis perducitur ad hane aeguationem
a*dds + sdi® = bydi?

sumbo elemento df constante. Ista autem aequatio differentio-differentialis

1) Biehe die Abhandlung von Buvrzr De move geneie oscillationam; Commeaend
acad, sc. Petrop. 11, 1789 (gedruckt 1750), 8. 128—149. .
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praeter opinionem his se integrari passa est!) abque ex aequatione inte-
grali sifum corporis € ad quodvis tempus uma cum ipsius celeritate de-
finjire potui. Prodierunt autem pro varia relatione litterarum a el 0, a
quibus ambae vires sollicitamtes pendent, tam diversi ae mirabiles motus,
ut eorum indoles nisi ealeulo peracto praevideri ommnino nequeat. Cirea
hune motum id nofatu dignum accidit, unico casn spatia per quae corpus
(' in recta AL excurrit perpetuo erescere, oscillatiomes famen ejusdem
durationis manere: reliquis autem casibus emmnibus excursiones esse finitae
ac definttae magnitudinis.

Ceterum denuo veniam peto obh lineas illag in superioribus litteris
deletas,?) hancque ob causam integram epistolam libenter transeripsissem,
si id tempus permisisset. Interim noli suspicari, Vir Excellentissime, illas
lineas eo fiisse deletas,®) .... Hune itague ne idem mihi usu eveniat, ...)

Quod superest Tuo me favori ac henevolentiae commendo, Tibi omnia
fausta et felicia ex amimo apprecaris. Vale, Vir Ixcellentissime, abque
adhue diufissime rei litterariae praeesse ne graveris.

Dabam Petropoli d. 5. Maji
1739.
Aufsehrift:
A Monsicur
Monsieur Jzan Brrwouviir
Professeur en Mathematigues, et Membre Honoraire des Academies de St. Petersburg,
de celles de Paris, de Londres ete.
I3
Biile.
20%,
Bernoulli an Buler August (%) 1739.
Verloren; zitiert in Eviens Brief vom 15, September 1739 (,tardius ad litteras tuas postremas
respondeo, quam quidem optassem®),

21.
Eunler an Bernoulli 15. September 1739,
Antwort aul Bmmwourras verlovenen Brief wom August (?) 1789. Original in der Bibliothel

der Akademie der Wissenschaften in Stockholm, Ausziige vertiffentlicht von Ewpstrim in der
Biblioth. Nathem. 1897, 5. 48—dd.

1y Hier beschiiftigt sich Rurmr also mit einer lnearen Differentialgleichung

gweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten von der Form
2

2 % -} s =0 Ein £
Burens Methode zur Integration dieser Gleichung ist aussinandergesstzb in seiner olen
sitierten Preisschrift 8. 800—3804 und in der vielleicht frither redigierten aber spliter
exschienenen Abhandlung: De novo genere oscillatiomon (vgl. 8. 82 Anm. 1), 8. 1834—141.

2) Vgl. Biblioth. Mathem. §, 1904, 8. 285 Aum. 1.

8) Hier gind zwei Zeilen gestrichen, vielleicht von Jomaws II Breryounir

4) Hier sind zwblf Zeilen gestrichen, ohme Zweifel im Zusmmmenhang mit der
goghen erwihnten Streichung.
Bibliotheca Mathemmatica. III. Folgs. VL. 3

@
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G. Bneprmim.

Inhodt. Dio in Auvssicht gestellie zweito Abteilung von Jonawe Bumyourzs

Dissertatio hydraulica. — Fertigstellung neusr Teile der Commentaril der Deters-
burger Alademie. — Kuners Methode, die Reihe
1 1 1 1
Ij;n_]- 4-_|:97,+ 9_—l;aa+ 16;|;ﬂ+ e
zu summieren. — Integration der muvollstindigen lineaven Differentialgleichungen

nter Ordnung mit konstanten Koeffizienten.

Viro Celeberrimo atque Fxeellentissimo Josxxr Berwourrt: S P. D.
Leownarpue BuLgr.

Tardius ad litteras Tuas postremas, Vir Excellentissime, respondeo,
guam equidem optassem atque officium meum ergo Te swmmum postulaszet:
cujus morae causa in absentia Tustrigsimi Praesidis Nostri, qui cum Aula
Imperatoria Peterhofii commorahatur, est posita . . . g

Bgo interea summo studio expecto alberam partem meditationum
Tuarum hydranlicarum, quaram desideriom apud me eo majus existit, quod
multo plura, quam ego quidem suspicatus eram, in iis praestitisse nunecias;
quamobrem Te, Vir Celeh., academiae momine’ maximopere rogo, ut hoe
seriptum, quamprimum licuerit, nobiscum communicare velis; neque ab hoc
proposito retardatione editionis Commentariorum nostrorum deterveare,
Nam nune quidem sex tomi priores jam prodierunt, et septimus non
solum gub prelo sudat, sed etiam Dbrevi temporis gpatio usque ad decimum
publice comparebunt; preterea ego etiam operam dabho, ut seripta Tua
eximia his ipsis Tomis, qui nune parantur, commode ingeri gueant. Ceteram
Tomos, qui Tibi adhuc desunt, Lipsise accipies, una eum Tractatu meo de
Musiea, quem ut benevole accipere ac perlegere velis, vehementer etiam
atque eflam rogo.

Perseripsi nuper Filio Tuo Clar. summationem meam hujus seriei:

1 1 1 1 1
1iﬂ3+4iﬂ+9_—_fzqz+lﬁiﬂ__l_zsiﬂ+etc.=s,

cujus seriel easum, quo % =0 jam pridem mveneram, Tecumque, Vir
Celeberrime, eommunicaveram,?) quem efiam patruelis Tuus, Vir Con-
sultissimus N1cOLAUS BERNOULLIL, examini subjicere est dignatus.®) Metho-
dus, qua ad summam hujus seriei perveni, guia mihi quidem pecaliaris
videtur, Tihi fortasse, Vir Celeberime, haud erit ingrata: es autem ita se habet.
Posita summa seriei quam guaero = s, singulos terminos modo congueto
In series geometricas converto; ipsi # vero valorem affirmativam tribue,

1} Hier sind dreizehn Zeilen gestrichen, maglicherweise von Jomaw T] BraNouLii,

2) Vgl. den Brief von Jomuww Bervovirr an Buzmn vom 2. April 1787 (Biblioth,
Mathem. By, 1904, 8. 253).

3) Vgl. Biblioth, Mathem. by, 1004, S, 276.
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guia & hoe casu summa fuerit veperta, alter casus se Epomte offert ponendo

n negativam. Sit igitur
1 1

1 1 1
S=1+n+4+n+ 9—|—oa+16—|—%+ 25-{—ﬂ.+ ste.

erit
mlorarotay—frw
R
PR
ST .
' ete ’
B1VE
T B
R N N T A R
bt (b f b g b i+ g g oto)
—~nﬂ(}+%+§;+%+$+gg+ etc.
ate.

Quodsi autem pomatur m peripheria circuli, cujus diameter esh = 1,
summatio singularum serierum per potestabes ipsius = abgolvi potest, ub
ante jam ostendi:1) erit nempe existente )

1 1 1 1 1
_— — gl @ =
1+22—|—32—|—I2—I—52+etc. an? &

1 1 1 1 2o?
1+§;+3—,+E+§+ ete. = fat, ﬁ='5i;

1 1 1 1 ‘ ‘
Lo gt g g g oo = 7 =5
1 1 1 1 4 9g°
1+2—3+3F+4—3+5—5+etc.=6n8’ 8 = ﬂy_,
£ — M‘, ete.
Erit igitur: _
5= qamn? — ﬁ‘]?.ﬂrj’ —I-';V'?i'»z.ﬂfﬁ — OnimE + entml® — ote.
hinegne
25 — 2aint — 4@/}923’(‘.’6 --I— 4&};/"?,2%8 — dadnsmlo + Laenint? — ete.
+2p —4fy H4f0
+ 2yt

1) Vgl. den Brief von Euwen an Jomawn Bemwourr: vom 27. August 1787

Biblioth. Mathem. hg, 1904, B, 257—258).
3%




G. Ewpsmnin,

36

Quare g superiores litterarum f, », 6, & eote. determinationes in sub-
sidinm voeentur, erit

252 o= § fmt wm Tynmt 4 96025 — 1len’mi0 4 13fnim12 —- ete.
Muoltiplicetur ubigue per da eb integretur, erit

[2326371‘: fnt — yna’ - dniad — enfmll 4+ Intal? — ete.

Haec vero eadem series a superiori ita pendef uf sit

. .
= n 8 — Pt — pua’ o+ Onad — endmll 4 (mialh — efe.

. 1 .
Quocirea ob o == T erit
53
T s = Bn [ssdar

ac differentiando habehifur

’Lgf — nds — sdxr = 2nssdm,

quae debito modo infegrata praehet?)

zfn—1 PR
X)) " (e‘lztyﬂ._ 1)

§ =

denotante ¢ numeram, cujus logarithmus est == 1. Haecque expressio ideireo
est summa hujus seriei

1 1 1 1
14 + 44 n + 9t + 16+ = + ete.

1) Dab Eurea die vorgelegie unendliche Reihe ganz wie ein Polynom mit einer
endlichen Anzalll von Termen behandelt, ist ja eigentlich bei einem Mathematiker
des I8, Jahrhunderts nicht besonders auffallend. Xihner ish dageger dem Anschein
nach gein Verfahren, die Zahl « als eine verdnderliche Grd8e zu hetrachben, aher man

. findet leichf, daf dies Verfahren hier durchauns korrelct ist, da es sich in Wirklichkeit

nur um die Summe der Reihe
ex? — fnat - yniz® — Snlz® - entat® — . L

handelt. Bekanntlich hat sich Evner in seinen Schriffen sehr oft mit der Summation
der Reihe

1 1 i 1
liaz+4in+9iﬂ+16in+‘"'

beachiftigh, aher der hier benutsten Methode hat er sich meinez Wissens dabel nicht
bedient. Freilich hat er in meiner Abhandluvug De serichus quibusdam consideraiiones
{Comment. acad. ge. Pebrop. 12, 1740 [gedruckt 1750], 5. 58—96). ein pasrmal
(giehe B. 86, 89) = als verfinderliche Grdfe betrachtet, aber fiir einen anderen Zweel.
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quando quidem % significat numernm affirmativum. Si autem s sib numerus

negativos; ub Bit
1 1 1 1 _
§ = 1—n + 4—m + a—n T 16 -9 + ete.

habebitur ista aequatio

""g“ — mds — sdmw = — 2nssda,
quae pariter integrata puppeditat istam summae expressionen:
1 %

S =127 yn cot A. mn,

in qua cot A.zYn mibi denotat in eireulo eujus radius = J, cotangentem
arcus, qui sit == xYn; in tali autem cireulo 7 denotabit dimidiam peri-
pheriam, seu arcum 180 0. Quoties igitur fuerit #yn arcus vel 80 I vel 2700,

1 9 25
vel 4500, vel etc., hoc est vel n =7, vel = 7, veln =1 vel efe., snmma
. . 1 .
geriei ob cotangentem = 0, erit = . TUtraque autem expressio, quae
prodiit tam pro % affirmativo quam negativo, etiamsi & plus una dimensione

. 1 . .
nusquam habeat, tamen posito %= 0, praebet, s = &% qu est sin-

gularis casus methodi Tuae, Vir Celeb., detorminandi valores expressionuui,
quae cerbo quodam easu videantur fieri indefinitae. Istam meam summandi
methodum rogo, ut cum Viro Excellentissimo NicHOLAO BERNGULLIO Cum
summi mei erga Ipsum officii testificatione communicare velis.

Inveni nuper singularem modum aequationes differentiales altiorum
graduum una vice ifa integrandi, wh statim ad aegquatiomem finitam per-
veniatur. Patet autem haec methodus ad omnes asguatiomes, quae in hae
generali forma continentur:

ady bdds ed? ad? edt
g+ S 4 Sk et o ok =0

posito dx constante. Ad hane aequationem generatim integrandam con-
sidero aequationem hanc seu expressiomem algebraicam:

1-— ap + bp? — cp® + dpt — ep® |- efe. = 0.

Haec expressio si fleri potest in faefores simplices reales hujus formae
1 — op resolvabur: si antem hoc fieri mequeat, regolvatur in factores
duarum dimensionwm hujus formae 1 — wp - fpp, quae resolutio realiter
semper institul potest, hoeque modo prodibit superior expressio sub forma
producti ex factoribus vel simplicibus 1 — op vel duarnm dimensionum
1 — ap -+ App, omnibus realibus. Facta autem hac resolutione, dico
valorem ipsiug y finitum per x et eonstantes expressum constare ex tob




. Exzsrno,

38

membris, guot factores habeantur expressionis illius algebraicae, singulosque
factores prachere singula integralis membra. Nempe factor simplex 1 -— ap

dabit integralis membrum
X

2 ,
Ce 7,

factor autem compositus 1 — ap - fpp dabi intégralis membrum hoe

~53{ [ (4f—a /4 —na
e M(U gin A, %——m—) 4- D cos A. %—j)

ubi sin A. eb cos A, mihi denofant ginum vel cosinum arens sequentis
in circulo cujus radios = 1 sumti: notandum autem est, si expressio
1—op 4 fpp in factores simplices reales resolvi nequeat ubl pomo, tum
fore 4f>ec ideoque integrale reale. Proposita sib exempli gratia haec
aequatio

Tty
dot 0;

ydat = ktdly, sen y—

~ex hae nascetur expressio algebraica haee 1 — kp*, cujus factores reales
gunt tres 1 —1%p, 14+ Z%p et 1 + &°5% ex quibus oritur aeguatio inte-
gralis haec:

&=

Yy = Ce "4+ D"+ E SJ‘JlA-% 4+ Foos A %;

in qua expresgione ob quadruplicem integrationem nnica operatione peractam
guatuor insunt novae constuntes G, D, B et F, uti natura integrationis
postulat. Alia viee, si tibi, Vir Excellentissime, placuerit, hujus methodi
demonstrationem perscribam.

Vale interim, Vir Celeberrime, Tuaque ergo me benevolentiam atque
amorem mihi conperva.

Dabam Petropoli ad 15 d. Sept. A. 1739.

22,

Bernoulli an Euler 9. Dezember 1739.

Antwort suf Eoners Brief vom 15, September 1739, Original verloren. Verbffentlicht von
Fues, 2.8, 0. 8, 26—52 nach einer von N. Pouss verfertigten Abschrift des Originals. -

Inhalt.  Uber die Verzdgerung der Fertigstellung der zweiter Abteilung von
Jomsxn Bravouvrus Dissertatio Jwydraulica. — Uber die Summe’ der Reihe -

1 1 1 1
liﬂ+4j3u+ 9:]:n+16:£;n T
heronders weun 7 cine Quadratzall ish. — Uber die Infegration der unvelletindigen
linearen Differentialgleichungen mit konstanten Eceffzienten. — Ther die Schwingungen
gechwimmender Kérper. — Zwei hierher gehdrende hydrodynamische Probleme. —
Eine meteorologische Beobachtung.
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