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6.
Euler an Bernoulli 16. Mai 1729,

Antwort anf Brwrovraas Brief vom 18 April 1729, Original in der Billiothelr der Akademie
der Wissenschaften in Siockholm, Rinige Zeilen verlifenilicht von Bmuswuim im Bilhan p till
svenslka veleuskapsakademicns handlingar 5, Ny, 21 (1850}, 5. 21, und in der Bililioll.
Mathem. 1809, 8. 25—24,

Inhalt.  Die Lognrithmen negativer GroBen. — Drel Arten von Differentinl-
gleichungen zweiter Ordnung, dic integriert werden ktmmen. — Die kitrzeste Linie
auf oiner Oberfliiche; noch cinmal nusfilndiche Behandinng des Fulles, wo die Olber-
f4che loniseh ist.

Vira Celeberrimo Jom. Beroviui 8, P. D.
Leown. Eurez.

Acceptis heri Festo Ascensionis Christi Tuis literis statim ad eas
respondendum duxi, etsi magis deceret paulisper differe responsionem, propter
literarum tuarum res tam arduas talesque ut tempore opus sit non parvo,
debito modo ad eas respondendum. Tamen, cum animus sit crastina die
hinc proficisci, et mensem eirciter rure degere cum OL Filio Tuo alifsque
amicis, mimis longum mihi videbatur differendae responsionis tempus.
Quamobrem hoc quidem tempore respondeo gquae iri promiun sunt; quae
majore industria opus habent temporisque plus requirund, rure reversus
perscribam.

Quod primo scribis de logarithmis imaginariis, id mihi pondum sais
esh perspicuum, praecipue discrimen, qued ponis inter 7 — (x) et 1{—x)
nondum percipers possum, neque quo caleulo ductum ad wrum potius
hormm logarithmorum, quam ad alterum pervenire oporteat. Prae-

. S L L o A e B .
terea expressio sectoris eirenlaris T — debita constante jam
Y —1 z—yy—1

mihi videtur esse ancta, cum facto w=-0 exhibeat sectorem evanescentem.
Deinde si modo, %@ adjici deberet, id quod vero nondum perspicio, 7 mihi
praeber multiplam quaternarii nihil alind denotare posse videtur, cum
demum post quetnor gquadrantes percursos una revolutio absolvatur, Sin
vero #, 4 esse potest, poterit quoque 4 et ommes numeros significare, un-
: fﬁg_l ii:ﬁi:—i adhibere, ad seclorem ex-
primendum, cum solum # @ sufficiat ad sectorem quemvis repraesertandum?),
Quicquid auntem sit, res ita mihi se habere videtur, ut neque. Tu ex tuo
conceptu, neque nos nostro hac in re in paralogismum incursuri simus.

de superfluum est etiam

1) Vgl iiber diese Bemerkungen von Evize die Anmerkungen 8. 850 und 361.
Merkwiirdigerweise hat Jomany Bumxwowsir in seiner Anbwort die lritischen Bemer-
kungen von Furex gar micht heanlwortet.




366 I G, Tnusmiim.

Aequationum differentio-differentialiom utique tria genern ad differen-
tiales primi gradus reducere possum quorvm primum eomprehendit omnes
aequationes duobus terminis constantes, cojusmodi est

yvrrddy = g dy 2—13,
quae est homogeneal).
Alterum genus esh aequationum, in quibus alterutra indeterminata in
singulis terminis eundem habet dimensionmm numerum ut

ddp = Fgdg 1—m d'y 14m __ %)maz dm 1—n dy 14-% gte.

quae itidem est homogenes, et in singulis terminis % unius habet dimensionis?),
Sic se habet aequatio in schediasmate meo praelecto coram conventu, et
quoniam id non amplius in manibus erat, cum postremas mandarem literas,
fieri potuit ut in perseriptione harum aequationum falsus sim.

Tertium genus complectitur aequationes simili modo homogeneas,
quo Tu aequationes differentiales 1™ gradus tales vocare soles, ut®)

as™yrdz?dylddy 4 baTy mHr—r dpsdy P+ 2— < ddy etc.
—_ cx"g] N A e L dxwdy PHE+2—0 pip,

Has aequationes sic reduco, ut eas in aliag transmutem, in quibus
alterutra indeterminata finitae quantitatis nusquam reperitur, quae ergo facto
ay = pdx, posito dz const, ad differentiales primi gradus reducuntur
Totum meum artificium wunici casus veductione illustrasse eufficiat, Sit
reducenda haec aequatio:

ymddy — mudx_pdy2—p,
ubi ddz =0, pono ‘
N
z=c' et y=0c¢ t,

posito ¢ numero cujus log. =1, erit, posito hrevitatis gr. mj{-?—jij_l =,

dy = ¢®vdt + wc?Vidv

et
Az =" dv
el
dds = ¢vddv 4 evdv? = (),
ergo

ddv = — dv?,

1) Vgl tiber dicse Gleichung B. 128—180 der schon zitierten Abhandlung Nove
methodus inmumerabiles acquotiones differentinles secoundi gradus reducends od acquo-
tones differendianles prims gradus.

2) Vgl tber diese Gleichung 8. 184—186 der soehen zitierben Abhandlung, wo
Buvar m — i elalt » eingefiihet hat.

8) Nur einen selr spesjellen Fall dieser Gleichung hat Buzmz in seiner Abhand-
lung (8. 180—134) Dbehandelt.
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ergo )
ddy == ¢“" (ddt - 20didv + (0o — o) tdw?),
Guibus valoribus substitutis habebitur
cm-i-l.u'n (i‘"”'d(ﬁ 4 2uimdidu - (aw'. — o) g o ldvﬂ)
== Bt Ea—paegyr(di 4 atdv)2-r,
{Jula vero est

N o
T

erit
wtl.o=n4p+ 20 —pa

- TR
Unde diviso per ¢ 11-4"

£ ddt - 2at™didv — (2o — o) frtldy? — duP(dt + widv)2—»,

restabit haec aequatio

Fiat porro dv = 2di, erit

ddv = zddt + dedt = — dv? = — eadte,

ergo
‘ didt = — gap2 — 247,
Ex quo fit
— " dr tm"is‘“ + 20iMeGi 4 (wa — o) i+ 1gpdqe2
= gPd? (1 + wtg)2—r
sen

eP(1 4 ale)? P @t = (2o — )t 18 At (B )W s sdi— i g,

Quae aequatio, quia est differentialis primi gradus, si construi posset,
etiam proposita
ymddy — mndxpdyfa—y
construi posset. Hujus aequationis est casus specialis yyddy — zda?
quae reducta abit in hane (ob m = 2, n — L, p =2 ef inde o = 1)

24t = thee dt — {1 da)

Ex hisce facile erit concludere, quomodo altera duo genera per-
tractem,

Aequatio Tua pro linea brevissima generalis egregie cum mea cop-
vepit, in eam enim transmutatur expressa litera 7' ex aequatione mea
assumia

Pdz = {dy 4 Rdt.

1) Hier hat Jouaxn Bumvouwiar notiart: oInventa relatione inter # o t, sumendum
esh w== c./5d!, ot y = ¢./2d¢{; enetorum ad hane acguationem faciliug pervenio methodo
dudum mibi usitata ut in adjecta scheda apparet.® Diese »Bchada* ish nicht auf-
hewahrt, wahrscheinlich ist ilr Tnhalt fiv den Aufsats in dem 4. Bande (S. 79—80)
der Opera ommie von Jowsxs Bewovrrr benuizt worden.
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Aequationem meam quidem ex vpatura minimi deduxi, sed aliis quibus-
dam modis ad eandem perveni aequationem. Problema, quod hac occasione
proponis, nune cogitationes meas occupabii, et si quid invenecro proxime
recenseho.

Aequationem

dedde +dyddy  dadda + dyddy
du2dy?2 T A da? 4+ dot
eodem, quo doces, modo, in dissertatione mea reduxi, sed cum viderem
divisione per daddz + dyddy idem resultare, eam obh brevitatem ad-
hibuwi. Ex asquatione

zdy — ydz = aydi? + da* 4 dy*

non e¢ hanc -
g Yt - da?

dy —
“ ]fzz—aa

derivo, quo faciliorem constructu eam arbitror, sed ea commoding ad casus

speciales accommodatur. Modus antem ejus ermendae ex illa, factis

5% S yy = &2
et
Vai? - da? 4 dy* = du,
hic est. Ob
3% ;- Yy = 2&,
est
zda + ydy = z2dz
ergo
zxdz? 4+ 2 yedady + yydy® = sede
Altera aequatio dat
du? — dit = de 4 dy?,
unde

padut — 2edt? — puda? + yyda® - oz df + yydy?,
a qua gl illa auferatur resbabib

zady® — Eymdz/dx + yyda? = zadu® — gedi? — zzde®
= (zdy — ydz)? = aadu?,

" ergo

sVar +ae
dy — 2V AT
'V' #m—an

Casterum methodus mihi quoque est lineas brevissimae in superficiehus
conoideis per quadraturas construendae. Aequatic mea canonica pro super-
fieiehus comnoideis haec est

x4 yy =T,

ubi T denotat functionem quamecunqgue ipsius . Posito ergo

B & Yy = 2z,
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erit T — ze,
ergo ¢ nequalis erit functioni enidam ipsins 2, quam pono SZde.

Sit jam (Fig. 1) BMC planom ad
axem solidi perpendiculare et A vertex, sit oA

s . . TN
porro BA C projectio lineae brevissimae in - / M

qua sit AP=uz, PM=y, erit AM=g i / ’ i
Bit elementum curvae hujus B —f -

o —— et s rr—— —— — . p ’
Vda? - dy? = ds = ydu® — d?, Tig 1
unde VIR s
S 3V did 4 ds2
o = Vai% y__ Lo e
du = Ydi* 4- ds Vir—aa
seu (22 — au) ds® = aadt® + 22d2® = auZZdz? |- soda?,

ob di =Zds. Ergo
ds =ds Vﬂ‘ZZ+_€3__

Fé—an

Demittatur ex 4 in tangentem M T perpendiculom 47 — p, exit

gds ¢Vaa ZZ + 2z
dgmm 02 __GeVacZZ 4 25
]‘G-&‘—]JQJ Vez —aa

Consequenter

auss L4 — aapplZ = ppse — aazz,
eaZZ 4 zs’
Ex qua aequatione curva facile construitur.

Quod ad eorpora conica atinet,') aequationes pro s, sumto initio
abscissarum in vertice, tales esse debent, nt variabiles f, %, y in singulis
terminis eundem dimensionum numerum constitmant, uti f — g4 + yu.
De hoc dubium non est, de novo rem serutatus sum. Indg ergo ernibur
¢ = functioni cuidam ex 2 et y compositae unius tantum dimensionis, erit

sen P ==z ]/

igitur #: 2 = functioni nullius dimensionis, utf, —-..—'f:, ubi in numera-
¥ Yawtyy
tore tot sunt dimensiones, quot in denominatore. Haec funchio dicatur
F, eritque
t:x=F,
unde

wdt— tda
L 1 tﬁ:df’;
T .

dF = Mz + Ndy,

ponatur

1) Dras Folgende stimmt wesentlich mié dem Ende des Briefes vom 18, Felruar
1729 iberein (siche chen 8. 357—358).
Bibliotheen Mathematies, III, Folge, 1V. 24
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cum F ex z ot y componatur. Ex eo vere guod I sit functio nulliue
dimensionis, fluit esse :

Mz 4 Ny = 0,

ergo
= — Ny:uw;
erit autem
zdt — tde = Mzads + Nogwdy = Naxwdy — Nzyda,
ergo
(Noy —t)dz = Nzady — xdi,

seu

(wy—-l%) dx.= zxdy — 33—%3

Erat auntem canonica aequatio
Pde = @dy + Rdi,
guae huc traducta dabib
P= my——% et @ = aw;

est vero
xdt—1ide

= Zumdy —wyde
His valoribus in generali aequatione pro linea brevissima, quae est
Qddw+ Pddy _ dezdds+ dyddy
Qdx+ Pdy  di2-da?4 dgf
substitutis, habetur®) _
yadtddy —tdyddy + edtdds —tdaddx _ daddr 4 dyddy
yaidy — iy + wdtde — tdak | AB - amd 4 dgt

Ponatur
tt + ax - yy = &8,

ut sit # distantia puncti cujusvis lineae brevissimae a vertice, et
Va2 + da? - dy* = ds
glementum lineae brevissimas, His substitutis, dab:

s — sdsdde 4+ de?ds —edsdds
- -dst ?

quae integrata dat

. 2dg
P
et porro

ss=g2 4 C=iti + wa + yy + C.

Quae aequatio cum ea, quam alia methodo faciliori investigavi, con-

1) An der entsprechenden Stelle in der gedruckten Abhandlung von Burar ist
die Gleichung auf Grond eines Versehenr umvichtig. Dort ist nimlich (8. 120) das

linke Glied:
yadidde —iydadde — twdyddy -~ zydiddy

yaodide — tyda? |- tedy? — wydidy
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gruit, neque usquam paralogismum deprehendere potui. Hie ergo hane
epistolam finio, alio tempore uberins hac de re seripturus.
Vale itaque, Vir Celeberrime, mihique favere perge atque Tibi per-
suade me Tui esse observantissinyum.
Petropoli die 16. Maj.
A, 1729,

7.
Euler an Bernoulli 21. Okiober 1720.

Original in der Bibliothek der Akodemie der Wissenschaften in Stoekholm,

Trhalt. Infegration einer Differentialgleichung zweiter Ordnung. — Tantochrone
und isochrone Kurven. — Reihe, deren allgemeines Glied 1.2.3. ... n isf, und das
(lied dieser Reihe, das n=4 enteprichi.

Vir Excellentissime Celeberrime.

In wltimis Tuis, quas ad Clar. Filium dedisti, literis mentionem fecigti
methodi meae innumerabiles aequationes differentiales secundi ordinis ad
primum reducendi, quibus Te gquoque, Vir Celeberrime, earnmdem redu-
cendarum modo potiri significasti. Hoe¢ ni fallor, exemplum attulisti

az™da? = yrdy? — 2ddy,
cul semper aequatlo quaedam parabolica satisfacere Tibi observata sit.
Hic quidem casus est partievlaris, nam sequatio differentic-differentialis,
ut Tute innois, multo lativg patet. Exponam hic universalem ejus re-
ductionem, ut com Tuis conferre possis!). Pono
2= gt r—10/2d1 of Y= c(m—|—jp)fzc3tﬁ1

ubi ¢ denofat numernm ecujus logarithmus hyperbolicus est 1. His factis
substitutionibus, exponentialia per divisionem tolli poterunt, et si da
ponitur constans, aequatio tantum differentialis emergef, haec

a(ﬂ-l—p-——l)%ﬁt:t’}(l—]—(m+p)tz)ﬂ—2[—i—g—i—(.‘am—-—n—]—p—]—l)zdt
+ (e 4+ p)m — n 4 1)te2dt].
Quae si construi poterit, etiam aequationis differentio-differentialis con-
structio in promptu erit. Simili modo religuas, de quibus scripsi, aequa-
tiones reduco. :
Habeo practerea, Vir Celeb. quaedam, quae ad tautochronas spectant,
Tibi explicare, quae haud displicitura spero. Ineidi nuper in hane ques-

1) Vgl 8. 128—130 der Ruummschen Abhnndlung Nove methodus innwmerabiles

aequetiones differentiales secundi gradus reducendi ad aequottones proni gradus.
24*




; 372 . G. Enzernim.
E tionem, quomodo data .curva, in qua fit descensus corporis in vacuo tantum, temp
; aliam inveniri oporteat ei jungendam, in gua ascensus fab ul omnes os- diatr
: cillationes absolvantur eodem tempore. Ut data (Fig. 2) curva BA, sane
: ¢ requiritur altera 40 elusmodi, ut corpus med;
: super BAC oscillans integras oscillationes
, perficiat eodem temyiore, ntut eae pint glol
AL inaequales. Fic stafim perspicunm est, : temp
gl albera fuerit semicyclois, ot alteram talem . Huje
fore. Problema hoe Clar. Filio Tuo com-
_ municavi simulque cuom eo in illo operam
Fis. % collocavi. Solutionem vero et ipse et ego
; statim post adepti sumus, eamque coram societate proposuimus?).  Mihi mn q
quogue haee meditanti ejus conditionis in mentem venit, ut inquirerem, Tesp
quibus casibus hae duae curvae sint partes ejusdem curvae continuae, Non glob.
; difficile quidem erat innumerabiles hujusmodi curvas invenire quae abso.
: oscillationes reddant isochronas, sed algebraicas curvas eruere minus Cury
. facile visum erat. Assecubus autem sum?) unicam algebraicam guae priet
. est quarti ordinis et dictis AP, #; PM, y, hac exprimitur aequatione ‘ gitur
. 81yt +Bday® — 216azyy — 256a2® + Yaayy — T2aasy + 4Ba’zy if::;
— 9aPz =0, } casus
in qua }o sigoificat longitudinem pendul: isochroni. Hujusmodi  ergo | tione
enrvae, quartm numerus est infinitus, asque sunt tautochronas atque cyclois, maeth
cum oscillationes infegrae ommes sint mequalis durationis. BSed hoc differt mobi
infer eas et cycloidem, guod in hac etiam dimidise oscillationes a puncto quad
infimo sumtae sint isochronse, quod ibi locum non habet. Ad usum vero
pendulorum omnes debent esse aequalifer idoneae. nune
In hac questione tali usus sum methodo, quae omnes prorsus casus Tiliu
complectatur, quod non exigui hac in re momenti mihi esse videtur, cum
inde simul demonstrationem sim assecutus, praeter cycleidem nullam aliam
curvam hoe modo tautochronismum producere posse, id guod ante Cl eujus
, Filio Tuo non penitus certum visum est. Non alio avtem usus sum prineipio mods
’ nisi hoe nt tempus oscillationis debeat esse ¢onstans, sive ut in functionem —
1) Vergl. die Abhandlungen von Torme: De dnnumerabilibus ourvis tautochyonis ' facier
in vacwo; Comment, acad. sc. Petrop. 4, 1729 (gedrnckt 1785), B. 48—66; Quo- : 8. 67
modo, dale quacwmgue curve, tnvewire oporbest aliam, quae ecum date quodamunoedoe r
juncte ad tawtochronismum producendum sit idones; daselbst 5, 1730/1781 (gedrucit  pesish
1738), B. 143—159, und Solutio singularis casus circa tautochronismur; daselbst 6,
1782/1788 (gedruclt 1738), B. 28—a6. : _ \ an D
2) Vgl. 8. 63 der soeben zitierten Abhandlung De dmnumerabilibus eurvis tanfo- ' noch '
chronds in vacuo.
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tewpus exprimentem, nolla quantitas guae ab aren deseripio pendet, ingre-
diatar. Ex guo deinde deduxi, gquale debeat esse elementum temporis. Bt
sane haee methodus hoc utilitatis wmihi praestitit, vt eliam tanfochronam in
medio secundum guadrata velocitatum resistente invenerin.')

Sit (Fig. 3) curva AMC talis, ub

globus super ea descendens semper aequali 7 L ¢
tempore ad infimuam punctum A perveniab. \
- . . . N n
Hujus sequentem inveni aquationem:?) \
' ) , ) L. I
8miasds 4 8 (m —n)nfuwds ! o M
. \\\ d
=8{m—m)mafdz, ' *f//
e

in gua s denotat arcum quemvis AM, =
respondentem abscissam 4 P, o diametruom
glohi oscillantis, f longitadinem penduli dimidias oscillationes aequali tempore
absolventis, et m ad n rationem gravitatum specificarum globi et fiwidi.
Curva haec CMA uvltra 4 continuatur in 4D, quae hanc habet pro-
prietatem, ut omnes ascensus super ea sint isochroni. Ex quo inteili-
gitur omnes ogcillationes super curva CAD esse isochronas, dum des-
census super OA et ascensus super A D fiant. Hine ejus quogque proble-
watis, quod in vaeuno proposui, solntionem sum nactus. Infinibos nimirum
casus binarum curvarum jungendarum dare possum, super quibus oscilla-
tiones fiant isochronae. In aliis quidem medii resistentes hypothesibus
methodo mes idem nondum assequi potui; cujus rei ratio est, quod ibi
mobilis velocitas finite exprimi nom possit, guemadmodum, si resistentia
quadrato velocitatis proportionalis est, fieri potest.

Fig. 3.

Unicum adhue, Vir Excellentissime, quod ad progressiones abtinet
nunciandum restat. Agitata est a Clar. Goupsacmio in literis ad Clar.
Filinm Tuum datis®) haec progressio

1,1.2,1.2.8, 1.2.8.4 ete. seu 1, 2, 6,.24, 120 ete.,

cujus ub  termini medii determinarenfur, requirebat. Variis quidem
modis et ipse et Filius Tuns iis proximos dederunt. Vernm taubochronis

1) Biche die Abhsndlung von Eumm, Curve tmdochrona in fluido resisbentiom
faciente secumdum quadrate eeleritaiwm; Comment acad. se Petrop. 4, 1729,
S. B7—89,

2) Vgl B. 77 der soeben zitierten Abbamdlung Cwrva towoclirona dn fluido
resistentiom facienle Secundum quadrate celeritaium.

3) Die Irage wurde zum ersten Mal gestellt in einem Driefe von Cim. Gorpnacn
an Daxmn Bmwounza vom 18. November 1728 (siehe Fuss, a. a. O. II, 8. 278). Vgl
noch fiber diese rage Fuss, a. a. O. 11, 8. 278, 283, 285, 325, 828.
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quaerendis in modum ineidi eosdem accurate inveniendi!) Terminum enim
ordine 4 acqualem esse demonstrare possum lateri quadrati circolo aequalis
cujus diameter = 1. Hujus sesquialterum dab terminum ordine 1§, unde
reliqui exponentium 24, B4 ete. invenientur.

Haec igitur sunt, Vir Celeberrime, quae hoc tempore judicio Tuo sub-
mittere volui, quae si placuerint accuratius sum expositurus.

Vale et favere perge, Vir Excellentissime Celeberrime,

Daham Pelropoli d. 21. Octobr.

A.C. 1729, Tihi Obstrictissimo Euruno.

Aufpehrifs:
A Monsteur
Monsiowr Jrin Brrvovurer
Thes Celebre Professeur des Mathematitwes
Bile.
8.

Bernoulli an Buler 17. Dezember 1729.

Antwort auf Evrmes zweil Briefe vom 16, Mai und 21. Oktober 1729. Original verloren; Ken-
zept in der Bibliothek der Alademie der Wissemschaften in Stockholm. Verdffentlicht von Ewernon
im Bibhang till svenska vetenskapsakademiens ha,n dlingar 5, Nr. 21 (1880, S. 10—I5.

Inhalt. Tntegration zweier Differentialgleichungen sweiter Orduwung. -— Be-
merkung fiher eine dritte von Eurmn erwilnte Gleichung zweiter Ordnung. ~ Tanto-
¢hrone und isochrone Kurven. — Uber die Reihe, deren allgemeines Glisd

1.2.8....n ist.

Viro Cel. Leoxmarpo Eurero S. P. D. Jom. BerNOULLL
Epgregia sunt guae babuisti in binis litteris ad me postremo datis;

cum autem novisgimas ante paucos demum dies acceperim, brevis ero in’
mes responsione, atque communicabo vicissim quae ea occasione inveni,

etsi breve admodum meditandi spatium concessum fuerit. Quod attinet ad

reductionem hujus aequationis differentio-differentialis)
y"ddy =g a” daPdy?>,

eam tum temporis cum acciperem anteriores tuas Hiteras, ita obtinui:

Posui statim y=—1Zx° ut et valores ex hac suppositione prodeuntes

ipsarum dy et ddy (supposito ddz==10) substitul in aequatione proposita.

In aequatione transmutata posui porre dz =— zzdi, ita nt inde emergat

1} Vgl. die Abhandlung von Eunee, De progressionibus tramscondeniibus seu
quarum lermint genevoles algebraice dari mequevnt; Comment. acad. ec. Petrop. 5,
1730/1781 (gedruckt 1738), B, 56—57.

2) Vel. den Aufsatz von Jomanw Bmmwourr ,Reductio aequationis ymddy =
g dapdy?—r ad asquationem differentialem primi gradus, ubi supponitur dda==10“
in seinen Opera ommia T. TV, 8. 79—80. '
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aequatio continens nullom dz, sed guae constel tribws indeterminatis z,
t & & quare nt eliminebur x, ponendae sunt (fe quoque ita observante)
exponentes ejus dimensionum ubique aeguales, & hoe modo invenitur con-
ditio ipsins ¢, nempe

__ntp

Tamd-p—1°

sequestratis itaque z ex singulis terminis, superest asgquabio duabns fantum
indeterminatic ¢ et z constans, quae erit tanbum primi gradus. Curva ergo
ei conveniens, s gua arle construi potest, dahit coordinatas 2 et #, ex
guibus babentur valores ipsarum x eb ¥, nimirum

@

jﬁ'dt s if—wj gt
mp—1
n= , et Y == te 3
nbi efiam ¢ est numervs eujus logarithmns = 1. Fortassis non abeimili

modo invenisti tunm 2z et y, quando sumere jubes
g =i +p— I)_/F-rlﬂi, et Y= clm 4 msediy
Vides tune rem peractam per substitutiones mihi primo dudum usitatas.
In casibus quibusdam particularibus possunt separari z et #, sed non sine
aligna dexterifate. Sic pro hoc exemplo, guod satis memorabile est?)
xxddy = qydz®,
invenio aequationem finitam hanc

G+Ve+d 0 —Vet+D

ubi b et ¢ sunt coefficientes arbitrarii, quae ommino fit algebraica, si
Y g + 1 est rationale. Casterum aequatio parabolica quae semper satisfacit,

Yy = bz

haee est

(o—m+ Dy TP l={gn 4+ p)'—2 X (m+p—1P)g"+>7
Lieet autem illa non ommes possibiles curvas complectatur, ideo tamen
non est confemnenda, quia salbem solvit asquationem propositam et quidem
semper per aequationem finitam?), etiam iis in ecasibus ubi in formula

1y Mit dieser Gleichung hatfe sich Jomass Brmwevinr schon 1716 Dheschiftigt,
wie aus seinem Briefe an Lumwrz vow 20. Mai 1716 hervorgeht; eine weib allgemeinere
Gleichung derselben Art hatte er nach eigener Angabe schen vor 1700 integriert (vgl.
Biblioth. Mathem, 1898, 8. 58--60). Is ist aber zu bemerken, daf fir die im Texte

angegebene Gleichung
n=—ap=2m=—1,

|- p 0,

mfp—1=710"

die von Jomany Berwovrzr amgegebene Methode ist alse in diesem Falle nicht an-
wendbar. Vgl hieriiher Jomanw Bunwounni, Opera omsda T, IV, 8. 81--83.

2) Auch hier ist zu hemerken, daf die fragliche Gleiehung fir den von Jomawny

Bawwormra behandelten Bperzialfall die Form 0 = ¢ annimmt,

go dafB

=i
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generali indeterminatae # et ¢ videntur inseparabiles, adeo ut pro cou-
struetione parum utilitatis allatum sit, rem reduxisse ad differentias primas.
~ Non satis intelligo in penultimis tuis literis, quam requirant conditionem
dno altera genera aequationum, in quorum prioris generis aequatiomibus
vis ut alierntra indeterminata in singulis {erminis eundem habeat dimen-
gionum numerum, eujus exemplum guod affers, hoc est

ddy = Yomdgypl — mdy]. R E‘D:ﬂﬂ(zﬂ?l — “‘d?jl + 0 &c’

quam dicis #idem esse homogeneam & in singulis terminis @ wiom habere
dimensionem, cum tamen utrobigue # nec unam nec eandem habeat dimen-
sionem; tertii generis exemplum, gquod mentem tuam illustrare deberet,
simili laborat obscuritate, praeterquam gquod exponentes -differentialium ita
s¢ habeant & reddant guantitates heterogeneas & ideo incomparabiles;

oportet itaque ut te explices clarius, si ea de re judicare debeam.
Speculationes tuae de tautochronis mirifice quidem placent, sed illud
quod proponis inveniendum, deia scilicet gualicumgue curve, fnventre aliom
ei jungendom, per guam ubramgue oscillationes infegrae sini isochronae n
vacuo, non admodum difficile est, nam statim ac legi e véstigio solvi
adeoque non mirum est, s idem & Tu & filius meus solvistis. Tota res hue
redit ut (Fig. 4) ad axem 4G verficalem curvae datae ABH constituatur
arcus cycloidalis A EF, verticem habens in 4, ef postmodum quaeritur
alia curva A OI, ejus naturae, ut ducta quavis horizontali EC, secante
curvas & axem In punctis F, B,
PR & fy, Cd& P, arcus composituz BAC sit
‘ \ \B R / semper aequalis arcul eycloidico E.A4,

v : ¢ : :

} \2 n { ab eadem honzonta,h. EQ resec.to
vel sit ejusdem multiplex qualis-
~ cumqgue. Dueta enim proxima paral-
lela ec, erit Bb + Cc¢ = Fe vel
n X Fe; concipiuntar jam duc mo-
bilia cadere ex eodem horizonte FL, unum incipiens ab F, alterum ab
H, habebunt illa in punctis B, B & C velocitatem aequalem, quae est

VGP; erit igitur

Fig. 4.

Bb+- Cc  Ee l_a\zXEc

ver —Ver "C T Ve
unde tempuscula duo per Bb & per Cc simul sumta sunt — tempuscula
per Ee vel hujus multiplo, ideoque tempus per arcum compositum BAC
== femport per arcum cycloid. F.4 vel = hujus temporis multiplo;

guandoquidem igitur tempora per singulos arcus cycloidales E.A sunt -

aequalia, erunt etiam tempora per singulos arcus combinatos B4 C aequalia
h. e. osecillationes integrae (descensu et ascensu simml peragendo) sunt iso-
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chronae etiamsi tempus per descensum sit inaequale tempori per ascensum.
Quod nunc atbinet ad modum id praestandi, ut duo arecus BA & AC
faciant arcus univg ejusdemque ecurvae confinuae BAC, & ut quaeratur

talis BAC quae sit algebraica, de quo ita logueris, quasi Tw solus id

praestiteris, ita ut neseciam annon in solutione harvm duarum posteriorum
conditionum habueris efiam socium filium meum aeque ae in priori, cujus
solutionem ipsi mon minus guam Tibi adscribis. Tfenim hisce quogue
conditionibus satisfacere haud adeo difficile deprehendes, ubi ante ommia
hoe dieo, in inquisitione hujus non opus esse ea quam immuis cantela, w?
pimiram i functionem tempus exprimentem nulla quantitas, quae ab orcu
deseripto pendet, ingrediatur, Quin imo ego contrarium facio, dum curvam
B AC determinaturus, assumo pro longitudine areus AB vel 4 C, aliguam
functionem convenientem solius arcus cycloidalis AF, quas functio id
praestet, ut arcus illi duo 4B et A( inde mutuo eontinuentur ex sup-
positione arcus 4F negative sumti; sic post superiorem meam solulionem
tempus nop amplius in considerationem venit; ecce ergo meam methodum.
Sit arcus eycloidis AE = s, fiatque ad lubitum aliqua ejus functio = 5,
quae componatur ex meris potentiis ipsins s dimensionum parium. Quo
facto ponatur arcus A C == s + 8, erit utique idem ille continuatus in
parfem oppositam sen negative sumbos 4B = — s - 5, adeogquo arcus
ipse absolute sen affirmative sumtus AB =5 — § Hine AC 4 4B seun
curva tota continna CAB = 2s=2A4F. Ergo curva CAB vel BAC
erit igochrona. Q. E. L

Restat ut modum ostendam naturam curvae exprimendi per asquationent
inter coordinatas AP & PC, seu inter # et y ex assumita functione S,
guod non est arduum, Differentietur S, vocefurque d§ = T'ds; sit dia-
meter circuli generatoris cycloidis AEF = la, erit arcus AFE sen s =

2V4.aw="Voz, unde ds=4{dz V% &dSsen Tds= %1’61:::?] g, adeoque

Ce= ch+dS=liz_£de-$,

a cujus quadrato
1+2r4 TTCldi
dr

auferatur quadratum Pp seu da?, erit radix guadrata religui

]/a—]—Qa,’l —}—al’f——-im_d?

id guod dat aequationem pro patura curvae AF, quae ut algebraica fiat,
id guidem dependet ab electione quantitatis liberae S5 sumamvs ergo
8 =ss:0 ubpote simplicissimam inter functiones ipsius s praescriptam con-
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ditionem habentes; eritque dS— T'ds = 2sds:a — du, b T'—25:q— euir
2]/ %f’ quibus substitutis in aequatione generali ' adh
' rem
dw-,/a-—;—ﬁa.i —1;@1 —4m=dy1
T

abit illa in hane

(o4 aVon

d?“ “i;f%ﬂ“_zd‘ , 4

quae ub commode integrari possit, scribatur tentisper (quod quidem jam 11
supra fier potuisset) Eﬂ—s pro i, g;ﬁ pro da, et s pro a#, & bane habebitur ‘

2 ZwWEe

- 4s Jomw

ds ]/ o =0 Auf,

enjus integrale die
———qfat 45 ' tike

—E;.a—-l—-éLs.] —a =Y + ta,
seu :

8 —

{0 + 48)T= By + a) X Va; spo!
resubstituto pro 4s ejus valore 4V az prodibit aequatio algebraica inter pra
coordinatas 2 & y, quae haec est _ ver

— _ ver
(af—}—élz]f'aw)%: 6y +a)xaVa . mot
Haec antem sublata asymmetria producit accurate tuam aequationem : disc
81yt -+ Sday® — 2160ayy — & = 0. 1 Cel.
» Coroll.  Hinc patet quia diameter circuli generatoris cycloidis — 1a, fore gar.
pendulum simplex longitudini }a isochronum cum oscillatione integra per de
curvam B.AC vel CAB. Quod ad tautochronss in medio secondum quad- veh
rata velocitatum resistente spectat, non vacavit per paucos hos dies de
solutione hujus casus cogitare, verum wubi per otium licuerit, teatabo, aeq
neque de successu despero.l) Interim quando de fua inventa curva dicis, nul
quod descensus per C'4 sibi ivicem sint isochroni, pariterque etiam iso- oLt
chroni sint ascensus per 4D, non addis, an etiam isochroni fiant I8gTessus, oo de]?,
bh. e. descensus per DA & ascensus per 4 C, hoe enim omnino necessariam ‘
esset ad reciprocationem oscillationum. : Wo:
Non habeo multum quod addam de progressione ‘ achy
1, 1.2,1.2.3, 1.2.3.4, &ZG., ) Wit
. . . . . %
de qua dicis te habere modum accurate determinandi terminos medios, ?l der
sed definiendum fuisset, quid per terminos medios intelligendum sit; idea ; han
—— ) - ' mar
1) Vgl. die Abhandlung von Jomaxw Bumwounna, Méthode powr trowver les taudo- - 1
chrones dang les milieux résistans comme l¢ quorré des vitesses (Mém. Paris 1730, | s
8. 18—101 = Opera ommia IIT, 8. 173—197). r {f;ﬁt;
L3
1
i:j:-t
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enim hujus rei nimis est vagan, WALLINIUS in sua Arifhanetica infinttorum
adhibet suas interpolationes pro simili negatio & ni fallor eandem hanc
rem jam pertractavit.

Vale. Dabam Basil. a. d. XVIL. Xbr. 1729,

9,
Euler an Bernoulli 11, Juli 1730.

Antwort auf Brpnouisas Brief vem 17, Dozember 1728, Ovigival in der Bibliothek der Ala-
demie dey Wissensehnften in Stockliolm. Tindze Zeilen vergfentlicht von Ewmsrnon it Billang
1111 svenska vetenskapsakademicns handlingar 5, Ny, 41 (1883), 8. 23--24,

Inhol, Junann Buwourus franzésische Prejsschrift. — Drei Differentialgleichungen
sweiter Ordnung. — Tautochrone und isochrone Kurven. — Lisung sweler von
Jousnx Brmwovris gestellter Probleme, von denen das erste eine Verallgemeinerung dex
Aufgabe von der kirmesten Linie awf einer Olerfliche enthillt, das andere sich auf

‘die Bewegung eines Korpers bezicht, der sich auf einer in einer beweglichen Ver-

tikalebene lisgenden Kurve bewegt -— Eine Differentinigleichung erster Orvdnung.
Vir Excellentissime Celeberrime.?)

Tam pridem officium meum fuisset ad postremas literas Tuas re-
spondere, idque maxime eo tempore, guod ad nos fama pervenit de
praemio Parisine %) Tibi adjudicato. Sed variae occupationes me impedi-
verunt, quominus ea, quae scribere statueram, perficere potueriw. Solam
vero gratulationem mittere non volebam. Praecipuam enim causam hujus-
modi gratulationum praestantiam ingenii esse existimo, ex qua orta est ea
disquisitio, quae optima est pronunciata. Neque vero haec laus in Te, Vir
Celeberrime, competit; sed in eos praesertim, qui ex ea famam de se dival-
gari quaerunt. Quicquid autem est, quo Te hoe judicio avctum esse sentis,
de eo ex animo gratulor, atque ut idem Tibi adhuc saepenumero usu veniaf,
vehementer exoptoe.

Aequationem 22ddy = gyda® sine methodo mea, ¢ua hujusmodi
aequationes omnes, si fieri potest, vel reduco vel integro, sequenti modo,
nulla adhibita substitutione, statim integravi. Addo utringue terminum
aadedy et multiplico der ™ Hoc facto guaero, qui numeri o et 7 esse
debeant?) aequationis

1) Am oberen Rande der ersten Seite des Briefes finden sich die folgenden

Worte von Bumm: ,Vorigen Posttag hat Herr Prof Dmmwovrrr von hier auch ge-
schrieben, welche er mich gebelten zu herichtien®.

2) Im Jahre 1780 bhatte Joumsww Busnouwwr fir die von der Pariger Akademie der
Wissenschaften gestellte Frage tiber die Ursachen der elliptischen Gestalt der Balnen
der Planeten und der Verindermmg der Aphelien den Preis bekommen, Die Al-
handlung ist unter dem Titel: Nowvelles pemsées swr le sysitme de M. Drzscanrxs et lo
manitre @en déduire les orbites cb les aphélies des plomdtes godruckt.

8) Hier spielt aleo z» die Rolle eines integrierenden Faltbors. Vor 1730 hatte
gich Jouaxn Bmwouris sweimal eines solchen bedient (vgl Camvon, TVorles. @her Gesch.
d. Mathem. 32, 8. 227 und Ewmsixom, Biblioth, Mathem. 1898, 8. 58), aber davon
hatte Buume wahrscheinlich leine Kenntmis.
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aw? P ldedy 4 2"+ 2ddy = grvyde® + et ldedy, ! el in 1
. . . . ad me
~uf utramque membrum integrari possit. Inveni m_‘_}f B | - curva
=4+ Ve+ietn=—4+ Vi1 : qua us
et infegratione facta prodit haec aequatio 1'a.ta_c(
ey — munica
R (T ot Ye+ 1 u chrona
G+ve+Pe ydo=bda + 2 dy; lorum
haec divisa per angmel
— Vvt abque
dat * Bl ver
. I - ]f'g AT . pavi, i1
G+ Vg + Pyde—ady =ba da. - constan
Multiplicetur per ‘ : neque
- "} ~ Vet To
T mate 1
integrari poterit aequatio atque resultahit : vemre
austore
¢c—np—F—Vet+i y:-?m:"z]/?“"‘}. Utrinsg
b o ‘ Py
posui tantwm & pro ;7/===1|, porroque haec ) est hoc
I I 2 Vgt 2 porroq
¢ - i planum
P-Ves g FYe+g, | ficiem i
y=2>tz T eurva qi
Quando dico in aequatione cungue
dde=Tamdel—mdyl+m { Yaerdpl—ndyl+» 4 et AP tar
. . . . . L . . nocun
mdeterminatam & unicam dimensionem habere i singulis terminis, non ili PQ ]'
tantum # sed etiam dz et dza unam dimensionem ipsius # efficere in- etiam T
telligi volo. Bie in termino ¥z ™dal—"dyl+™ numerns dimensionum PQ, 4
ipsivs # non esk m sed m 4 1 —m sen 1 ut in primo termino dds. - 3(;rﬁc
Nescio guomodo factum est, ut aequatio tertii generis, quam perserip- ‘ael st
seram, sit absurda, puto me ita seripsisse y qg g
- 1
az™y ~m—1 4P dy?—r 4 byry—n—1dz? dy2—1 4 i — ddy, '

. in qua nullam heterogeneitatem deprehendere possum. Atquein ea sz, g, do, = | = ____ —
dy, ddy in singulis terminis eundem dimensionum numerwm tenent ; 1
nempe 1. ‘ Benwoury

Quae de pluribus tautochronis novis in vacuo seripsi, utigue facilia sunt,
et propterea non tam methodum, quam rvem ipsam aestimandam esse pubo.
Non dubito, quin Filius Tuus Clar. problematis casum, que utraque curva
est una continua, solverit statim, si de eo cogitasset; sed guia hujus casus und ds ¢
fa
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el in mentem non venit, factum est, ut de his novis tantochronis tanguam
ad me solum pertinentibus loguutus sim. Casng vero hujus, quo ubraque
curva debet esse continua, solutio Tua, Vir Celeberrime, prorsus cum ea,
qua usus sum, congruit. Quod ad tautochronam in medio secundum guad-
rata celeritatum resistente attinet, quam in postremis literis Tecum com-
municavi, ea tantum oscillationes versus eandem plagam euntes reddit iso-
chronag, revertentes vero tales non sunt. Propferen igitur ad usum pendu-
lorum more consueto accommodata non est idonea, Nihilo tamen minus
augmentum guoddam ea re Analysi accesisse arbitror, propter peculiarem
atque latissime = patentem methodum, qua in ea invenienda sum usus.
Si vero utilitas in praxi desideratur, eadem methodo curvam determi-
navi, in gua pendulum oscillans binas oscillationes ex itu penduli et reditu
constantes semper absolvit aequalibus temporibus, quamvis neque soli itus
neque reditus sint isochroni.

In ultimis ad CL Filiom datis literis me admonere jussisti de proble-
mate mihi in prioribus literis proposito, ut ejus solutionem, si quam in-
venire possum seriberem. Is vero simul mihi aliud elegans problema te
auctore proposuit de definiendo motu corporis super planc inclinato mobili,
Utrinsque problematis solutionem hie appono.

Problema primum, cujus solutionem jam din investigare debuissem,
est hoc: In superficie cujuscungue solidi lineam ducere hujus naturae, ut
planum, in guo sita sunt due elementa contigua, cum plano tangente saper-
ficiem in eo loco angulum datum efficiat.}} Solutic mea hasc est. Sit (Fig. 5)
eurva (quaesita BI{. Assumto plano quo-

cungue AP @ pro lubity, in eogue recta B-

AP tanquam axe, demittatur ex puncto \
guocungue curvae quaesitae M in planum

APQ normalis M}, et ex @ ad AP %

gtiam normalis QP. Dicantur 4P, 7,
PQ, y et @M, 2. Exposita sit natura
superficiel datae, in qua est curva BM,
aequatione inter tres indeterminatas z, 4
4, & quae sit haec

Pdz = Qdy 4 Rdez.

P
PFig. 5.

1) Vgl. tiber dies Problem Jomaww Bumwouri:, Opera ommég T. IV, 5 113—114.
Bemwovrtr gibt als Gleichung der gesnchien Kurve
(Tdatddyr — zdstddy ++ T'dydsddy) ) ds® + dz
=nzdstdaddr —nTdydedzdde + nTdeddy(ds? + ds2),

wo dsd =da? | dy, T = —_(JT?’ 7 =.§_
und ds als komstant angenommen wird. ’
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His positis inveni anguli plani curvae cum plano tangente in M co-
tangentem esse

Pdydde— Pdrddy - Qadndds—Rdoddy
(Qddy -+ Bdde) Yaa? I dyi--ds?

posito sinu toto = 1. Si ergo requirafur, ut haec cotangens sit ¢, erit,
Pdydde — Pdeddy + Qdwddz — Rdzddy
— (Qddy +Rdds)qYaz* + dy? + de%
ex qua aequa.tiﬁne cum locali superficiei

Pdgs = Qdy -- Rde

conjuncta determinabitur curva quaesita. Si requiratur, ut dictus angulus
ubique-sit rectus, erit ¢==70 habehiturque aequatio :

P(dydde — dzddy) = Razddy — Qdzndds,

uae est ea ipsa, quam pridem pro linea brevissima invenl.
y 4

Alterum problema generalius quam mihi erat propositum solvi hoe
senst. Super plano horizontali (Fig. 6) B (' sit perfecte mobilis curva 4AMCB.
Super ejus parte convexa ABIC descendat pondus quod ad pondus figurae
AMCDB rationem habeat ut C ad 4. His positis requivitur motas utrinsque
et ponderis descendentis et figurae horizontaliter progredientis.t) Inveni
' autem corpus revera propter figuram
cadeptem moveri in curva AND cujus
applicata PN ad respondentem PM
habet rationem constantem; esb nimirum
A s PN: MN= 4: C. Tangentes ergo ex
M et IV ductae concurrent in 7' puncto
P 0 M -axis 4B producti. Est autem celeritas

corporic A in N ad celeritatem figurae
ABCut NT ad MN. Sumta vero PO
media proportionali inter PN et PM
B D 3 ductaque T'0, erit celeritas corporis in
S N ad celeritatem, quam haberet, si ex
Hig. 6;‘ altitudine AP libere cecidisset, ut NT

a@ OT.

-

1) Das von Jomaws Brmwourazr gestellte Problem war: Sit 40K triangulom

materiale, rectangalum in X, quod super plano herizoniali DH gine omni frietione
moveri possit. Sit etiam corpus grave i, quod super hypothenusa A Q positum sua
gravitate descendat, pariter. sine frictione; quo fist ut, descendente corpere m, trian-
gulum jugiter ab eo pressum vetrocedere cogatnr, Quaeritur fune corporis, bum
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Solutionem quidem hanc non ex prineipiis mechanicis et effectn solli-
citalionum gravitatis deduxi. Principia, quibus vsus swm, sunt haec duo.
1. Vim vivam, quae adest, si corpus est in N tam in corpore quam in
figura, equnivalere vi vivae, quam sclum eorpus haberet, si ex altitudine 4P
libere cecidisset. IL. Hanc vim vivam ita distribui inter corpus et figuram
ABC, ut corpus minimo tempore ad lineam horizontalem B perveniat,
vel ut corpus celerrime descendat. Hac vero solutione non confentus,
(uaero gehuinam, eamgue mox invenire Spero.

Incidi nuper i hane aequationem

cedez — zrde — pede — cdy V‘ww + zz — cc,

quae est ad curvam guandam tautochronam. Kam construere possum,
ged tamen nullo modo adhue indeferminatas a se invicem separare potui.
Ejusmodi praeterea immumerabiles dare possum, quarum omnium construc-
fiones habeo, neque tamen vix eas separare spero.

Vale et favere perge

~ Vir Excellentissime Celeberrime
Petropohi d. 11. Julii Tuo obstrictissimo
1730. L. BuLexo.

10.

Euler an Bernoulli 25. Mai 1731.
Qriginal in der Bibliothek der Aliademie der Wissenschaften in Stockholm.
Inholt. Vorlaufiger Berichb iiber eine mathematische Theorie der Musik.

Hochedelgebohrner Hochzuehrender Herr.

Dass ich so lange Zeit an Ew. Excellenz zu schreiben aufgeschoben
und dabey derselhen meines schuldigen Respects zu versicheren, ist die Ur-
sach, weilen ich seit der Zeit nichts gearbeitet habe, welches derselben zu
iiberschreiben wiirdig geschitzet hilfte. Ich habe fast diese ganze Zeit
angewendet zu Verferfigung eines Systematis Musici womit ich jetzund
fast zu Hnde gekommen.?) Was ich darinn vermeine gethan zu haben,

frianguli velocitas, tum etiam via AP, quam corpus ex motu composifo deseribit, atque
uirinsque lex accelerationis. Vgl. ilber dies Problem die Abhandlungen von Jomaww
Berwovzas in den Comment. acad. se. Potrop. 5, 1780/1731 (gedruekt 1738), 8. 11
—25, und in seinen Opers ommnia T. IV, 8. 841847,

1) Diese Arbeit erschien in St Petersburg 1739 unter dem Titel: Zentamen
novace theeriae musicae, en ceriissimis harmonice principiis dilucide cxposite. Wie
Posanwponrr (Biographisch-literarisches Hondworierbueh I, Sp. 689) filr diesze Arbeit
dral Druckjahve (1729, 1734, 1739) hat angeben kdpnen, versfehe ek nicht, Jeden-
falls geht aue Eunems Brief hervor, daf sic im Mai 1781 noch nicht fertig war.
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nehme ich hiemit die Freyheit Ew. Excellenz zu iiherschreiben, weilen ich
vermuthe, dass dieselbe daranf curios seyn moehbe, indeme ich neulich
von dere Herrn Sohn vernommen, dass dieselbe von dem Herrn HErmanx
etwas davon gehoret. Mein Endzweck in diesem Werke war dieser, dass
ich suchte die Musik als einen Theil der Mathematik auszuftthren, und
alles was eine Zusammenfigong und Vermischung der Théne kann an-
genehm machen, aus richtigen Grénden ordentlich herzuleiten. Zu dieser
ganzen Abhandlung habe ich einen wmefaphysischen Grundsatz nothig ge-
habt, worinnen die Ursach enthalten, warum einer an einer Music ein
Wohlgefallen haben konne und worinn der Grund zu setzen sey, dass uns
eine Sach angenehm, eine andre aber unangenehm vorkomme. Mit den
Thonen habe ich dargethan, dass es diese Bewandiniss habe, dass uns
viel zusammengefiigte Thone gefallen, wenn wir die Verhiliniss der Hohe
und Tiefe derselben, nehmlich die rationem intervallorum pulsuum, welche
die Saiten geben, einsehen. TUnd aus diesem habe ich die Reglen gezogen,
wie die Thine wiirden zusammen geftigh werden, dass sich derer ein ver-
stindiges Ohr belustigen konne. Xs isb aber noch ein anderer Grund
weswegen wir an einer Music eine Lust empfinden, welcher in der Daurung
der Thone bestehet, und kann uns deswegen auch eine Musie bloss darum
gefallen, weilen wir die Verhéltniss der Danr der Théne hegreiffen. Nach
dem ersten principio ist also die verschiedene Hihe und Tiefe der Thone
das was uns belustigef, nach dem andren aber die verschiedene Daur der-
selben. Bey einer vollkommenen Musick muss heydes beysammen seyn
und uns gefallen, so wohl ratione acuminis et gravitatis als ratione dura-
tionis sonorum, Eine Music, die uns nur nach dem ersten gefillt, ist der
Choral, worinnen es nur auf die Zusammenstimmung der Btimmen an-
kommt und anf die Daur nicht gesehen wird. Ein Bxempel aber einer
Music, welche nur nach dem andren Grundsatz ein Gefallen erwecken
kann, ist das Trommelspiel, worinnen nor auf die Daur und nicht auf die
Hthe der Thone gesehen wird. Ich hahe erstlich die Music nach dem ersten
Prineipio allein abgehandlet, hernach nach dem andren und endlich werde
ich noch heyde zusammen nehmen. Im ersten Theil, welcher ohne Zweifel
der firnehmste ist, sind folgende Stiick abzuhandeln vorgekommen, Fir
das erste von ‘den Accorten, worinnen ich gewiesen, wie 2 oder mehr
Théne miissen beschaffen seyn, dass sie, wenn sie zusammen klingen, eine
angenebme Harmonie erwecken. Zum zweiten habe ich untersuchet wie
2 Accorte beschaffen seyn miissen, dass sie nacheinander geschlagen an-
nehmlich klingen. Zum dritten habe ich eine ganze Suite von Accorten
betrachtet, und was zur Annehmlichkeit derselben erfordert wird gewiesen,
Die Schrambe, in welchen sich eine solche Suite befindet, machet die Modos
aug, von welchen ich darauf gehandlet, und habe dabey auch gewiesen,
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was fiir Thone man fiir einen jeden modum néthig habe auf den In-
strumenten, wobey ich das genus chromaticum mit 12 Thénen in einer
Octav sehr schon heraus gebracht. Zu den folgenden Betrachtungen habe
ich alles mach dem Systemate chromatico tractirt. Hernach habe ich was
vorhergegangen specialer ausgefithret, und auf die Praxin mehr appliciert,
Und da ich darvinn eine perfectam enumerationem modorum gemacht, so
kann man daraus sehen, wie viel weifer man annoch in der Music kommen
kbnne, und dass von so vielen Modis jetzund nor 2 im Schwange sind.
‘Dieses verstehet sich von der Musick, welche sich auf das Genus chro-
maticum grindet, denn wenn man iber die 12 Thipe, so sich in eine
Octay Dbefinden, mehr oder an deren Statt andre gebranchen wollte, so
wiirde man unendlich viel verschiedene Arten Music haben kémmen. Alles
dieses habe ich aber ans dem ersten Principio allso heraus gebracht. s
geyen viel verschiedene Thone, davon die zu gleicher Zeit absolvierte
numeri pulsoum seyen wie diese ganze Zahlen a, b, ¢, d, ete. durch welche
anch die Thine selbsten exprimiret zu werden plegen. Dieser Zahlen
minimus communis dividuus sey A. Diese Zahl nenne ich den Bxponentem
derselben Thénen, weilen darans die Anmuth erkennet wird, welche ver-
ursachet wird, wenn dieselben Thone entweder zugleich oder nach ein-
ander klingen. Ich habe daranf gradus suavitatis festgesetzt, davon der
erste die perfecteste Zusammenstimmung, nehmlich wenn alle Thone ein-
ander gleich sind, hegreifft. Die folgenden begreiffen die weniger voll-
kommenen nach ihrer Ordnung unter sich. Aus dem Exponente nun wird
auf folgende Weise der Gradus suavitatis erkannt; ich solvire denselben
in seine factores simplicissimos. Diese addire ich in eine Summ und
subtrahire davon # — 1 (n bedeutet den numerum factorum), die Zahl
alsdann, die herans kommt, gibt den gradum. Zum exempel die Théne
seyen 1, 2, 3, 4, 6, so wird derselben exponens seyn 12. Dieses fac-
tores simplicissimi sind folgende 3: 2. 2. 8. Deren Summ weniger 2
ist 5, woraus erbellet, dass die harmonie dieser Théne im b:ten grad an-
genehm sey.

Auf diese Weise kann man den Exponenfem eines ganzen Musi-
calischen Stiicks finden, wenn man alle Thone durch ganze Zahlen ex-
primirt und davon das minimum commune dividoum nimmt,  Dieser expo-
nens aber ist nieht anderes als der modus musicus desselben Stiicks; zu
einem Stiick, da alle Thone auf dem Clavier vorkommen, ist der Exponens
27 35 B2 wo n von der Anzahl der Oectaven dependirt. Nach diesem
miissen in eine Octav folgende 12 Théne seyn

480, 512, 540, 576, 600, 620, 675, 720, 768, 800, 864, 900,
der 18te ist eine Octav hoher als der Erste nehmlich 960,

Dieses ist was ich aus meiner Musica Theoretica Evw. Excellenz hahe
Bibliotheca Mathematica. IIL. Folge, IV. 25

e = e e e

T

SR



386 G. Exusrnim,

iiberschreiben wollen, Ich verbleibe also nebst Vermeldung meines schul-
digen Respects an dieselbe und dero sémtliche Familie

Hochwohlgehohrner Hochzuehrender Herr
Petersburg, d. 25ten Maj. dero gehorsamster und
1731. verbundenster Diener
Leowuarp Euiee. D)

11.
Bernoulli an Moler 11. August 1731,

Antwort auf Turmne Briel vom 25, Mai 1731, Original im Archiv der Akademie der Wissen-
sehaften in St Petersburg., VerdfMentlicht suerst jm Journal fiir Mathematilk 23, 1842, 5. 199
—200 und dann abgedruclkt von Foes, a, a. 0. 8, 8—IL

Inhatt. Uber die von Nurer angeliindigie mathematische Theorie der Musilk.
Kritische Bemerkungen zu den Auvseinanderselzungen i Rurmes vorangehendem Brief.

Clarissime et Doctissime Domine Professor,
Amige Carissime.

Dessen letzteres vom 25. Mai ist mir von Beinem Herrn Vatber zu-
vecht tiberlieffert worden; Er hat nicht ndthig sich wegen Saumseligkeit
im Schreiben zu excnsiren, da ich selbsten eine Antwort schuldig whre:
hoffe aber Br werde mir zu gub halten, was ich diesorts an meiner Pflicht
etwas lasse abgehen, in Betrachtung meiner vielfiltigen Oceupationen, sonder-
lich bei dem mir neulich anfgetragenen, oder vielmehr aufgedrungenen
Decanat, welches mir in meinem angehenden hohen Alter gehr beschwer-
lich ist.

Es ist mir sehr lieb gewesen zu vercehmen, dass der Herr Prof. an
Verfertigung eines Systematis Musici (welches fast zu Ende soll gekommen
seyn) arbeitet; ich zweifle nicht, es werde ein schones Werk zu Tage

1) Am Anfange der vierten Seite der Driefes finden sich felgende von Dawrmn Ben-
wourty gegchriebene Zeilen: ,Da mir der Hr. Prof. Bunzn gesagt, dass er diesen Brief an
den Vatter ahlassen wolle, 5o habe diese paar Zeilen hinzusetzen wollen, umb Thnen und
der Mutter meines Respects zu versichern unnd meine Geschwistern nebst allen guten
Freunden zu griissen, anch anbey meine Golt lob pute Gesundheit zu berichten.
Sounsten berufe mich auf mein letzberes vom 1. Juni cder 8. {(das ich mich nichf recht
erinnere). Wenige Tage daraut habe ich von dem Jomawwue einen Brief empfangen,
dero ich beantworten werde, wenn ich seine Antwort auf mein eretgedachtes Schreiben
werde Bmp.fa.ngan haben. Wir haben alhie vernommen, dass die Miiller hanguerotivet
haben, ich fiirchte der Vatter werde auch intevessivet seyn und bedamre den guien
H. Heemawy als welcher vor 800 Ril. gp. interessivet seyn solle. Sonsten recommendire
‘noch einmahl mein voriges beachten wegen des Jomawwns Herlunft und verbleibe mit
gebihrenden Grissen ‘ '

MMTCETHEBVTIET O
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kommen, so des Auctors firtreffliches ingeninm sabtsam zeigen wird. Ich
kann mir leieht einbilden, dass dergleichen opus kaum wird gefunden
werden, darin alles anss mathematischen Grinden hergeholet ist, da wenig
Scriptores Musici oder wohl gar keine zu finden sind, welche mit so grosser
und aussbiindiger mathematischer Wissenschaft begabet sind, wie der Hr.
Professor ist, desswegen mich sehr verlanget Sein Werk selbsten dermahlen-
cins zu sehen. Ich konnte zwar nicht leicht errathen, worin derjenige
Grundsatz bestehe, so metaphysisch seyn solle, wie Er sagt, dadurch die
Ursach kiénnte gegeben werden, warum Einer an einer Music ein Wohl-
gefaller haben konne, und dass uns eine Sach angenehm, eine andere aber
unangenehm vorkomme: Man hat zwar eine Greneral-idée von der Harmonie,
dass sie lieblich ist, wenn sie wohl eingerichtet und die Consonanzen wohl
menagirt seind, denn, wie hekandt, so baben aunch die Dissonanzen in der
Music jhren Gebravch, damit die Lieblichkeit der gleich darauf folgenden
Consonanzen desto besser heranskomme, nach dem gemeinen Sprichwort:
opposita juxta se posita magis elncescunt; also verhilt sich es auch mif
dem Schatten in der Malereylkunst, welcher das Licht releviren muss. s
kommt, glaube ich, in musica practica meistens auf die Art und Modifi-
cation an, daran man gewGhnet ist, und diese Art dependiret viel von dem
Natorel und Temperament der Leute, deren einige dieses, andere ein anderes
fir siss und angenehm halten; also ist die Italienische Music-Art dis-
crepant von der Franzdsischen, und diese von der Englischen. Mit einem
Wort, de gustibus non est disputandum. Wenn hiemit die Lieblichkeit
eines Musicstiickes in der Natur selbsten soll gegriindet seyn, so muss man
wohl definiren, was man durch Lieblichkeit verstehe und nicht sagen: dies
oder jenes ist lieblich, weil es mir gefillt, denn eben dieses kdnnte einem
anderen milfallen, zum Exempel dem Midae hat des Pans Schnader-Music
besser gefallen, als des Appollinis Harfenklang, Der Hr. Professor sagt,
man konne urtheilen von dem Wollgefallen oder Missfallen der viel zu-
sammengefigten Ttne, wemn man die Verhiltniss der Hihe und Tiefe
derselben, nimlich die rationem intervallornm pulsuum, welche die
Saiten geben, einsichet; daraus habe Er die Regel gezogen, wie die
Téne miissen zusammengefiigh werden, dass sie ein verstindiges Ohr
belustigen kénnen. Dieses lasse ich gelten fiir einen Meister, der mehr
aufl die Accuratesse eines Musicstiickes Achtung gibt, als auf den Effect,
den es auf die Zuhdrer thut; ein Solcher wird sick chne Zweilsl daran
ergbtzen und belustigen, wenn er es nur auf dem Papier geschrieben
gichet und examiniret, und befindet dass es nach den Grundregeln wohl
componirt ist; aber da ein Musicstiick meistens gespielet wird vor unver-
stindigen Ohren, welche die rationem intervallornm pulsnum der Saiten

nicht einsehen, viel weniger zihlen kdnnen, so wird, glaube ich, dergleichen
25#
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Olren das Musicstiick entweder gefallen oder missfallen, je nachdem sie
an diese oder jene Gattung der Music gewthnt sind. Im tibrigen gefiills
mir sein dessein ganz wohl, weilen aufs wenigste die Theoria wusices da-
durch perfectionniret und gewiesen wird, dass ein Mathematicus schier alle
Wissenschaften avszufihren im Stande isi, dahingegen andere Meister, die
nur Practici seind von ibrer eignen Kunsh nicht anderst schreiben als wie
ein Blinder von der Farh.

Wenn dieser Tractatus Musices zu End seyn wird, wird der Hr.
Professor seine vorhabende Mechanicam?) {von deren mir ist geschrieben
worden) ohne Zweifel mit Ernst fir die Hand nehmen, von denen ich mir
etwas Sonderbares promithiere, dazu ich denn hbebarrliche Gesundheit von
Herzen anwtinsche. Verbleibe indessen unter Bmpfehlung Gottl. Protection
des hochgeehrten Hrn. Professors '

bereitwilligster
J. Brrwourir Dr.
Basel, d. 11. Augnst 1731.

1) Diese Arbeit erschien schon vor der ZTeorie musicoe unier dem Titel: Afe-
chanice sive motus sciendio analylice exposita (St. Petereburg 1756),
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