G. Enwsridn,

Der Briefwechsel zwischen Ileonhard Euler
und Johann I Bernoulli

Von & EwestrénM in Stockholm.

I 1727-—1731.

Vor sechs Jahren habe ich in dieser Zeitschrift!) ein Verzeichnis der
in Stockholm anfbewahrten Briefe von Leonmarp Furer an Jomaxy I
Brrwourrr verdffentlicht und Aufschlfisse -iiher deren Inhalt gegeben.
Dabei wurde hervorgehoben, daf die Briefe zwar keine wesentlich neuen
Beitrige zur Geschichte der Mathematik des 18. Jahrhunderts bringen,
dennoch von historischem Gesichtspunkte aus von Interesse sind, besonders
weil man dadurch instand gesetzt wird, den Zeitpunkt gewisser Ent-
declungen von FuLER pher zu prizisieren; als Belege hierftir kéinnen
zwei Artikel von mir, niimlich tiber die Entdeckung der allgemeinen Lisung
einer linearen Differentialgleichung mit Lkongtanten Koeffizienten2) und
tiber die Entdeckung der Gleichung der kiirzesten Linie auf einer Oher-
fliche?), dienen, . '

Anlafilich der oben genannten Aufschlitsse bin ich zuweilen von Fach-
genossen um ndhere Auskunft iiber den Inhalt gewisser Briefe ersucht
worden, und dieser Umsfand hat mich angeregt, die Briefs selbst der
mathematiseh-historischen Forechung zugiinglich zu machen. Eigentlich

gentigt es, den Namen des Briefschreibers zu nennen, um eine Verdffent-

lichung der Briefe zu motivieren4). Ich beahsichtige darum disselben nebst
erlinternden Anmerkunger in der Bibliotheca Mathematica zum Ab-
druck zu bringen, und beginne jetzt mit den sieben ersten Briefen, die

1) Exprrnow, Swr les lettros de Lacnvans BEorse & Jusw I Buawoszr; Biblioth,
Mathem. 1897, 8. 51—56.

2} Exmernin, Sur la découverte de Dintlgrale complite des équations défférenticlles
linémives & cocfficients constants; Biblioth. Mathem. 1897, 8. 48—50.

8) Bvmsendw, Sur la déeowverte de Péquation gémérale des Tignes géodésiques; Bib-
lioth. Mathem. 1899, 8. 19—24.

4) Vgl. M. Caxron in der Allgemeinen deutschen Biographie G, Leip-
zig 1877, B 424 {Avt. Bonam).
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1727—1731 geschrieben sind. Diese bilden gewissermalfien ein abge-
schlossenes Ganzes, denn nach dem 11. August 1781 scheint der Brief-
wechsel zwischen Eurer und Brrnounnd fur lingere Zeit anfzubéren, und
von den spiiteren Briefen besitzen wir keinen, der ilter als 1737 ist.

Die Briefe von Brrnounrt an KuLer sind schon teils von Fuss?),
teils von mir?) vertffentlicht, und es konnte also moglicherweise als tber-
hl fliissig betrachtet werden, dieselben bier abgzudrucken, Auf der anderen
Seite hilden die nimlichen Briefe eine wichtige Ergiinzung der Eurzrschen,
und ich habe mich darom entschlossen anch jene hier einzufiihren.

Der erste aufbewahrte Brief von EuLer ist vom 5. November 1727,
und sicherlich ist dieser auch der erste des ganzen DBriefwechsels. Irei-
lich antwortet BoLER darin aof eine Driefliche Anfrage von JOHANN

' BerrvouvrLy, und im Briefe kommt der Ausdruck ,quemadmodum in novissi-

nis dev mis liberis significasti* vor, aber olme Zweifel handelt es sich um ein
1NN I , Schreiben von Jomany BEENOULLI an seinen Sohn DANIEL, nicht an BULER.
egebel. Die folgenden finf Briefe von EoLER sind bezw. vom 10. Dezember 1728,
- fieuen 18. Pebroar 1729, 16. Mai 1729, 21. Oktober 1729 und 11, Juli 1730 datiert.
ringer, FEurer hatte also 1727--1730 sechs Briefe an BERNOULLI gesandf, bekam
sonders aber 1728—1729 nur drei Anbtworten, nimlich vom ¢. Januar 1728,
-+ Ent- 18, April 1729 und 17. Dezember 1729, und der Brief von 1730 scheint
kbnnen @ nicht beantwortet worden zu sein. Alle bisher erwshnten Briefe sind
Ligsung lateinisch geschrieben, aber am 25, Mai 1781 richtete EuLer an Bmk-
%) und NouLLI einen Brief in dentscher Sprache und bekam darauf eine deutsche
- Obex- Antwort vom 11. August 1731. Damit diirfte, wie ich schon bemerkd

habe, der Briefwechsel filr lingere Zeit aufgehtrt haben.
;f;iﬁ; Unter den Fragen, die in den Briefen behandelt wurden, sind in erster
ot der Linie die folgenden drei zu nemnen: 1) fiber die Logarithmen negafiver
entlich GroBen; 2) tiber Integration gewisser Differentialgleichungen zweiter Ord-
j't'oﬁ’eut— nung; 3) fber die Gleichung der kiirzesten Linie auf einer Oberfliche.
_ nebst In betreff der ersten Frage nimmt BErNoULLI hauptsichlich denselben
m Ab- Standpunkt ein, wie etwa 16 Jalhre frither in seinem Briefwechsel mit
en, dia LzmByiz, wihrend Bursr die Schwieriglkeiten hervorhebt, welche entstelhen,

wenn man log z = log (— z) annimmt. Zu einer Verstindigung gelangten
blioth,

=

eniielles 1} Correspondance mathématigue ef physique de gueigues céléhres glomities i

XVIITome sipale publiée par P. H. Puss, T. II (Bt.-Pétersbourg 1848), 8. 1—94, —
g; Bil- Hierzu gehsrt noch die von mir in der Biklioth. Mathem. 1895, &. 53—060 ver-
: offentlichie ,scheda® des Jomawy Bmwovrrr vom 16. April 1740,

9) Trois letires inédites de Juax Ier Bruwounzt & Lotonarn Fynmy par G. ENssiing

Leip-
»
Bihang till svenska vetenskapsakademions handlingar 5, 1850, Nr. 1.
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die Briefschreiber nicht, und erst ein paar Jahrzehnte spiter kam BULER b
dazu, die Frage niiher zu untersuchen und damit endgiltig zu erledigen. pes
Die Differentialgleichungen zweiter Ordnung, die hehandelt werden, pot
sind wesentlich dieselben, mit denen sich Eurrr im 3. Bande der Commen- g
tarii scademine scienbiarum Petropolitanae beschiftigh hat; be- pre
sonders interessieren sich die Briefschfeiber fir die Gleichung 1 fac
24 ay\r e
e (] o
Die Frage der Gleichung der kiirzesten Linie auf einer Oberflfiche ﬁci
wurde von BrmNoULLI angeregh, und was sich hierfiber in den Briefen lon
findet, stimmb wesentlich mit dem fiberein, das spiiter von EuLmr im : ga1
3. Bande der Commentarii academiae scientiarum Petropolitanae po
und von BErnourLr im 4. Bande seiner Opere ommia auseinandergesefzt Hiss
wurde. ! * at
Auch mit Problemen #tber tautochrone und isochrone Kurven beschif- in
tigen sich die Briefe, in nahem Anschlusse an die einschligigen Abhand- vel
lungen von EuLER in den Commentarii academiae scientiarum Pefro- _ que
politanae, und die zwei Briefe in deutscher Sprache sind ausschlieBlich adi
der mathematischen Theorie der Musik gewidmet. sbo
Mehr im Vortibergehen werden einige andere Gegenstéinde behandelt, i oI
z. B. tber die Bewegungen von Kanounenkugeln; iiber die Glieder der i bur
Reihe 1, 1.2, 1.2.83, .., 1.2.8...n, die gebrochenen Werten von # ?
entsprechen; iiber eine Verallgemeinerung des Problems von der kiirzesten “ e
Linie auf einer Oberfliche; fiber die Bewegung eines Korpers anf einer In

Kurve, die in einem beweglichen Vertikalplane liegt.

Noch andere Fragen werden beilinfig erwshnt als von Eurer oder qu;
von seinen Kollegen in Angriff genommen. ille
(
1. ut
Euler an Bernoulli 5. November 1727. —
Original in der Bibliothek der Akademie der Wisgenschaften in Fioekholm.
Inkolt. Burer spricht seinen herslichsten Dank ans fir das Woklwelien, das ! baxr]
ilm Beewourzz bei vielen Gelegenheiten erwiesen hab, — Gewisse lritische Bemer- way
Yungen von N. Harsommr in hetreff der Abhandlungen von Bmrwourrr. — Schwierig-
]feiten bei der mathematischen Behandhmg der Ausstrémung von Flissigkeiten durch sopl
Offaungen von Gefiflen. — Iiine von Burne in Angrifl genommene Abhandlung iiber ink
die Theorie des Schalles. — Die Lisung von J. Hummaww des Problemes die taubo- - 1744
chrone Kurve im resistenten Medium wu bestimmen. — Die geometrische Bedeutung verd
der Gleichung o == (— 1}®. vert
Vir Excellentissime Celeberime Fautor atque Patrone sumume semper (vel )
Colende!
Bane

Postulat officium meum, ut, guod coram negligentius peregeram, id
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absens literis diligentius, et quantum tenui calamo fier? potest, acenratius
perficiam, Tibique, Vir Excellentissime, gratias, quantas mente concipere
possuml, maximas agam, pro summis quae largiter in me contulisti, bene~
ficiis, Non solum mihi, de Pruestanstissima Tua et Carissima, qua
prae omnibus longe excellis, scientia, interiora penetralia benevole pate-
facere et largiri haud dedignatus es, verum etiam sine ulle meo merito,
sollieite eo incubuisti, ut officium guoddam in Patria, si fortuna favisset,
neec non alibi occuparem, Pro ingentibus hisce innumerisque aliis bene-
ficiis, quomodo me, quodammodo saltem, sufficienter enim vires meas
longe superat, grabom Tibi sistam, nescio. Id tamen agam, et ila me
geram, ut Te eovum, quibus me mactare voluisti, beneficiorum nomguam
poeniteat, atque Tibi me observantissimum et guavis occasiome obstric-
tissimum, exhibebo. Deum autem Ter Optimum Maximum ex animo precor,
ub Vitam fuam in Carissimae tuae familiae emolumentum et solatinm,
in Litterarum promotionem et augmentum, in multos annos protrahere
velit, Tibique bonam valetudinem, felices laborum tuorum successus, et
quaecungue ad vitam hanc commodo transigendam sequentemque coelestem
adipiscendam conducunt, clementer largivi. Ad haec Tuo me favori, meaque
studia submisse commendo, rogoque uf, quo hactents me complexus fuisti
amore, favore et patrocinio, in posterum me impertire benevole perrec-
turus sis.d)

Petis, Vir Excellentissime, ut perscribam ea, quae Exp. D. HanscHERY)
aliquando in Te mecom locutus est. Quantum recordor, res ita se habuit:
In bibliotheca publicd primum incepit de trajectoriis reciprocis loqui, de
quibus se fot schediasmata in Actis Erudit. deprehendere ajebat,?) sibi
autem totam rem plane nullins usus neque in vita communi ‘neque in
medicina videri (quasi quae illuc applicari nequeant, nihili essent facienda),
ut merito guae de illis excogitata sunt, veritates fatuae voeari  possint,

1) Bei dem Durchlesen der stwas iibertriehenen Ausdriicke von Brrrre Dank-
barkeit muB man in Betracht ziehen, daf der Briefschreiber am 15. April 1707 gehoren
war und also noch nicht 21 Jalwe erfiillt hatte.

9) Nmoravs Hawscner, geboren fn Basel den 1. Mai 1688, wurde 1698 Philo-
sophiae Magister, 1704 Doctor Medicinae, 1707 Professor der Historie und Eloguensz
in Marburg, 1711 Professor der Eloguenz in Basel und starh in Basel den 27. Oltober
1742, Tr hat viele Abhandiungen und Reden medizinischen und Jiterarischen Inhalts
veroffentlicht. Als Student beschiftigte er sich ein wenig wmit der Mathematik und
verteidigte 1698 die vierte Abhandlung von Jaxon Bumsowar iiber unendliche Reihen
fvgl. Cawvon, Vorles. diber Gesch. d. Mathem. 32, 5. 90).

3) Das Problem der reziproken Trajektorien wurde im Jalre 1720 vou Nusoraus I
Burwourir gestellt, und gab =n einigen Artikeln in den Acta Bruditorum AnlaB
(vgl. Cawror, a. a, 0. 82, 8. 475—474).
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seque mirart Te in hujusmodi inufilibus studia Tua collocare, Hisce
autem longe deteriorem esse dissertationem De mofu musculorum ) quippe
qui In re medica vicr absurdius quid excogitatum sit. Haec sunt, quae
mihi recordanti inciderunt, et quae se exacte sic habere affirmare possum.
Com orde conventu nostro aliquid proponendi me. tetigisset, primum
de effluxn aquarum ex vasis perforatis quaedam proposui,?) quam materiam
Cl. Tuus Filins jam perseripsit.’) Multis antem haec Theoria difficul-
tatibus premitur, quemadmodum in novissimis literis significasti. Txperi-
entiam enim, quando ecylindrorum fundis alii graciliores infiguntur, minus
congpirantem habet, siguidem theoria fempus duple fere minvs ex-
hihet. )
' Nuper incepi dissertationem meam de sone exponere, ubi primum
aeris naturam ex tua Theoria deductam explicavi, circa eam inveni quod
velocitas maberiae subtilis in globulis aereis gyrantis tanta esse debeat, ut
mota in directum lato possit tempore unius minut. sec. ad summum 1116,
ad minimum 1070 ped. absolvere possit, quae velocitas apprime eadem est
cum velocitate soni, num eae a se invicem forte dependeant nescio.

Celeb. Hurmannus®) nuper solutionem tautochronarum in medio re-
sistente ) dedif, exactissime eandem quam ego dederam.T)

Incidi forsan in hane aequationem y = (— 1)%, qualem ea figuram
exhibeat, difficile deferminatu videtur, cum g nunc affirmativem, nunc nega-
tivam, mune imaginarium existat, mihi ea videtur non lineam continuam
exprimere, sed infinita puncta discretim posita ad distantiam = 1 ex ufraque
axis parte, quae autem simul sumta aequentur axi.

Datum Petropoli: = Vale Vir Excellentissime et favere perge
d. 5. Novemb. vet. st. Tui observantissimo et obslrictissimo gervo -
A, 1727, Leoxn Erras.

1) Die Digsertatio de motw muscwlorwn von Jomaww Bmawopriz wurde 1894 in
Bagel heraunsgegehen.

2) Dieser Vortrag von Burms seheint michh gedruekt worden zu sein,

3) Biehe die Abhandlung von Daxmr. Buwwourrr, Theoria nove de mot aguariunt
per canales quoscumgue fluenttum; Comment. acad. se. Fetrop. 2, 1727 (gedruckt
1730), B. 111—185.

4) Burze hatte 1727 in Basel eine Disseitaléo physica de sono heransgegeben.

5) Uber Jamon Mmmicans (geboren in Basel den 16. Juli 1678, gestorhen daselbst
den 11. Juli 1733) siehe Caxrom, a. a. 0. 3% B, 275—276. '

6) Vgl. die Abhandlung von Hemuaww, Theoria generalis molwum gui noascundur
. potentits quibusvis in corpore wndesinenter ageniibus; Comment. acad. sc. Patrop.
2, 8. 189—173, wo 8. 158 eine Methode zmr Lisung der Aufgahe angedentet wird.

7) Vgl die Abhandlung von Eunmn, Cwva touwtochrona dn fluide resisteniiam
faciende secundum gquadrate ccleritaium; daselbst 4, 1729 {gedruckt 1785), 8. 67—89.
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ce Aufschriff:
pe . Monsicur
a6 Jongieur "TJ;:IN BrrnoviLe A '
Tres Celelwe Professenr des Muthemadigues, e Membre des Aeadewdies Rinyales de
m. Framehe (), & dngleterre et de Prusse cle. i
1 a )
m i 5 Bale.
ﬂ!' + Bernoulli an Buler 9. Jannar 1728
ri- Antwort anf Bonzns Brief vom 5, November 1727. Original im Axechiv der Akademie der
115 Wissenschalten in St. Petersburg; Konzept in der Bibliothel der Akedemie der Wissenschailen i
- Stockholm. Verdflentlicht von Foss o, . 0. 8. 3—7.1)
Inhalt. Die Ernennung von Hmmsanw zum Professor der Moralphilosophic an
der Universifét in Basel. — Buners Untersuchungen iiber die mathematische Theorie
m der Ausstromung von Plissigheiben und der Geschwindigheit des Schalles. — Hx-
od . perimente fiber vertikal abgeschossene Kamnonenkugeln und Berechnung der Be-
ui ! wegungen solecher Hugeln, Bine Abhandlung ven Cur. Fasro or Domrass tiber
G, Schwingungs- und Stoh-Mittelpunkt. — Wert der Grofle y = {— 1)@ fiir verschiedens
st Werte von . — Berichtigung eines Versehens von "Dmmn Boewotrnr in betreff der
Bewegungen von vertilkal geworfenen Korpern. — Ubersendung einer dynamischen
Abhandlung von Jomawn Bmwwourtr — Kvwer wird anfgefordert mit Dawiern Brwwounr:
&= in Eintrachié zu leben.
Doctissimo albgue ingeniogissimo Vire Juveni
m Leovmarpo Korero S. P. D. Jor. BErRNOULLL
a- s Pergratae fuerunt literae Tuas Petropoli ad me datac die 5. Novembris
im . st. v, quae me cerfiorem reddidervnt mei memoriam in Te nondum esse
ue obliteratam neque temporis, neque loci longinquitate; si quid, ut agnoseis,
in sublimiore mathesi a me profecisti, gaudeo, eoque magis, quod pro ea
qua es ingenii felicitate, mirum in modum illud amplificas, gquo spero
futurum ub semina a me sparsa brevi tempore in immenges abeant segetes,
quid enim a fundi Tui fertilitate expectare non licet?
Dedi 20. praeteriti mensis Decembris literas ad filinm meum DaNImrEM,
n quas enm accepisse spero. Significabam in illis electionem Celeb. HERMANNI
ad professionem Kthices, atque monebam ut huic viro meo nomine ea de
re gratularetur, quod factum fuisse non dubifo; nunc idem ut repetas apud
e illum enixe Te rogo, cum plurima salute meis verbis illi denuncianda, non
et minus quam Filio meo.
Gratias ago pro perscripta erist iniqua et fastuosa quam IlARscEERUS
" de me meisque editis scriptis tam inhumaniter ad Te dixit. Dabitur occasio,
- cam illi pro merito exprobrandi, atque invidi hominis judicio opponendi
ur judiciom mihi perquam honorificum toi aliornm virorum in mathematicis
’115 et anatomicis celeberrimorum.

- Quae de motu aquarum effluentinm ut et de velocitate soni memoras,

1) Binige Tleine Fehler bei Fuss sind in dem folgenden Abdrucke verbessert worden
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digna ufigue sunt ub excolas. Nullus dubito quin si recte tractentur, omnia
guae experientia monsfrat ex Theoria mea virium vivarum deduci possint.

Beripsit nuper DaNmL meus facta fuisse experimenta, circa globos
tormentarios in alfum verticaliter explosos, eagque oceasione communicavit
quaedam a se commenta de moedo supputandi temporn ascensus et de-
seensug, habita ratione restslentise afivis, Dicit inter alia se demonstrare
posse globum verticaliter explosum, licet vi infinita, hoc est, cajus velocitas
initislis infinita sit, impendere tamen tempus tantum finitum in totum
agcensum  absolvendum in aBre resistente. IHgo vero ex eo tempore me-
ditatns detexi methodum determinandi quaecunque circa hane materiam
desiderabat Filius, Notabo hic summatim fantum pro casu proposito
principaliora, communicaturns methodum ipsam forsen prima viece qua ad
Danrerem seribam, Esto globus ferreus, gualis Petropoll adhibitus fuif,
habens diametrum 8 poll. seu 4 ped. Paris. (assumo hic mensuram Paris.
quis haee mihi nota est, non item anglica). Suppono afrem per omnes
dimensiones uniformiter densum, cujus densitas se habeat ad densitatem
ferri ut 1 ad 7000, quemadmodum Filius assumit (gquamvis verins se habeat
ut 1 ad G000), suppono etiam adrem esse perfecte elasticum, cujus nempe
minimae particalae, ceu globuli coneiderafae, potentissimo elaterio sint
praeditae; aliter enim se res haberet, quam hic descripturus sum, si a®r
esseb instar fluidi non elastici ut aguae, cujus nempe particulae post im-
puolsum in eorpora non resilirent sed tantum a sequentibus ad latera remove-
rentur et postea praeterlaberentur. Suppono item quod caleulus et ex-
perientia ab HuemNto insfituta doced, corpus grave a quiete cadens in
vacuo descendere primo minuto secondo per 154% ped. Paris. Ponamus
jam exempl. gr. globum tanta vi sursum expledi ut in vacuwo ascendere
posset per 1000 ped. His ita praemissis dico sequenfia: 1. Ad ascensum
1000 ped. in vacuo requiritur tempus 84 sec., est enim

Y164 : Y1000:: 1 : 8%

quam proxime. 2. Idem globus eadem vi explosus in abre resistente
ageendet ad altitudinem 5824 ped. 3. Pro hoc ascensu in are requirnniur
54 sec. quam proxime. 4. Pro subsequente descensu insumuntur 644 sec.
ta ut uno fere secundo citiue ascendat quam descendat. 5. Hine a momento
explosionis ad momentum recidentiae globi elabentur 12-8%; sec. in atre,
sed in vacuo 161 sec.; differentia est 33448, seu proxime 34 see. quibus
in vacuo serins recidit quam in adre. 6. Bi globus noster careret pondere
et suam tantum quantitatem materiae retineret, ille pergeret moveri in
infinitum, sed ita retardaretur, ut post percursos pedes 4667 In: 17371780
ipsi residua foret veloeitas quae se haberet ad velocilatem initialem uf 1
ad n (per in intelligo logarithmum numeri n ex tabuliz logarithm.
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sumendum). Hoc nihil alind est quam casus particularis formulae illius
generalis quam dedi in dissertatione mea de motu!) Cap. XII § 13
7. Tempus vero, quo globus noster non gravis percurrerel hanc altitudinem,
foret = 228683 > # — 1:48000 sec. 8. Velocitas maxima, ad quam
globus descendens in aére continuo vergit, et quidem data quavis quantitate
propins, si in infinitum descenderet, se habet ad velocitatem initialem
quacum exploditur ut 61 ad 80. Adeogue descendendo in aeternum primam
guam velocitatem nunguam recuperabit globus. 9. Hine velocitas illa, quae
tempore infinito acquireretur in adre, aequalis est illi, quam globus
acquireret si in vacuo caderet ex altitudine 83§ ped. h. e. wmo tantum
pede majore quam est ascensus in agre, quem guippe invenimus esse 5824
ped. 10. Velocitas initialis est ad velocitatem finalem, gquam nempe acquirit
globus recidens ad eundem locum unde fuerat explosums, ub 135 ad 82.
Hine velocitas finalis ad velocibatem maximam ad guam non ut 1312 ad
1645, h, e. proxime ut 4 ad 5.

Communica haec guaeso cum DANIELE meo, ut conferat enm suis,
dicasque el Nlustr. Comitem & Pergen desiderare, ut describi curet disser-
tationem illam gallicam de centro oscillationis et percussionis, quam olim
1l Cammsrorpzorus Fario?) sob ductu eb anspiciis meis conscripserat eb
cujus apographum mihi tradifum mei filii Pefropelim abeuntes secum
deportarunt. Quando descripta erit, poterit Davier alterutrum exemplar
commoda sed promta et tuta occasione ad me transmittere, altevvm sibi

retinere.
Quaeris de y— (— 1)%, quid illa sit? Ego sic statuo: sib
y=(—n)*,
erit
ly =zl (— n),
adeoque
d
?y =dzl{— n).
Hst vero

L (—m)=1(4 1)

1} Er handelt sich hier um die Preisschrift des Jowaws Buxwourrz, Discours sur
les loix de la communication du mouwement, gedruckt in Paris 1727 im 1. Bande des
Recueil des pidces quiont remporté le priz de I'académie dep seiences,
und abgedruckt im 8. Bande (8. 7—107) seiner Opera omsuia.

9) Aus einem Briefe von Jomaww Bemwovrrr an Lemwz vom Januar 1695 geht
hervor, daB Cmusvorner Farro ps Dumumn (ein Alierer Bruder von Nmmoraus) nach
den Lektionen des Bmmwourm: einen ziemlich sterken Band mathematfischen Inhalts
geschriehen hatte; moglicherweise handelt es sich hier um eine Abteilung dieses
Bandes.
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nam in genere

a(— ) =" = _lki — dl(2), hine I{— &) =1(¢);
adeoque
d
‘T,r?i =gzl {+ n),
et integrando
ly =uln,

unde
y=n%=(in casu quo n—=-+1) 1*=1. Ergo y=1.
Caeteram novi anni auspicia, decursum ac finem cwm multis alils
sequentibus ex animi sententia Tibi procedere voveo. Vale et fave. Dabam
Basileae a. d. 9 Jan. 1728, '

P. 8. Filius meus credit globum in are sursum explosum vi licet infinita
vel cujus velocitas initialis infinite sit magna, tamen nonnisi tempus
finitum insumere in ascensum totalem, sed fallitur; invenio enim in hoe
casu tempus ascensus esse etiam infinitum, quamvis (quod forsan illum
fefellit) sit infinities minus, quam tempus ascensus in vacno, si eadem
lla velocitate initiali infinita exploderetur., Misi nuper per cursorem
publicum specimen meuwm gallicam de Motul) ad Clar. ScHUMACHERTM,
Bibliothecarimm vestrum, ab Illustri Academia vestra examinandum,
Adventaverit fortassis apte has literas. Spero fe alere pacem ef con-
cordiam cum Filio meo, ita enim ambo excitabitis admirationem vestri
apud minus exercitatos in profundiori mathesi: practerquam quod hoc
suadeat obligatio erga Filium, gui unicus Petropolim te profraxit.

3.
Euler an Bernoulli 10. Dezember 1728,

Antwort auf Benwourntss Brief vom 9. Januar 1728, Original in der Biblicthek der Alkademie
der Wissenechaften in Stockholm. Ausziige verfiffentlicht von Exesrrdm in der Biblioth, Mathem.

1899, §. 46.

Inhalt. Geldangelegenheiten. — Die Logarithmen negativer Grofien und die
(leichung o = (— 1)®. — Binige Differentialgleichungen sweiter Ordnung, die inte-
griert werden kinmen.

Vir Excellentissime Celeberime.

Migi ego ante septimanam tessaram nummariam primam, nunc mitto
glteram centim Rubelonum, ad 54. Btiiberos, cujus summae dimidinm
(1. Filius Tuus transmittit, idgue quam primum Pater meus argentun aceipiet,
Tibi persolvet. '

1) Dag hier erwilmte ,specimen gallienm de motu® ist wohl die . 851 zitierte
Preisschriff. Aus welchem Grunde diese Behrift von der Petershurger Akademie ge-
priift werden sollte, izt mir unbekannt.

R o e AT

= E - B ]

£ @ o O m

el

tic

igt



Der Briefwechsel zwischen Leonbard Ruler und Johann T Bernoulll 353

Quae mihi nuper de potentiis guantitatum negativarum perseripsisti,
solvunt quidem dubivm propositum, et ipse interim in aliguot argnmenta
incidi, guibus mihi probare posse video, esse lx =1 —x. Alia autem
quogque sese obtulerunt, contrarium asserentia, et quibus assentiar prorsus
nescio. Pro affirmativa praeter argumenta tua mihi perseripta, est hoc forte
quoque argumentum. Sit lzz = g, erit

|
!
< 1z = 1Vaa,
l sed Yom est tam — z quam - @, quare § # est J2 et | — ». Posset quidem
aliis | ohjici, zx habere duos logarithmos, sed hoc gqui asser{ere vult]!) infinitos
abam 1 adjudicare deberet.”) Haec autem ratio, quod differentialia lz et [I —a
| sunt]| aequalia, minus mihi probare videtur asqualitatem Iz et I — 2, cum
finita ; a:b acqualitate differentialinm ad aequalitate:_n integralium concludere non
mpus ! liceab, ut & 4 2 non aequatur =, eo quod differentialia aequantur. S_imilis
2 hoc } autem esh casus IEOStel‘, est enim 7 — &= lz +1—1, unde ad a.eq}lahtatem
Tlom | fr et I —2 prius concludere non licet, quam demoustratu_m szt,-l — 1
adem ; esse 0. Conitraria argumenta sunt haEhsurdum deducentia. Bl enim
orem : esset Jo=l-—z foret 2= —x et V—1=1. Posset autem hic objici,
TROM, sed nescio an felici succesu, ab aequalitate logarithmorum ad aequalitatem
dum, : numerorum conclusionem fieri non posse. Kt tum adhwe dubium meum
con- : concernens curvam y=(— 1)* valent. Concesso autem non esse = — gz,
— W etiam si st 2 ==]-—z, vereor tamen ne hoc principium in calculo appli-
| hoo catum in errorem deducat. Ut sit radiuvs circuli a, sinus g, cosinus g, exit
) ex methodo Tué quadraturam cirenli ad logarithmos redueendi,?) area sectoris
— _eo_ L ziyV—i
V=1 e—yV—1
et posito x==0 habebitur quadrans circuli
ademia
them. L 1— 1.
. ' 4Y—1
ldl.ui:f Si ergo fuerit 7 — 1 == 0, oportet ut sit quoque y— 1 =0, et tandem 1 =0,
Quomodo me ex his contradictionibus explicam, plane ignoro, ideoque,
Vir Celeberime, abs te intelligere desidero quid de lisdem sentias,
. Memini cum adhuc Basileae degerem, aliquando me in hane aequa-
it tionem
dinm .
. Y
ipiet, 1) Die in eckigen Klammern stchenden Worte sind von mir erghnst; der Briel
| ist niimlich an einem Rande ein wenig Leschidigh
2) Hier hat Eunmr also das wahre Verhiltuis gestreifs, verfolgt aber nich
ierte . weiter den Gedanken.
o ge- 8) Vgl Jowsnw Beewouvirs, Solution dun probleme concernant le calenl sntégral;

Mém. de Pacad. d. se. de Paris 1702 (gedrucki 1704), 8. 289—297 [speziell 8. 297
Bibliotheca Mathematica, III. Folge. IV. 23




]

I

]

! i

b 3b4 (. Enmsmiin,
1

]

‘L yyddy==zds? Pre

. existente dda =0 incidisse, quam ad differentialem primi gradus reducere _—
1! \ . . . R e e N -
| ingtitneram sed irritu conabu. Hic antem nuper in methodom incidi tria Lib
it geners aequationum differentic-differentialium ad differentiales reducendi.?) ;h
f’ Primnm genus comprehendit sub se omnes aequationes duobus terminis eon- bul
i stantes, eujusmiodi est aequatio proposita. Alterum genns est ommniom earam o dlﬁ
! aequationum, in quibus alterutra indeterminata in singulis terminis eundem 1
bl - - . - . . .
P dimensionum pumerom cbtinel; uniug anbem dimensionis tam % guam ,0:1)]
daz et ddax pono, cujusmodi haec est asguatio?) e
s o’
K o e T V] i— 2—m o o l—D dy2—yu -
3 ddz==a" ¥ dy dy + 2P det—P dy | op
¥ - ubi Yet §) denotant functiones quasvis ipsius y. Ad fertium genus refero. s Dy
» omnes eas aequationes, quarum singuli termini eandem dimensionum numerum . Pri
Y continent. Methodum ipsam alio tempore perseribo, hic enim propter spatii , ne
i angustiam finire cogor. o
h - . s . N .
Vale Vir Excellentissime Celeberrime et favere perge fic:
i . . L. cel
K Die 10. Decembris Obstrictissimo serve Tuo e
K A. 1728. Petropoli. L. Eurero.
i : pr
§ Aufschrift: tio
¥ A Mongieur o
} Mongicwr Jraxw Brrworrir A
! Tyes Clébre Professenr des Mothematiques m
5 0
Bile. fio
i L =
P Euler an Bernoulli 18. Fehruar 1729. .y
F 2]
! Oviginal i der Bibdiothek der Akademie dex Wissenschaiien In Stoclholm. — Auszlige ver- jed
1] bifentlicht von Expswnsw in der Biblioth, Mathem. 1899, 5. 20. hal
i; Inhalt, Lbésung der Aufgabe: Die kiirzesie Linie suf einer Oherfliche zu finden.
L — Tinige Spezialfille dieser Aufgabe, und hesonders der Fall, wo die Oberfliche er- ;
h zeugt wird von eimer Geraden, dis imwer einen Punlkt mit eirer gegebenen ehenmen sec
; Kurve gemeinsam hat, und durch einen suBerhalb der Whene der Eurve befindlichen
X fesben Punlch geht. — Rine Migenschaft homogener Gleichungen nullten Grades.
1 :
| - . -
- Vir Excellentissime Celsberime. not
H Quanguam non diu est, quod lteras ad te dedi, atque es propier nefas tio.
r videri posset tam brevi intervallo bis literis te obruere: Tamen cum &
0 _— 1
I . . . . i gui
‘ 1) Vgl hieriiber die Abhandlung von Hunm, Nowve methodus innumerabiles aegud- stid
; tiones differentiales secunds grodus reducendi ad acquationes differentinles primi gradus; .
da

‘, Comment. acad. se. Petrop. 3, 1728 (gedmelet 1732), 8. 124-—187.
' 2) In seinem Briefe vom 16. Mai 1729 bemerkt Buuse, dafi die folgende Gleichung

unrichtig abgeschrieben ist.
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problema a CL filio tuo miki two nomine propositmmn?) feliciter solvisse
mili visus sim, non potui hoc tempore intermittere, guia solufionem meam
tihi perseriberem, gquapropter a te veniam mihi datum iri confido. Problema

ria . -
illud postulabat, ub in superficie guacumque &.punctc dato ad datum

1 ‘

n ducatur linea brevissima. Tametsl vero mihi non ighotum erat, idem pro-

n-

™ blema jam olim a te fratreque tuo in Acf. Lips. fuisse agitatum, non
N dubitavi tamen, quin hoe tempore faciliorem et clegantiorem solutionem

1m
1121

consecutns sis, eo quod de novo nunc iteram proposueris. Afique propter
id ipsum yprimo intuitn difficilive mibi visum erat hoe problema, quam
cujus solutionem viribus meis adipisci possem. Interim tamen ommnem
operam meam in eo collocavi, et brevi tempore elapso sequentem solutionem
10 . nactus sum. Data superficie quacumque, aceipio planum quoddam tanguam
il primarium et in eo rectam loco axis. In hoe axe sumo abscissas #, hisce
fi normales in plano assumto voco z, et inde perpendiculares donec superficiel
occurrant, appello ¥. Aequatione inter has tres coordinatas naluram super-
ficlel expressam esse suppono, et nil alind ago, misi ut hanc aequationem
certo modo restringam, quo lineam brevissimam tantum pracbeat. Id quod
fiet alterutram indeterminatam eliminando, et aequatio infer duas residuas
projectionem lineae brevissimae in plano exhibebit. Ad hoe praestandum aequa-
tionem propositam ad differentialem reduco, quam hanc formam habere pono:
Pdz= Qdy + Rdt,
i in qua P, ¢ et R funchiones quascumque ipsarum z, g eb ¢ significare
possunt. Ut haec restringatur ex conditione problematis sequentem aequa-
tionem naturam lineae brevissimae involventem erui?)

1) B ist nicht unwabyscheinlich, daB Jouswy Berwovizr das Problem in seinem
Briefe an Daxmr Brrwourrs vom 20. Dezember 1727 (siche oben 8. 549) gesiellt hatte;
e jedenfalls diirfte Eursn erst nach dem 10. Demember 1728 davon Kenntnie erhalten
haben (vgl Bsmsrxiw, Bibliotl Mathem. 1888, 8. 21).
o 2) Fier hat Jousny Bmewourr: notiert: oHgo invenl (servalis litteris Furenianis,
en sed posito V@t® 3 da? constante, hane aequationem:
1en 7 Pdm—lf.ﬂx £1_d_$=dmddw—|-d—yddy_1’ddt+ﬂddm .
Pdif Rdz > da  dl<-defddyt = Pdid- Lde
Am Rande der dritten Seite von Epimrs Brief hat Jonsws Bmmvouvrax moch
notiert: ,Dgo inveni (servalis iisdem literis, sed nulla posita constante) hanc aequa-

Pug tionem:
um ‘ ergl.’.c 4 Pddy __ Qddt — Rddy

3 (dx+ Pdy Qdt— Ray

‘ quan congﬁ'uit cum Eurmeinna, non vero cum altern. Hoc inde venit, guia in sul-
’ m-_ stitutione valoris suprum literarum ex inadvertentin erratum est; debet itaque deleri
e dxddx. Posita Vdi2 | da® constante invenio
ng dyddy __ Padi+ Rddw

FELde F gt PdidRdz
23



356 G, Exzsrndar,

Qdde 4 Pddy  daddz 4 dyddy
Qdz + Pdy G+ daf F dy?
in qua df ponitur constans, Haec aequatio cum superiori conjuneta lineam
brevissimam determinabit. .
Hoe igitur ad solutionem problematis sufficere posset, quum autem
in casibus particularibug admodum facilis evadat aequatio, momnullos eos-
que primarios hic derivabo. Bit superficies proposita cylindrica, cujus
axis ¢; ahibit in hoc casu aequatio generalis in hane
Pdx = Qdy.
Ex hac substifuantur valores loco P et  in inventa; habebifur
deddz+ dyddy _ deddz-dyddy.
dwE L dyE  aE T da? + Ayt

sen
dedde + dyddy = 0,

quae integrata dat hanec
dz? 4 dy? = nndi?
et nt = J Vaz® + dy
Sit superficies proposita rotunda, cujus sectiones transversae per planum

primarium sint circuli, tramsmutabitur aequatio generalis in hanc

pde = — ydy - Rdt,
ub ergo sit P—=—g et ¢ =— ¥, quaré altera abibit in hanc

eddy —ydde __ dedds+dyddy
zdy —ydz a4 dad - ayd
quae etiam integrari potest, resulfante
Hedy—yda) =1Ydi* + da* 4 dy?,

seu
zdy — ydw = aVdi® + da? + dy%;
ponabur _
yy + wa=zz et Ydi® 4 da? 4 dy’ = du,
erit '
d 2V ded - da2,
W= =
Yze—aa
pro sphaera esb
28} 1= b,
ergo
bdg

W= —ae—tt
ex §ua aequabtione monstrare possum lineam brevissimam in globo semper
esse circnlum maximum. Si in aequatione pro solidizs rotundis ponatur
o= 0, erit
zdy — ydz =0, sen y = nz,
quae etiam meras lineas brevissimas exhibet.

Ce
punciis
habenty
solida
coni, a
glonum
eb 7
sionis,
I, erit

differen

erit

Sen
quod s

Ae
compar.

Qu

valores

Hi

cujus ir

el
evitque

et porn

quae in
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Dar Diriefwechsel zwischen Leonhard Tuler und Johaun I Bernonlli, any

Corpora conoidica mihi denotant solida lineis ex curvac cujusvis singulis
punchis ad ponctum extra planum curvae fixum duetis, ferminata, unde
habentur coni consneti, si curva assumta ferit sectio conica, Hujusmodi
solida hane habent proprietatem, ut sumto initio abseissarum # in vertice
coni, aequatio sit infer 7 = et y homogenea seu ejusdem ubique dimen-
sionum numerl. Haec aequatio eo reducatur, ut 7 exprimatur in meris #
eb y; functio igibur ista 2 et g, ipsi ¢ aequalis, unius tantum est dimen-
sionis, quae si dividator per #, evadit wullins dimensionis. Sit  ea
I, erit
—7

B[ =

differenticbur haec aequatio posito

@F = Mdz 4- Ndy,
erit

PU—YT _ yrge 4 Nay.

&w
Bed propter id, quod F sit functic nullius dimensionis, inveni
quod sit
Mz + Ny =0,
Aequatio autem illa ecum superiori generali
Pda = Qdy + Rdt

comparata dat
P=DMzz + ¢ et Q== — Nax

Quia autem ex duabus aequationibus
Mdz + Ndy = ete. et Mz -+ Ny= 0
valores ipsoram M et N erui possunt; erit facta substitutione

prdt—itzda

_xydt—ztdy
P= yiz—zdy

yda — axdy et @ =

His valoribus subrogatis in altera asquatione generali obtinebitur
ydiddy —tdyddy + vdtdde —tdadda __ dwddx - dyddy

yardy —tdy? - wdide —ida? T AR dat gy
ewjus integratio me div torsit, tandem vero sic obtinui Sit
dt* + da? 4 dy? == ds?
el 4+ ow 4 yy =— 2z,
eritque

edidds 4 de?di— ds?dt — tdsdds
sdzdl — 12

_ das
p——— ds’

el porro habebitur

sdsdds + de2ds — zdzdds
(ZS _— *
. ds?
quae infegrata dat
gdg
327‘3& seu §§ = g2 - O, unde
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s=1Vit + ax 4 yy + C,

atque ex hac proprietate . in quovis casu applicatio facile absolvibur,®)

Aequationes generales pro cylindris et conis ad ducendam lineam. brevie-
gimam efiam alio modo obtinui, ex eo guod superficies eorum: in planos
transmutari possunt, unde quidem facilius obtinentur. Jii tamen exposita
methodus praeferri debet oh generalitatem.

Plura non seribo, nisi qued Cl filins Tuus omnesque guos hie nosti
valeant, Vale igitur favere perge

Vir Celeberime et Excellentissime

Obstrietissimo serve tuo
Petropoli ad d. 18 L. Xurero.
Februarii A, 1729
Anfrehrift:
A Monsieur

Monsieur Jraw Brrvovinr
Twis celebre Professens des Mathematiques

Biile.
b.
Berpoulli an Euler 18. April 1729,

Antwort anf Evrzrs zwei Briefe vom 10. Dezember 1728 und 18, Februar 1729, Qriginal ver-
loren ; Eonzept in der Bibliothek der Akademie der Wissensehaften in Stoekholm, Vergfentlichfi
von Ewpsrroy im Bihang t$ill svenska vetenskapsalkademisns handlingar 5, Nr. 31
(18803, 8. 5—10.

Inhalt. Die Logarithmen negativer GroBen. — Integration sweier Diffarential-
gleichungen zweiter Ordnung. — Die Gleichung der kiirzesten Linie auf einer Oler-
fliiche,

Clarissimo ac Doctissimo Viro Lmowmarpo Eurero 5. P. D.
Jon. BernouvrLr

Debeo responsum ad binas litteras guas a te accepi; ad priores, quibus
significabas me acceptum 50 Rubelos a filio meo transmissos, quos Rev.
tuus pater octiduo post rite persolvit, partim jam respondi in litteris
meis ad filiom datis, ubi el ostendi dubia vestra (nam et ipse similes
formavit difficultates eirca logarithmos imaginarios) inde tantum orird, quod
conceptus quem habuistis de Jogarithmis quantitatum pegativarum cum rel
patura non satis bene congruebat, dixique si statuatur (& recte gnidem)

lo=1—u2,

1) Uber den vorangehenden Inhalt des Briefes vgl die Abhandlung von Euume,
De linea brevissime in superficie quacumaue duwo quoliliel puncia jungente; Comment.
acad. se. Petrop. 3, B 110120, sowie BEwesmeim, Biblioth. Mathem. 1899,
8. 19—24.
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intelligendum esse
? - (.’12)]),
non vero
yig- : I (— ),
08 vos auten utramgue confudisse, etinmsi nagna sit infer atramgue differentia,
ita sic, e, gr.
) Gl t— (’1)'l
st est reale quid, sed
I ——.'r:”g’f)
imaginarinm, Hoe hene ohservato, cessant omnes vestrae difficultates & mon- '
' . strosae inde deductae consequentine. Quod atiinet ad serupulum quem porro
moves desumtum ex area sectoris circularis per Jogaritbmum expressa, nbi
posito sinu = y & cosinu = # invenitur per methodum meam quadraturam
cireali ad logarithmum reducendi, area sectoris
ey 1"_—_—_}
41=1 .'u—;u]/_—_]’
de eo pariter jam monui filium meum in casn quo
=1,
hanc aream revera exhiberi tanquam = 0, quamvis deheret esse — quadranti;
hine autem nihil alind concludi debere, guam quod expressio ista
T}it v . _fa Z{r:_~}— 9y 1/:j
21 . 4V 1 w—yV—1
al. augeri debeat quantitate comstante n(), seu wmultiplo quadrantis, quod

e vel ideo patet, quia sinus & cosinus inter se convertuntur, atque non uno

tantum modo sed infinitis modis fieri potest vt sit

=0 & y=— 1,

vel viee versa )
=1 & y=10;

8 nam hoc fit assumto sectore = vel 1¢, vel 2, vel 8 (), ete. vel etiam
) . -
oV | quando vis = 0 (), adeoque nulla ratio est car
18 ‘
11 ws+y)Y—1
as 4—’;—’*] —J‘“——'—*LI
od 1 ¥l
el : . . s
1) Was Jonawy Bawovrns mit 71— (v} meind, hat er weder hier noch, so viel ich
g weill, an irgend einer anderen Stelle auseinandergoselzh, aber ane dem folgenden Ju-
halt des Driefes gelt hervor, dafl er, voraunsgesetzt dal seine Anseinandersetzungen
iberhanpt irgend einen Sinn haben, unter 7 — () den reellen Teil von log (—a) ver-
I, stehen mub, Auch die Demerkung von Joaxs DBummwouna: »hujusmodi expressiones
o imaginarine usum potius habent, si in series expendantur, in guibug quippe termini
9, ) impginarij se destruunt® deutet dawsof him, denn wus nach dex Hntwickelung zuriiclk-

bleibt, ist natiirtich gerade der reclle Teil.
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unum potius exprimat quam alterum; malo itague dicere quod area sec-
toris statuenda sit generaliter

1 ' sicuti
LI T2 o =]
jaa 4yt + %@,
4] —1 &— J'1 =1
adeo nt quotiescunque pars prior in nihilum ahit, id, quod deest, suppleri habeb:
possit per 7@, hoc est, per multiplum, submultiplumve quadrantis, prout -
necessitas id exigit; semper enim invenies differentiando secboris tui diffe-
. rentiale?) quod est | quoch
. S potins
1) Die vorangehenden Bemerkungen von Jomaxs Dmrnounir scheinen nicht genau se des
durchgedacht zu sein, Was er mit dem Passus ,quin sinus et cosinue inter se conver- . :E
- 1
tuntur® meint, igt nicht klar, denn der Werk von log +J,:F— wird natdiirlich comm
nicht unverindert, wenn man & statt ¥ und y statt 2 zets, und fir =0, y=1, differe
kann die Flache des entsprechenden Sektors mickt 0@ oder 2¢ sein. Ferner hat st
Berwouvzzr hier die hestimmte Integration (denn es handelt sich ja um eine solche) EX1SLE)
mit der unbestimmten verwechselt. Sein Ausdruel
e Zm_i_q”f-———l_ng Zd t]hi
| 1V —1 e—yV—1 -
mnB darum modifiziert werden, und zwar kann man den riehtigen Ausdruek auf ermu
folgende Weise Lerleiten, Setzt man in dem Ausdrucke
. ztyl—1 ' ¥ ad es
%y T—1 : singnl
@ = ¢os &, ¥ = sin &, so wird daraus dimen
cos§tLisng . et¥ 897 __ N : quod
log cos s —tsme log ;o =loge = @&+ 2km)i; etiam
der reelle Teil des Ausdrucles ish also =0, d. L. y asysta
w+«;1f—1 e
Aber der vollstiindige Wert von .156
" oty V=T guibu
——log — . o
41/m1 w—-yV—l differ:
inb e
e ¥
e (28 -{—27.'.1}1 = 2 (.{)'—]—Tuat}
4 ]/ o ali
. m ahl
und fiir =10, y=1, wird & =g, g0 daB, wenn man mit Jomanw Berwounir ()= a'd—” s est in
3 i
setyt, in diesem Falle
2 YR [ 2 |
4y —1 m—_}]f—l 4y — -‘?D—""}]f ‘
Der von Jomanw Brrwourrr a,ngegabeue Ausdruck isf also nchtlg, wenn n eéine !
ungerade ganze Zahl bedeutet. ' zu meb
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i aadr
2]":;&—5055,

sicuti decet. In casu semiquadrantis, ubi

t=y =11,

ri habebis etiam partem priorem = 0, aut si mavis
. " =t {1,
= ) 47V 1

guociren adjiciendnm 4 ¢ 1); sed hujusmodi expressiones imaginariae unsum
potius habent, si in series expendantur in guibus quippe termini imaginarij

u se destruont, De his satis.

i Probum erit intelligere methodum, ¢uam tibi inventam dicis ejusque
h : communicationem promitis, reducendi hujusmodi aequationes differentio-
X - differentiales

& : . yyddy = xdz?,

) existente

addr = 0,

ad differentiales primi gradus, interim non satis capio mentem tuam de
duobus alits generibus differentio - differentislinm pluribus guam duobus
P terminis constantibus; imprimis non video gquomodo quadret exemplum

ddx == g" Yda™ " dy?—m 4 22 Vder—r dy*? ete.
ad eas, quas innuis, aequationes, in guibus alterntra indeterminata in
singulis terminis eundem dimensionum numernm obtinet; unius autem
dimensionis tam z quam dz & ddx dicis te ponere, cum tamen in exemplo,
quod propomis, neque z, neque d#, neque ddz unius sit dimensionis nec
etiam eundem diménsionnm numerum obtineat. Cave autem ne in his
asystata vel incompatibilia comparare inter se suseipere velis, nam e. gr.
comparare velle ddz cum Yde vel cum Fda® aegue absurdum est quam
velle lineam invenire aequalem superficiei, sed dda comparabile est cum
Ydz® Ut verbo dicam comparabilia sunt tantum illa differentialia in
guibus littera ¢ ubique aequaliter reperitur, cujuscumgque gradus sint
differentialia, sic e. gr. ddz cum Yda? vel Ydy? vel Ydady vel ¥ %%;,
et d3x cum Ydad, vel Ydaidy, vel Ydaoddz, vel Y%}w; abque ita
in aliis. Hine itaque primus terminus tui exempli generaliter loquendo
- est ingomparabilis cum ddz, nam ut cum ddw subsistere possit

e Ifda;m—udy Z—m’
1) Aus der Ammerkung auf Seite 860 ist evsichilich, daf man hier
e T A4 T i = @5 1)
| ' 4_-‘."___“:[1_] '-|—§(Z+'W)“"( "—]__) 1

zu gekzen haf.
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oportet supponere

m—n 4 (2—m) =2,
sed cum sit=—2 —n, vides nullam polsse fieri comparationem inter ddax &
hune terminum nisi in casn quo #=0; idem etiam de altero termino
dicendum, quare haec attentiori curae tuae commendo, ne possibilia velis
facere quae sua natura sunt impossibilia.

Venio nunc ad litteras tuas novissimas. Solutio tua problematis de
docenda linea brevissima in superficie data videtur bona. Quod ad meam?)
attinet, ea consistit in hac aequatione

Tddy __ dds
Tdedy — sds?®  ds2i- ds?’
ubi notendum per #, %, # me intelligere tres coordinatas, guae tihi sunt
4, x, y: item T esse subfangentem curvae illius datae, quae fit in superficie
data, quando secatur per planum subjecto plano perpendiculare & ipsis »
parallelum; porro per ds (quod constans suppono) intelligo elementum
curvae projectae sen

Vaz? + dy?
Possum efiam naturam eurvae quaesitae exprimere hac aequatione

@dde—Tddy ___ dedde

@dx — Tdy  ds4 422
quae aliquando commodior est, ubi litterac y, z, I idem mihi significant
quod ante, & prasterea @ .est sublangens altering curvae datae quae fit
secando superficiem per planum priori coordinatum, h. e. ipsis & parallelum.
Es his asequationibus facile ommes casus particnlares, quos solutos das,
deducuntur, Non unum tantum solvendi fundamentum habeo; guantum
conjicio, tuus solvendi modus nititur natura minimi, guo etiam agnatvs?)
meus feliciter usus est, & problema legitime solvit, sed hie solvendi modus
non satls est gemeralis, ad alia quippe hujusmodi problemata sese non
extendens, quale esset e. gr. hoe: Ducere in data superficie lineam curvam,
cujus in puneto guolibet planum osculans datam habeat inclinationem ad
planum tangens superficiem datam in eodem puncto. Voeo autem planum
osculans, quod transit per tiia curvae quaesitae puncta infinite sibi invieem
propinqua. Patet hoc problema includere prins, nam si angulus ineli-
nationis est rectus, erit quilibet arcus curvae quaesitae minimus inter duo
puncta sua extrema. DPoteris ergo efiam vadum tentare pre hoc proble-
mate ita generaliter concepto, ego illud pariter veduxi ad aeguationem

1) Vgl. den Aufeatz von Jomans Bsewouzni in seinen Opera ommic T, IV,
8. 108—128.

2) Walwscheinlich der Neffe von Jomasw Bemwourrs, Nmoravs I Buxnorrna, der
damals Professor der Logik an der Universitit in Basel war.
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differentio-differentialem. Caeterum in applicatione gnam facis aequationis
tuae ad superficiem cylindricam, qui tamen casus esh omnium facillimus,
posset dubium moveri, utrum liceat in aequatione ad guam pervenis
dudda 4 dyddy __ dzdde |- dyddy
dz? 4 dy? di? - de? - dy??

supponere
dedde + dyddy =0,
cum hoc nihil alind sit guam communis divisor utriusque membri; ideoque
mallem ego citra hanc suppositionem immediate integrare nfrumque men-
brum per logarithmos, nempe sic: Assumto logarithmo constante numeri
arbitrarii ¢ habebo
e + L(dz? + dy?) = 1{di* 4 dz? +dy?),

ideoque
cdz? + edy? = dt? + do? + dy*
Hine
c—1Lxdr? 4 dy? = di?,
vel
e @t — VTt
¢c—1
et
LI f]/ir T dy?
Vo1 . dax? 4 dy?,

prorsus ub tu invenisti, Quod enim tibi est n, id hic est 3

L
Ve—1"
superficies proposita sit concidea, cujus sectiones fransversae per planum
primarium sint eirculi, habeo praeter methodum generalem aliam parti-
cularem pro boc casu, quae immediate deducit ad asquationem differenti-
alem primi gradus, ubi indeterminatae non sunt permixiae, & quae suppe-
ditat constructionem, quam olim frater meus dedit,’) nescio ex quo funda-
mento erutam, quod guia non exhibuit, incerbum est an sif legitimum,
nam observavi posse perveniri etiam ad eandem illam constructionem per
viam aliguam quae est paralogistica. Inferim quod attinet ad tnam pro

hoe casu aequationem
ady — ydz = a}fdtz 4 da? 4 dy7F

non video, quomodo (positis yy + xr =gz & Vi 4+ da? 4 dy?=dn)
inde sequatur

_&Yai® - ds?
Vee-—an k

1) Siehe Jaror Bmewourzy, Solutio sex problematum fraternorum, @ Fphem. Gall.
96, Aug. 1697 proposiforum; Acta Eruditorum 1687, 8. 226—230: JProbl. I Inm
superficie dati conoidis vel sphaeroidis, ex. gr. parabolici, inter duc datu puncia
geometrice describere lineam omninm in illa superficie eie duetarum brevissimam.*
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multo minns, gquomodo haec aliguid conferat ad consbroctionem curvae
quaesitae, si quidem d# est elementum ipsing curvae & df, de elementa
diversarum indelerminatarnm. Mea vero, quam habeo acquatio, in qua
indeterminatae sunt separatae, expedit more solilo constructionem per
guadraturas, cnjus ope in casu particularissimo globi statim videre est,
lineam brevissimam in superficie sphaerica esse eireulum maximum. Porro
si in aequatione pro solidis rotundie (quornm scilicet axis est perpendi-
cularis ad basin, nam si est obliquus, res est altioris indaginis, quam non
facile ad differentias primas reduces), ponatur ¢==0, ita ut sit
zdy — ydz =0,

sen y = nx, haud dubje dat meras (ut dicis) etiam lineas brevissimas, sed
omnes nonnisi unam eandemque efficiunt, nempe eam ex cujus revolutione
generatur solidum rofundum. Eas vocat frater meus in suo schediasmate
meridianos; circulos vero, quos singula puncia in revolutione describunt
- parallelos; corpora comica, quae tn non satis apte comoidica vocas,
sunt utique omnia illa quae generantur ex cirenmductn lineae rectae cirea
eurvam aliquam datam in aliquo plano & perpetno transeuntis per punctum
(quod vertex comici corporis vocabur) extra planum existens.

Quae hic habes de ducenda linea brevissima in superficiebus horum
corporum conicorum sunt intricata & obscura; putat agnatus meuns, cuoi
epistolam tuam legendam tradidi, in iis aliquem paralogismum latitare,
Quidquid vero sit, problema pro hujusmodi superficichus non minus quam
pro simplicibus conis & cylindroidibus facillimam admithit solutionem, ita
ut non egeat tam operoso quod suscipis molimine; possunt enim eae
omnes superficies transmutari in planas, ut tu ipse nunc etiam probe
animadvertisti, postquam idem ego jam din insinuvavi, vid. Aect. Lips. a.
1698 p. 469,7) ac revera hic casus nihil aliud est quam corollarium unius
ex solutionibus mejs generalibus, nam plures habeo.

Quod superest vale & omnes amicos meos verhis salufa.

Dab. Bas. a. 4. 18 Apr. 1720.
P. 8. Tenta num possis problema de ducenda linea brevissima reducere

ad aequationem differentialem primi gradus in superficie aliqua quae.

non sit vel eylindroidica vel conoidica sed alia aliqua.Z)

1) Hs handelt sich hier um einige Zeilen im Aufsatze von Jomamy Benwouwur,
Annotate in sohdiones fraternas problematwn guorundom suorwm, edites proxino
Actorwm Maio; Acta Bruditorum 1698, B. 466—474.

2) Diesem Wunsache von Jonmamy Barwourzr hat Eurzr am Ende seiner schon
gitierten Abhandlung in dem Comment. acad. sc Petrop. 3 (,ad annum 1728
Gentige geleisiet. Die Abhandlung war also im April 1729 noch nicht fertig (vgl.
Bresrniy, Biblioth. Mathem. 1899, 8. 28),

@8
4
I

te

m
de
Ve
de

_1)'[

cC

Xt




