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"‘De mom c@rpﬂrum circa punctum fixwn mobilium.

Aldua omnino est quaestio in Mechanica de motu corporum, pisi vel solo motu progressivo

1:
ptiir, vel circa axem fixum revolvantur: haec enim duo motus genera fere sola ab auctoribus,

nighus. neque. .ad progressionem simplicem, neque ad gyrationem circa quempiam axerm fixum revocari
possit - refru"iae communes, quarnm ope hi motus calculo subjici solent, nullum amplius praestant
trsum, tahsque motus determinatio altius ex primis Mechanicae principiis repeii debet, quorum autem

_apphcatm “ob._summam motuum qui in diversis corporis particulis inesse potest, differentiam, maximé
difficilis - redditur.

2. Au‘te Celeb. Dalembertum quidem nemo, quantum constet, hujusmodi motus evolutionem
, suscepﬂ; 1sque adeo primus hoc argumentum atfigisse est censendus in excellenti opere, quod de
' -__nutatmne axis terrae conscripsit, in quo subtilissimam hujus generis quaestmnem tam feliciter eno-
‘dawt,, u abeo. istius profundissimae partis Mechanicae enucleatio potissimum sit expectanda. Cum
. in aethere libere fluctmans et a viribus solis ac lunae solhcltata, non ita circa axem

“sanm- gyretm-, ut is sibi perpetno parallelus maneat, verus terrac Hiotus per-eas regulas, guae pro
mmphcmnbus motus speciebus sunt erutae, minime expediri -potest, Unde vir acutissimus multo sub-
'es regulas in subsidium vocare est coactus, quae ita sunt comparatae, ut earum beneficio alii
1cunqﬁ :,-huJus genens motus, utcungue fuerint complicati, eodem successu definiri posse videantur.

_In51gues hi profectus me etiam excitaverunt, ut vires meas in eadem quaestione teptarem,
'thlle laboris' mei specimen -edidi in Comm. Academiae Regiae Berol. Tomo V. Quoniam autem in

_,,ilaa‘; :mvest:gauone COTpus terrae non solum flanguam rotundum sed etiam a ﬁwura s])haenca minime

pectari potest, hae circumstantiae in analysin ejusmodi determinationes ad caleulum con-
h‘ahendum nducunt, quae pullum jocum essent habiturae, si ferra figuram magis irregularem ha-
quo methodus illa, qua pro meotu ferrae sum usus, parull utilitatis afferre poterit ad
uscunque corporis in gemere determmandum atque nihilominus regu]ao adhue generales

_quibus corporum quorumcunque motus ad calculum redigi possent, et quae non ad

Cerbum ‘Corporum  genus essent adstrictac.

#*

,.ire“nrmm*Mechamcae excoluerunt; -suné pertractata -Quando--autem -corpus ita agitatur, nt ejus -
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%, Exposni ergo in Comm. Acad. Berol. Tomo VI novam regulam mechanicam, quae ad omy
generis motus, quormm corpus est capax, atcommodari potest: praeterquam autem quod haec regh
admodum prolizis calculi formulis est contenta, ea etiam ejusmodi elementa, quae a corporis fig
" pendent, requirit, ut ea pro quovis corporis situ peculiari calculo investigari debeant. Retuli enim
constanter situm corporis ad spatium absolutum, in quo sumtis pro lubitu ternis axibus fixis, ad quods
temporis punctum, non solum corporis momenta inertiae respectu istorum axium celligi oiaortet, 8¢
etiam alias quantitates, quae ob corporis figaram in calculum ingrediuntur. Quoties igitur situs col
poris respectu horum ternorum axiom mutatur, quod quidem singulis momentis fieri potest, valor
illarum quantitatum semper de novo per computum erui debent, quo pacto motus determinatio pl
rumque molestissima 1'edd1tur, atque adeo saepe ne suscipi quidem potest: propterea quod, si fuer-ll
vires a situ_corporis pendentes, ipse situs inter quantitates incognitas est referendus,

5. Quo igiter buic tanto incommodo occurrerem, idem negotium nuper alia via confeci, et motu

ex cjusmodi elementis definivi, quorum determinatio won a situ corporis respectu terporum illory

axium in spatic absoluto sumtorum pendere, sed a fribus axibus in ipso corpore assumtis, et cu
ipso mobilibus. Quoniam enim respectu istorum axium corpus perpetuo eundem situm conser
elementa illa semel determinasse sufficit, sicque labor calculi continuo de nove instituendi evitaty
Hinc etiam regulae ad motum definiendum, quas ibi, tradidi, multo facilius ad usum transferri, atqu
ad motus eorporum a viribus quibuscunque sollicitatoram investigandos satis expedite accommodari 1o
sunt. Id solum incommodum etiamnune restat, quod saepenumero ad calculos fere inextricabil
deducamur: verum, etsi in hoc non tam Mechanicae quam Analyseos defectus cernitur, tamen si isf
regulas frequenti usu mobis magis familiares reddemus, dubium est nullum, quin calculus, per plil
tentamina tandem ftractabilior efficiatur. Quod idem de aliis difficilioribus investigationibus experien
luculenter testatur, quae nonnisi post plurimos conatus demum ad faciliorum usum sunt traducta

6. Quac autem tum temporis de hoc argumento. conscripsi,. brevitati consulens fere nimis-s
citicte proposui, neque cuncta momenta, quibus haec investigatio innititur, satis luculenter explic
Tum vero etiam hoe negotium per formmlas valde prolixas et taediosas ad finem perduxi, quae ¢
tandem aliquanto simpliciores extiterint, nullum est dubium, quin eaedem per viam magis planam
facilem obtineri queant. Quoniam igitur tam ardui operis tractatio repetita semper nobis novd
lumen largiri solet, ac tam insueta objecta, quae cum hac investigatione sunt connexa, nobnisi:
quenti et assiduo usu nobis familiaria redduntur, hoc quidem idem argumentum denuo aggred:a
operamque’ dabo, ut id tam perspicue, quam quidem ob rei difficultatem fieri poterit, exponailf
Quoniam vero ante ad motus tantum eos, qui circa cenirum gravitatis fiunt, indagationem insti
nune rem aliquanto generalius sum complexurus, motusque, qui circa quodcunque punctum {ix
evenire possunt, ad examen revocabo.

7. Omne corpus ita moveri potest, ut duo quaevis ejus puneta in quicte permancant, ac il
simul omnia puncta, quae inter haec duo in directum jacent, quiescunt, quo casu corpus circa han
lineam rectam in gyrum agi dicitur, hicque motus ratione celeritatis in infinitum variare potest.-]S}
autem praeter ea duo puncta tertium quodpiam punctum, non infer ea situm, seu cum iis nof
direchum jacens, in quicte retineatur, tum evidens est nullum plane motum in corpus ecadere po
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tria punota non ia directum sita in quiete retineantur, corpus nullivs plane motus erit
od 4otum immotom manebit.
Cum igitur: tribus punctis in quicte retinendis omnis mobilitas corporis tollatur, intelligimus

darl ‘in .quovis corpore mobilitatis gradus. Primus scilicet ét infimus mobilitatis gradus est,

ami:duo puncta qu:eta servantur, quo. casu corpus circa lincam rectam per duo illa puncta tran-

yrabil;ur unde illa linea recta axis gyrationis vocater. Ratione directionis ergo duplex

nt m -motus locum Labere potest, prouti gyratio vel in hane, vel in contrariam plagam fit; ratione

e 0
15 autem mf nita varietas in corporis motum ecadit; quovis tamen momento ex motu unins

' hus corporis motus innotescit, dum celeritas ulnque rationem distantiac ab axe gy~

e'-..ﬁxum retinetur, sicque corpori multo major movendi libertas relmqmtur. Jam enim non
py - ¢irca -Tectam quamcunque per istud punctum transeuntem, sed gyratio successive circa alias
‘afqué -alias, h_Iij'ds'modi rectas fieri polest, ita tamen ut perpetuo punctam illud, quod centrum motus
0 “vocatur, immotum manecat. Hoc ergo casu infinitics major motus multiplicitas in corpus

. — U

g m—“praecedente*
10. Tertius denique ac summus mob]htatls gradus corpori erit trn])ucndus quando ne punctam

quidem corporls immotum retinetur, atque adeo corporis mobilitas nullo plane modo restringitur,

qdo~ cdsu orijus liberrime mobile dicitur. Cujusmodi motus investigalio, efiamsi ob summam mu-
fa]nhtatem dzfﬁcﬂhma videatur, famen ad gradum secundum facile revocatur, propterea quod quovis
mmnento_ e_]usmodl mofum spatio absoluto inesse concipere licet, quo unum corporis punctum ad
-g;y‘ét'em'réﬂi'ghtur. Quin etiam compertum est, omnem hujus generis motum resolvi posse in motum

, cen‘h';i? ‘gravitatis, et motum, quo ipsum corpus circa centrum gravitatis, quasi in quiete maneret,

it Gum igitur motus primi generis pro omnibus corporibus rigidis, qualia hic contemplamur,
ita’ 31l:"'mvesttgatus, ub nihil amplius desiderari queat, atque motus tertii gcnerxs ad secundum
Yelfcite sit perductus: ommis quaestio, quae adhuc in theoria motus corporum solidorum seu rigi-
'dbrum- enodanda restat, versatur in motu secundi generis, quo corpora circa punctum quasi centrum
um molnha statyantur, HuJusmodl motus cernitur, quando corpus cuspldl fixae 1mposﬂ:um utcungoe

“Helicae- tah CI]Spldl dmponi solent. Quod si loco acus, orbls sen discus, Vel .corpus alius cujuscungue

 figurae qu_spl.dl .imponatur, babebitur in hoc motus genere casus patens, qui ad summam universa-

: Mirabilem usum hujusmedi motus Celeb. Bouguerus in eximio Tractatu’ de navigatione
. ab arlifice quodam Anglo inventum, quo contendit certae figurae corpis, operculo

B jeipetuc ad horizontem se componat, talemque motum in navigatione commendat, quippe
s bengficio: verum planum horizontale obtineri queat, agitatione navis non obstante. Manilestum

- autem est motus determinationem talis corporis ad genus secundum pertinere, atque eo esse diffici-



6 I. EULER] OPERA- POSTHUMA. Mochanic;

liorem, cum ipsa cuspis, cui corpus impingit, agitationi subjeeta assumatur: quae theoria cum no
dum salis sit esposita, aeque est difficile istnd phacnomenum explicare, atque condiliongs necesss
rias assignare, sub quibus id sit' successurum: ex quo intelligi potest, quanta adjumenta, in prax

mechanica universa, ex accurata hujusmodi motuum pertractatione, merito expectari queant.

13. Cim autem motus secundi generis in se complectatur motus primi generis, evidens est ill

commode applicari non pesse, nisi prius hoc diligenter fuerit esploratum. In quo etiamsi nulla am.

isit difficaltas, idque jam in variis scriplis mechanicis uberrime sit expositum, tamen quatenu

plius
ejus pertractatio de novo suscipienda atque ita instruenda videtur, u

ei genus secundum innititur,
ab eo .via ad hoc alterum pracparetur, et connexio quae inter ambo intercedit, luculentius demon
stretur. Quam ob causam ab indagatione motuum primi generis exordiar, quos equidem ex primigd .t
Mechanicae ‘principiis ita sum derivaturus, ut pari ratione- investigatio - motuum. secundi gener,“ ‘

suscipi queat,

t%. o omni autem motu, utcungue fuerit complicatus, sivé COrporum rigidorumi, sive flexib
lim, sive etiam fluidorum investigando, cum variae méthodi in usum vocari soleant, equidem long;
experientia edoctus sequentem methodum non .solum commodissimam, sed etiam ita comparatal
deprehendi, ut ad omnia motus genera aeque pateat, ac semper certo cum successn adhiberi possi
Primo scilicet generatim in corpore motum quemcunqu'e inesse conmcipio, qui quidem generalissim
omnes plane motus, quorum corpus est capax, in se complectatur. Secundo, pro singulis corpor
pafticulis vires ad hunc motum prosequendum requisitas invesligo, guae nimirum eatenus sunt n
céssariae, quatenus quaelibet particula vel non uniformiter, vel non in directum fertur. Tertio, ha
vires requisitas ad motum fictum presequendum comparo cum viribus, a quibus corpus actu sollic
tatur, easque his aequivalentes facio; quod dquo facilius praestari possit, alteras vires in contrariag
converto, quae proinde cum alteris in aequilibrio consistere debebunt. Cum igitur vires requisitae;
contrarie vel negative sumtae, vires actu sollicitantes destruere, seu cum iis aequilibrium'constitﬁgre
debeant, theoria aequilibrii suppeditabit aequationes, quibus motus fictus et generaliter assumius a¢

motum realem perducitur, unde verus corporis motus definietur.

15. Quodsi corpus non libere est mobile, sed ejus motus limitatar, veluti si circa axem ve
centrum  fixum movetur, vel fluidum per capales manat, tum plerumque haec ipsa motus obstaculz
vim quandam sustinent, cujus determinatio per vulgares methodos saepenumerc admodum fit difficili
et lubrica. Hujus autem methodi ope, quam hic adumbravi, et haec determinatio redditur planissior
Denotet enim R has vires, quas fulerum aliave corporis obstacula sustinent; tum vero vires corpu
actu sollicitantes designentur littera P, vires vero ad motum prosequendum requisitae, littera -
Jam quoniam fuleram pari vi in corpus reagit, ipsum corpus inde vi == — R sollicifari censendun
est, ila ut nunc universae vires in gorpus agenies sint — P — R. Motus ergo ita comparatus er
ut vires ad ejus conservationem requisitae @ his viribus P -— R perfecte aequivaleant, haecque ade
aequalitas subsistat (= P—R, ex qua actio seu pressio corporis in fulerum erit B = P — 0, se
hacc pressio aequalis erit viribus corpus actu sollicitantibus, demtis viribus ad motus conservali0

nem requisilis.
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'--eailﬂﬁ tam ]ate patet; ut non solum ad omnia motuum non liberorom genera extendatul,
am ad. omnia COrpoTUM gemra, sive sint solida, sive fluida, -eodem successu accommodari
0 Rnduc:tur ergo non solum haec de pressione corporum in fulera seu sustentacula difficillima

gﬂaﬂstm., .seﬁ ‘etiam ipsa motes ommium corporum determinatio ad puram quacslionem staticam, prop-

oA quod vel aequlhblmm inter vires, wel aequwalentla virium ehquultm. Pro motu scilicet 1pso

pe_r_fecté.'m liTJéi”tatem se movendi vindicatur.
18, Principium autem mechanicum, ex quo vires ad quemvis motum prosequendum requisitae
péditiSsi'hlé""'{d:.éﬁniri possunt, ita se habet: Considerato (Fig. 121) corporis elemento quocungue, cujus
magsa sit dM ‘motus ejus ita sit comparatas, ut elapso tempore —¢, id elementum pervenerit in Z, eujus

. sitns per’ternas coordinatas, in datis directionibus fixis assumtas AX =2, X¥Y=y et Y=z

‘ﬁi’aﬁmatur, ita ut hae quantitates x, y, z tanquam funcliones temporis spectari possint, quarunﬁ
'.""E’éi.‘feiitié]'ihﬁ=s dr, dy et dz, ad elementum temporis di relatis, verus particulae Z motus continetur.
mto jﬁm differentiali temporis df constante, ad motum elementi Z ==dM prosequendum tribus

st vm])us motricibus, secundum directiones, illis coordinatis parallelas A’X XY et YZ, sollici-

1. Vis secundum Zp ipsi AX parallele urgens ::ﬁgf;l—m,
IL. Vis secundum,Zg ipsi XY parallele urgens =?-d%f—i‘?:
HI Vis secundum Zr ipsi YZ parallele urgens _Mﬁfd -

‘raectmnes autem harum ternarum virium ita sunt concipiendae, uli in figura repraesentantur, ita
i tendant-'ad singulas coordinatas @, y et z angendas, siquidem vires prodeant affirmativac; sin

"mepalivae, directiones in contrarium sunt mutandae,

m ' religuis qua.ntitatibils in comparationem ducitur, pendet, quae si alia statueretur, qui-
us: numerus acque adhiberi posset. Utor autem hic ea ratione, secundum quam fempus,
eex’ altitudine quacunque a iibere delabitur, per ‘2‘|/ a exprimi solef, ita uf si & denofei



48 L. EULERI OPERA POSTHUMA.

20. Porro exponenda est relatio inter vires motrices et massas, quae cum aeque per se n.
determinetur, sed a mensura arbitraria pendeat, equidem semper cujusque corporis massam per pg

dus, quod idem corpus in superficie terrae esset habiturum, exprimere soleo, quandogquidem masg

ponderibus proportionales deprehenduntur, per pondera vero etiam quaevis vires motrices utp
quantitates homogeneae exprimi possunt. Hac ergo ratione recepia, primum massae et vires motri
ad homogeneitatem reducuntur, tum vero etiam quadrata temporum et lineae.

. Temporum autem ratio deducta est ex nolione velocitatis, quae in motu uniformi per sp
tinm ad tempus applicatum indicari solet velocitas autem ipsa per radicem quadratam altitudinis,
qua grave labendo parem celeritatem acquirit: unde tam velocitatum quam temporum mensura alj
soluta obtinetur, quae ita est comparata, ut quadrata tam temporum quam celeritatum pro ling

sint reputandae.

22, Hoc igitur prineipio, cui omnium motuum judicium ita innititur, vt omnia prmcxpla m

chanica, quaecunque vulgo proferri solent, in eo contineantur, exposito, methodoque, qua ad om
generis motus investigandos, uli convenit, indicata, ad institutum exequendum pergo, ac primo ¢
dem motum gyratorium corporum solidorum circa axem quemcunque fixum examini:subjiciam. S
igitur (Fig. 122) corpus quodcunque L'FGH quod circa axem fixam Aa gyretur, quocum un'i_l
quasi corpus continuum constituere putetur, sive axis per ipsum transeat, sive extrinsecus cum”
firmiter sit connexus, ita ut singulae corporis particulac tam inter se quam respectu hujus axis pe

petuo eundem situm conservent

23. Hoc corpus primo consideretur in quiete, et quo singulorum ejus elementorum situs facili
in computum duci queat, praeter axem gyrationis 4 statuantur in corpore insuper duo axes OB
OC, cum inter se tum ad Aa normales, qui se mutuo in puncto 0 decussent, et eorpori firmiter i
haereant.” Situs horum duerum axium assumforum, aeque ac punctum 0, ab arbitrio nostro pende
perindeque est quomedocunque constituantur. Respectu horum ternorum axium ergo quaevis parf
cula corporis certum situm tenebit, qui commodissime per ternas coordinatas his axibus parallel
definietur. Scilicet a particula corporis quacunque Z demittatur in planum 4O perpendiculum Z
quod axi OC erit parallelum; tum ex ¥ axi OB parallela agatur YX, axi 04 in X occurrens; atcj
situs particulae Z, respectu ternorum axium, per has ternas coordinatas 0X = x, X¥=y et YZ=
determinabitur. X

2% Pro eadem ergo corporis particula Z hae ternae coordinatae perpetuo eandem quantitaté,
retinebunt, etiamsi corpus utcunque moveatur, propterea quod hos axés quasi corpori infixos culf
eoque simul motos assumimus. In statu enim motus bi ipsi axes cum corpore moventur, sed ipS
rum respectu quaelibet coriwris particula perpeiuo eundem situm retinet, per coordinatas x, y e
determinatum; scilicet si corpus circa axem A4Oa gyretur, hic quidem axis 04 quiescit, sed amll
reliqui OB et OC circa cum aequaliter convertentur. Sin autem motus ad genus secundum perti _
ita ut corpus circa punctum fixum O agitetur, tum fieri potest, ut omnes tres axes in contint

motu versentur, nihilo vero minus eorum respectu quaelibet corporis particula constanter enndel

situm conservet.
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v 25 ‘Motas. autem coiporis, sive ad genus primum, sive secundum referatur, dummodo punctum
el -
@%uiesca% idistinctissime cognoscetur si ad quodvis tempus situm ternorum axium respectu spatii

ahsoluti -assignare poverimus. Tum enim simul cujuslibet corporis particulae verum situm respeclu

“absoluti definire poterimus, quem si ad quodvis temporis instans colligamus, ex mulatione situs

_;mmentanea ipsum molum cujusque particulae facile concludemus; spatiolum enim a (uavis palhcu]a
~descriptum ad clementum temporis applicatum praehebit ejus celeritatem, et duo motus ejusdem

partlculae duobus tempusculis suceessivis inter se collati ostendent cum celeritatis tum dirvectionis

putationem, quibus rebus plane omnia, quac de motu corporis universo quaeri pessunt, continentur.
V'Hocqﬂe «ergo modo perfectam motus cognitionem impetrabimus.

12262, .Dum autem corpus ad spatium absolutum relerimus, in eo quoque tres axes assumi conve-

Ay

me“L

e T

] absoluti probe sunk distinguendi a tribus illis axibus, quos corpori infixos concipimus: illi enim

quorum respeclu situs corporls quows momento definiri debet. Hi lgltu: fres axes spain

tévera suni immobiles, hi vero cum corpore simul moventur, atque ex situ horum axiom respectu
illorum qu0v1s mémento tam situs corporis quam ejus motus cogmoscitur. Quare dum corpus ut-

't‘:u‘nque ‘fovetur, ita ut punctum 0 immotum maneat, ejus motus perfecte describetur, si ad quodvis

5 ""_mpus&tum— axium corpori inflixorum respectu axium spatii absoluti assignare poterimus.
- 27. Que igitur cujusiibet elementi corporis Z verum motum ad quodvis tempus definire queamus,

'p imum.. e_]us situm respectu axium ternorum ipsi corpori infixorum indagare debemus, qui quidem

E ‘.S.ll_ﬂ]_S,‘. uti vidimus, commodissime per ternas coordinatas his axibus parallelas determinatur; et quamdiw
“ '.'-'ide.m corporis elementum spectatur, hae fernae coordinatae nullam mutationem subeunt, utcungue
_-;c':orp_ils moveatur. Unde si hae coordinatae per @, v et z designentur, eae pro quantitatibus con-
stantibus erunt habendae, quamdiu scilicet idem corporis elementum spectatur, propterea quod ejus
s'ims' respeciu horum axium, -qui corpori infixi simulque cum eo mobiles statuuntur, nulli mutationi

esl; oimoxms. |
-28. Deinde vero eJusdem elementi situm quoque respectu ternorum axium absolutorum explorari

|1T'

'_ oporLet quod pariter per alias ternas coordinatas his axibus parallelas commodissime praestabitur.

Jam vero hac coordinatae etiam pro eodem corporis elemento labente tempore pro variabilibus sunt

‘habendae atque ex hac ipsa variatione ejus verus motus aptissime dijudicatur, siquidem ejus situs
-_”respectu horum axium continuo immutatur. Quodsi ergo hae coordinatae per litteras X, Y, Z de-
‘mgnentur hae successu temporis mutationem perpe’m censendae sunt, dum praecedentes @, y, z pro
constantlbus haberi debent.

: 'lmp{:lmls est mcumbendum ut bas .coordinatas ex coordinatis fixis =, y, z derivemus, quem in finem
_“‘dh;FqUOdVls tempus situm axium corporis, respeetu axium spatii absoluti, explorari convenit. Princi-
_ ahﬁ igitur quaestio tum hue redibit, ut cognito situ axium corporis respectu axium spatii absoluti,
.' Ppro quocunque corporis elemento ternae coordinatae mobiles seu variabiles X, ¥, Z ex coordinatis
obilibus et fixis @, v, z definiantur: guod igitur quemadmodum commodissime fieri possit, dili-
g n’cms. dispiciamus. Haec autem’ disquisitio tam ad motus secundi generis quam primi generis aeque

tebit, quia unum saltem corporis punctum O tanquam fixum assumimus.
L. Euleri Op. postloma T. 11

=y

29, Quomam ergo cujusque elementi motus ex coordinatis mobilibus X, Y, Z peti debet, in id

]
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30. Ante omnia autem observari conveniet, si ternae coordinatae axibus 04, OB et Of int

se normalibus parallelae fuerint O0X =, XV =y et YZ =1z, atque. distantia clementi Z a cent
. 0x . . . ‘

0 ponatur O0Z=v, ut sit ¢ ==z 4 ¥y -+ 22, tum %:’5—2— exprimere cosinum anguli 407, pai

ne modo esse L — cos BOZ et Z=—cos COZ. Minc ergo ex angulis, quibus recta 0Z ad ,ter‘i‘ri
q - ” g & q 5

axes 04, OB et OC inclinatur, coordinatae his axibus parailelae ita exprimuntur, ut sif

coordinata axi 04 parallela @ = v cos 40Z .L
« « OB « y=—uwvcos BOZ "
« « OC « z=¢cos COZ.

R

31. Si autem situs ejusdem clementi ad alios ternos axes quoscunque inter se normales et
in eodem puncto O decussaptes referatur, per coordinatas X, ¥, Z, quae his tribus axibus sn‘l
parallelac, hae coordinatae ad illas z, y, z ‘semper ita erunt comparatae, ut sit '

X = Yz + By -Gz, Y:S}w+@y‘—l—%§2, Z =B -1+- §y + 3z,
wbi A, B, 6, D, € F G, §, I sunt quantitates a situ posteriorum axium respectu priorum pe
dentes, uti ex elementis geometriae coustat, ubi de permutatione coordinatarum respectu aliorup]
axium agitur.

32, Ex fisdem autem elementis constat hos coéfficientes ita a se invicem pendere, ut semper’

XX+ ¥YY4-ZZ=—xx+yy +zz=190. |
Ex quo substituendis pro X, Y, Z valoribus exhibitis necesse est sit:
NB +~DE+GH =0, UAC+DF+-BF=0, BE+EF+-HI=0,

quarum aequationum ope sex harum quantitatum per reliquas tres definiri possunt.

33. Hinc autem vicissim obtinetur determinatio coor&inatarum x, ¥y, z per alteras X,
¢t Z, hoc modo
=YX 4+~ DY +GZ, y=BX+Er+HZ, z=0X+FV 37,
unde porro- sequentes horum coéfficientium relationes colliguntur, quae quidem jam in superiorib
contentae esse debent: -
YA+ BB+ =1, DD+ CE+FF=1, OO+ HH+3IF=1,
ND + BE+ CF=0,. UG +BH+- 3 =10, DO+ CH+FI—=10.

3%. Mis autem omnibus conditionibus per tres angulos satisfieri potest. Assumtis enim trib

angulis p, g, r, novem hi coéfficientes ita definiri possunt, ut sit:

N = cosp, B= sinp cosq, €= sinpsing,
D =sinpcosr, &= -—singsinr—cospcosgcosr, K=~ cosg sinr— Ccospsing cosr;
® =sinpsinr, & ———sinqcosr— cosp cosgsinr, J==-—C0sqCcoSr— COsp sin g sinr;

cujusmodi autem anguli per has litteras p, g, r quovis casu exprimantur, mox videbimus. I
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uﬁeprae“sentei, jam. (Fig. 123) sphaera ‘0Fy ‘spatium :absolutum, respectu cujus. situs -corporis
-.;usd_gnomento deﬁmrl ‘debeat: :comimedissimum“autem est spatium :abisolutum instar -sphaerae consi-

A IO ! praecepta trigonometfiae sphaericae in nsum vocari possent. Existente ergo 0 -centro hujus
int Ow,~0B; Oy terni axes spatii -absoluti, jmmobiles et.inter sé.normales, -eruntque arcus
in super[icw sphaerae quadrantes, eornmque adeo cosinus’ ‘== 0 et sinus =4, posito
- 1. . Gorporis, autem, “cujus motus investigatur, centrumque in centro sphaerae U
terni axes 04, OB et OC transeant per superficiei sphacricae puncla 4, B, €,

rheswu quldem temporls mstantl, ita ut arcus in ﬁgura non expresm A’B, AC et BC sint pﬂrltel

, L -
[l

€0s ‘MB =T’ cos. MC—* -f—a

-—-‘TF”'V Ll

cos M = E‘;’

, _!_.}cés Mo =~ cos M,é’-_T, €05 ﬂIy—-—(}Zv:-.i

X=Aw By -6z, V=02 4:Cr+ Bz, 2= Gu-1 Hy—+ Iz
agtem pro .z, y, z et X, ¥, Z. superioribus valorlbm habebimus
wosti o -Cos Mers=9 cos M4 4B cos MB -G cos MC, -

s oo cossMB==Deos ML - G cos MB —-F cos MC, + ~ +
- €08 Mgf == (& cos MA - .S;j £os MB —+= 3 cos MC

_psns punctls A B "Cu 0. Lods LWL FITREI ARy

o

A autem l)I'llIlO in: A sumto, ut Slt M4 .—0 arcus MB et MC ablbunt m qua—
"MB_ 0 et cos MC = 0, unde nostrae aequauones praebebunt | v

AT TR abaii PPER

Lf cos Aoc._ﬁt%\_ c05.4,8 SD _ cos A;{-_.__@

 M in B o, flat, MB == 0 et COS. MB = !l item, cos JIM =0 et cos MC__ 0 atque

A oy l'.&p

e

os Bﬁ €, cosBy= ,Sj
1 S T T N TR R ¥ U e L LA

t, cos MA = 0 cos MB = 0 onetur '

o . SR H IS TV TE R T HICTS I [

B Bmz%,
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poris. 0_4 OB, -0C; ad axes :spatii absoluti O, 08, Oy inclinantur.: Erit ergd cos de= coS pi i
angulus p aequalis est arcui- A@: tum vero ob c0s.A S = Di==sin p.cosr,. patet r: designare anguliingl:
Aei8.: Denique ob:cosBa=1B ==sin p ¢0s g, patet: ¢ denotare angulum «dB; manifestum autem;

si-.dentur primo angulus- Sed=r, secundo arcus wd==p, et tertio, angulus a4/B=q, tum positio
m trium punctorum 4, B, C in spatio absoluto determinari.

’

Oﬂlnlu
40. En ergo insigne theorema trigonometrlcum quo idem punctum M duplici modo ad t&
sphaerae puncta quadrante a se invicem dlstautla refertur ' ' T
cos Mo = cos /fw cos M4 -+ cos Bu cos MB - cos Cos ¢os MC

cos M@ = cos 43 cos MA - cos BB cos MB —+ cos c8 €08 MC,
€08 My = cos Ay cos MA —|— €os By c0S MB -+ cos Cy cos MC

cujus demonstratio more geomotrlco absolvenda non parum Sﬂg"lCltﬂtlS requirere videtur.

“51.7His '1g1t”11‘1"'sub’31dns*"cum'"er analysr*tum—-—tr:gonometn& sphaerlca comparahs,--lpsa—. problemil
ex quibus eorum solutio. peti debet, sufficien

mechanica aggrediamur, siquidem etiar" prmmpla
Quae subsidia ‘cum. ad motus genus tam pnmum quam secundum. pateant, a genel

sunt expomta.
ataones incipiamus, quo corpus circa axem fixum gyrarl assumitar. Quodsi ¢

primo nostras investig
0A {fuerit iste axis fixus, quia is in spatio guoque absoluto situm suum constanter retinet, cum a3

Ou confundi ‘poterit, ita ut sit 4uw=70, ideoque B et @C arcus 90 graduum.
De motu rotatorio corporis rigidi circa axem fixum.
%2, Sumto OA pro axe fixo, ecirca- querm - corpus utcunque gyretur, ‘congruat is cum axe i
spatii absoluti, et ad tempus quodcungue, £ bini reliqui corporis axes habeant in spatio absoluto sit
OB et OC, et puncta B et C erunt in circulo. maximo @70, cujus polus est . Positis jam x, 1
coordinatis elementi carpous Z axibus 04, OB, 0C parallelis, et X, ¥, 7 coordinatis ejusdem
menti ambus 1mmob1l1hus parallehs si_adhibeamus supra mductam relationem in has duphces, 20

dinatas, habeb:mus Atx =0 et mB = ocC = 90“

%3. Hinc ergo cocfﬁclenth assumti QI B, (E ete. ita deﬁmentur, ut sit: cos A=
cosBu_{B_— 0, cost~(£_0 cos 48 = D= 0 Qtlposﬁy.—@—-o Ac si ponatur B
erit’ eos B@ == (S-—cos 8,  COS By—@._sm 55 cos"C,G‘ 4% m-—-sms et cosCy= J=
Quibus valoribus :utroductls habeblmus X=uw, Y y COS § ——2 sm s, Z==1ysins§— zcos s‘
s:= BS depotat avgulum BuR, quent’ conpus jam ‘temporé 't circa axem Ow vel 04 motu angul’
confecit; spectari ergo debet s tanquam functio temporis £, dum coordinatae @, v, z ratione tei
sunt quantitates constantes. i

%%4. Quoniam punc situs elementl Z respectu spatn absolutl per ternas coordinatas X,
exprimitur,  quae cum tempore vanantu,r, dum alterae x, y‘, z constantcs manent si massa eleme
Z per dM indicetur, et dilferentiale. témporis df constans assumatur, ‘ad motum hujus elementi P

sequendum requiruntur - tres vires, motrices: secundum, directiones axium - O, 08, Oy sollicitant

guae sunt . . S SRt W PV ST P
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Edﬂfddl QdedY

: e : . 9dmdaz
P vis' secund. Oﬁ_ i ¥is secun(l Oy = ——

‘o

*“h"‘“ "vls secund Ou
TRILTRE

pe ;ém \rn'mm d:rt,ctmnes hls anhus parallelae, in ipso puncto zZ apphcatae sunt concipiendae,

-._ﬂrﬂ%u(.m
mm:JJ B
"'Z;tﬂ abst)lutl agentes, - quae per notam virium compositionem vel ad duas, vel eliam ad unicam

Innotescunt-=ergf0 ‘vires ad: elementam corporis Z sollicitandum',requisil;ae secundum axes
"mvocam,:possupt. - Expediet antem eas_reducel_‘e ad ternas alias, quae secundum axes corpori infixos

"0 »{1 oc. -agant, ut calculos harum viriam, etiam sine respectu ad motum habito, expediri possit,
Lerca guod ,elementum Z ad hos axes gonstanti et immutabili ratione refertur.

vis see. OB = vi see. OF cos' BF — visec. OF cos s,
L vis sec. OC = vi see..0F cos CF = — vi sec. OF sin s

vis sec. OB = vi sec. Oy cos B;! =i sec. Oy sin s,

vis sec. 0C = vi sec. Oy cos Cg/ = vi sec. 0;v cos s.

FLTLLE s

. 2an 24M
€08 §—~ dd Z sin s) " altera sec. 0C= =

— ddVsin § + ddZ cos 5)..

3 d’s’ sin'§ — zd’s cos s, ddY = — 3 dds sm §— zdds cos s — yds- cos § - zds® sin §,

ddZ +ydds coss — zdds sin s — yds® sin s — zds® coss,

AN
vi$ sec, OB ~QTQ

‘-"““f’ R T A T el TR, -slﬂ't: ke TEPULLE

"'==er-lt"tl'ansferenda‘,!'-'ita ot nune}fcomdznataewy etz var:ablles reddantar:ex quo

. b . [ .. TAPRERIE MR - ; e . - Qdd o 2
m miomentorunty sew momentum-totale:in plagam B tendens erit.== - dtf-:'fﬁy?;l—-zf) dM.

Dimirnm motus, quem in .corpore <inesse:ponimus, hoc virium momentum requirit.
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unde T elpl‘lmlh 1psam celentatem anoularem 4n plagam BC duecbam, et fs accaleratlonem h
motus in eandem plagam, qmppe quae ex dlﬂl,rmtlah ce]erltatls angulms ad ‘élementurm temp'

distantiarum suarum - ab. axe 04 mulliplicari, haecque ' cuncta..producta -in unam summam ‘cojli

debent, quae summa si ponatur = Mff, quam voco momentum inertiae corporis respectu axis:
2edds

. - . 2dds -
erit momentum virium ad accelerationem ‘—o producendam, requisitum .— M g
52. Hine- igitur-vicissim;—si-¢orpus-a—viribus-quibuscanique-sotlicitetur;defnire-poterinms;
tum ab iis motus corporis afficiatur, Quaerantur enim ex. viribus illis momenta respectu axis.04, ;i

i upam summam collecta pracheant momentum in plagam BC fendens = P, et cum esse deb

mff '%[M—S:P, habebitur hine. .

de®
2dds Pt s _ fPdt et 2 _ JdeSPat
a My ar o omp T T e

vu‘:hus ad motum conservand‘um I'unlSltlS Cum igitur _per se sit mamfestum quantam vim axl
sustineat a viribus corpus actu solhc:tantlbus mdagandae tantum restant cae vires, quae ex viri
ad mofum requisitis in axem redundant. 'Ob motum ergo particulaer Z (Fig.*12k) considerandaé s
duae vires Zq et Zr, axibus OB et OC parallelae et inventis’ oppnswae (fuae proptel ea erunt

o vus Zg-— (;.dds—l yds2) et vis Zr—:—gd—M dds-—l-—‘dsz) S

i N

vim enim. Zp; quae,e_st axi OAL,paral-lel_a_,-. hoc casu in ni—hilum abl.re- iovenimus,

QdM'

5% Omnes ergo has vires in’ sunibath colligere debemus, et quia vis Zg in planum A40C
normalis, dahitur vis quaedam. M in. hoc, planum itidem normalis et axi OB parallela, quae omnibi}
viribus. Zg aequivaleat... ,Dc_ipcle quia.yis Zr in planum. 40B est.nqﬁna]is,~ vis iis .omnibus aef
valens, quae sit NR, pariter in hoc planum erit normalis, scu g-x'i OC parallela, sicque omnes.
vires infinite. parvae ad has duas . vires finitas MQ et NR reducentur, quarum.actionem propte

axis sentiet practer vires, quilius corpus: actu sollicitatur, ita ut, si corpus a nullis yiribus: sollic

retur, axis has fantom duas vires M() et VR, esset sustenturus. .
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55. Ex. doctrin2 autem’ compositionis virium constat, vim M aequalem esse summae omnium

wﬂll .Zy ita ut sit

. A - . _ 2dds st
it vis MQ =22 [zdM- f dM.
IR TDN R e
'vD cinde pari. modo vis NR acqualis est summae omnium virium Zr, sicque erit
ety € vis ]VR——QMSf rdM -~ u fd'M

P P TOTITLE I DRt U |
d has Lergo Tires, lnvemendas smo—u]a corporis elementa per binas coordinatas y et z multiplicari ef.

i onidih

: _,p\tegrﬂha "I')er Lotum corpus extendi debent, ut obtineantur valores totales formularum /ydM et /zdM.

- sty 56. Quanhtate harum virium inventa, earum loca applicaticnis M et N in planis 40C et LOB
investigari -debent, quem in finem ex M in 04 et ex N in OB ducantur normales MG et NH, ila

ut quaeri oporteat intervallum OG.GM et OH.HN. Constat aulem esse

' 1

vis MQ.0G = /vir. Zg.x et vis MQ.GM == /vir. Zq.z,
vis NR.OH = fvir. Zr.y et vis NR.HN = fvir.Zr .z,

unde elicitur

T dd 2
. 208 fazdi 4= 25" fayamr 28 [fesart 2 [yzam
EREER 0G = : 3 GM= .
o vis 310 vis MO
Sdd,
o = a2 [y | 2dds 0% frsatt
ey : ng vis NR ? HN‘— vis NR = Oh.

_ 57, Quo igitur hinc facilius definiri possit, quales vires axis gyrationis sustineat, corpus, quasi
esset in qmete, consideretur, cai praeter vires actu sollicitantes bae duae vires M(Q et NR esseni
applmatae. Lom enim omnium harum virium momenta respeciu axis 04 se desiruant, ex earum
:Wcomunctlone vires nascentur, quarum media dlrectlo per 1psum axem OA tmnsnt 1ta ut vis aequi-

“valens immediate in axem agat; unde patebit quanta vi opus sit ad azem in situ suo refinendum, ne

__;1ncllnetur. Cum autem ex viribus actu sollicitantibus nascatur respectu axis 04 momentum P, vi-

;

;

L3

£+ 3 dd v

Fﬁ ..;.;__dlmus esse Pe=—- : f(yy ~-zz) dM; hinc eo expeditius compositio omnium virium in axem agern-

tmm mstltuetur.

‘ ‘-"58. _Aequivalet autem vis M) vi sibi aequali in axis puncto G applicata, upa cum vi evanes-
., c,ap fectae, GM in infinitum productae applicata, cujus tamen momentum sit {initum respectu axis
04,_,'_f‘8t. aequali momento vis MQ. Simili modo vis NR acquivalet vi sibi aequali, axi in puncto 4,
IPSI BO parallela, applicata, et insuper vi infinite parvae, rectac hV in distantia infinita
Quare cum harum virjum infinite parvarum actiones a viribus actu sollicitantibus de-
ob L'L;Jﬁ;es ad motus conservationem requisitas axis sollicitabitur in punctis G et h viribus
.‘IQ.‘et NR ante inventis. Similique modo vires actu corpus sollicitantes in directionibus sihi paral-

le
lis axi imsiédiate sunt apphcandae ub obtineantur vires, guas asis inde sustinet.
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De motu corporis rigidi eirca centrum fixym.

59. Motum circa axem fixum ideo hic accnratius definire visum est, ut pari modo calculis
motu circa punctum fixum suseipi possit. Sumtis ergo in spatio absoluto tribus asibus immobilil
(Fig. 123) Ox, 08, Oy, existente O illo puneto fixo, circa quod corpus a viribus quibuscunque ‘
licitatum movetur, pervenerit corpus elapso tempore ¢ in eum statum, ut jam axes ipsi infixi in sp
absoluto situm tencant 04, OB, 0C. Quem situm si ad quodvis tempus assignare potuerimus,

. tum corporis perfecte habebimus cognitum; sumimus autem utrosque hos ternos axes inter se normalg

60, Pro situ porro asium mo]nhum 04, OB, OC respectu immobilium defs piendo, slfltuamu
supra: cos Ao =1%=N, cos Bu =13, c0s Ce=0, cos A8 =D, cos BS=G, cos CA=F, cos Ay
cos By = &, cos Cy =3, eruntque hae quantitates N, B, € eté. functiones solius temporis ¢, qu

ut vidimus, ita a se invicem pendent, ut sit’

MY+ BB GE=1, AN DD+C6=1,
DD - GC + FR=1, BB +6E +HH=1,
GO -+ 5 +33=1, 66 + §F + IJ=1,

AD —+ BE +- EF =0, NAPB -+ DE +-6GH =0,

AG + BG + 63 =0, AC+ DF + GI =0,

DG + EH+FI=0, BE + CGF -+ HY =0.

61. Si jam coordinatac cujusvis elementi 7 —dM, axibus corpori infixis 0.4, OB, 06; par

lelae sint @, ¥, z, quae ratione temporis sunt constantes; atque ejusdem elementi coordinatae axib
immobilibus Ow, 08, Oy parallelae ponantur X, ¥, Z, jam invenimus esse

X = Ux -+ By + Gz,  -¥Y=Dw 4+ Ep—+Fz,- Z= ®r+Hy +Jz. -

62 His positis quaeramus vires ad motum particulae 7 requisitas, quae ex his coordd

X, Y, Z, ita reperientur ut sint

uis sec, O = 20100% _ 20 (o qgp ydd® + zddG),

vis sec, o,@z??ﬂdd_" 20 (wddD —+ydd€ 4 zddF), -

ar®

~vis sec. Oy = 9—”‘%”';—“2 =20 (0dd® —+ydd § + zdd ),

functiones vero temporis tantum %, B, € ete. pro variabilibus sunt habendae.

63. Pracstabit autem bas vires ad alias dircctiones reducere qui ipsis axnhus corpori infixjs,:
parallelae, quae reductio facile instituetur hanc regulam observando. - Si vis quacpiam ¥ secund

directionem OM ageret, ca resolveretur in has vires

vim see. 04 — Vcos MA, vimsec, OB = F cos MB, vim sec. OC-—:- Fcos MC
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‘hine vis pracbet per resolutionem:

vim sec. 04 vim sec. OB vim sec. OC
sec. Ou ngfdx cos A %%}' cos Bu %%g‘dx Co
sccO,G le::—% s AS Mgidy cos BS Qd-’ﬁdr cos C3 L

" sec. Oy "d‘lmdz cos Ay dlgddz cos By g%?:—d—z cos Cy.
%, His viribus colligendis orientur pro elemento in Z=dM
" | - N ddN - yUddB + 29U ddG
I.!' Vls sec, OA —E@i 4 2Ddd D+ yDdIE +-zDddF y=vi Zp
| - &@dd® - y®ddH + 2 Gdd 3
C - -2 BddU +yBddB + 2 BddE
) <
- I Vis sec. OB ;%‘%{ 4+ 2 EddD —+ y&ddE 4 zEddF ) —=vi Zg
+2HddB +yHddH +zHdd
: @ dd Y -y BddB -+ zEddE
"dM

=vi Zr

JII. Vis sec. 00 ="

’.-

4+ &FddD + yFddE + zKddF
4 2Sdd® +— yJddH + 2Jdd

oque ‘ad motpni elementi Z = dM requiruntur hae tres vires Zp, Zg et Zr (Fig. 124).

Quia punctum eorporis O fixum retinetur, ratione motus non tam ipsae hae vires, quam

i ) 0B = Zp.z in plagam C4
Praebet autem vis Zp momenta circa -
. C=2p.y « BA

0C=Zy.x « AR

SRR ‘vis. Zg « « . . e o
TR ° 1 014{: 2q.z « Ch
RENE vis Zr « « Od==1Zr.y -« BC

OB =Z7r.x I AC

" Minc ergo resultant ex molu particulae in Z=dM pro tribus axibus 04, OB, OC se-

_‘l“entla tna momenta. ,

l in plagam
—+—xy (CddU + FddD + JddB)
— a2z (BddY - Cdd D+ HddG)

Mom. circa 0.4 — 204 J %Y (€ddB —+FddE —+ Jdd §) o
. W) 2z (BdAE = EddT + IS

NS L +yz (GddE 4=FddF + FddI) | S

— ¥z (‘.de%—l—(&dd@-f—@dd@) ) -
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- yz (A ddD -+ DAE+ Gdd f)

— 2y (6dAB + FdAE - )

L Mom. circa 0B =2 + 2z (YddE 4 DAIF + Gdd J)
N (@AY -+ FdAD + FdAE)

- zz (UddY + Ddd D+ GddE)

— 2 (6ddG + FdIF + Fdd 3)

+ 2z (BddE 4 CddF + Hdd T)
— yz (A 4+ DAAF + Gdd J)
et (BddY + Cdd D+ HddB)
@ ) —yy (AdAB + DAIE + GddF)
~-zy (BddD -+ BddE @dd.@)

\—ay (ﬂdd%[ -+ E‘Dddﬂ)—l—@dd@)

I1J. Mom. circa 0C=

67. Positio autem trium axium mobilium 04, OB, 0C in spatio absoluto commodissime co
seitur ex his tribus angulis _
Bed=r, ad=p et adB=gq,

ex quibus fit, ut supra vidimus,

N = cosp, B = sinp cosq, € — sinpsing,
D =sinp cosr, E=— smq sinr. — cosp €osg cosr, & = — cosq siny -— cosp sing cos
& = sinp sinr, H =+ sing cosr — cosp oS sin s, & == — cosq cosr — cosp sing sin

Ex his ergo tribus angulis non solum ratio novem quantitatum A, B, G etc. sed etiam earum d
ferentialium definiri eonveniet. ' o T '

68. Erit autem differentialibus sumendis
dY =~—dpsinp, dB==dpcospcosq—Qdg, d€-—dp cospsing-+-Bdyq,
dD==dpcosp cosr—Gdr, d€= dpsinpcosgcosr—Fdg—§Hdr, dF=--dpsinpsingcosr+Edg—
d®=dpcospsinr+dr, df=dpsinpcosgsinr — Sdg—-Gdr, ,‘5—-+dpsmpsmqsmi+.$§dq+%'

69. Hinc antem porro eliciuntur istae formulae

=Gy —FH, B=FG—3, C=DH—G¢G, ,
D=6 —BI, C=AJ—GCH, §=BO—UAH, B
® =B —CC, H=0D—AF, I=AC—DD,
harumque ope sequen‘res Corn — ; 7

NdE —+ DAF -—I-—-@ds " dpsing—drsinpeos q,

GdUA 4+ FdD - 3d® : =—dp sin g — drsin p cos q,

AAAE + dDAF +dGdI = (dp cosg— dr sinpsing) (dr eosp — dy),

UdB --DdE +GdG = dpcosg — drsinpsing,
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g BAY 4 EdD - HdB =—dp cosg =+ drsinp sing,

- dUdB G- dDAE +- d®dH = (dp sing +-dr-sinpcosq) (dg —dr cosp),
LdE  +CIF +HdJ
Gap o3I 34§ .
d%d(ﬁ —I— d@d% —l*d@dhj = (dpsing =+ dr sinp cosq) (dp cosg —dr smp sin g).

0

dg —drcosp,

:;' I :(’

‘[I

—dg =+ dr cosp,

Q[d%[+3)d3)-4—@5d®~"0
BB+ CdE + $dH =0, B
@d(, +5dg+3dd =0,

(dp cosq — dr sinp sing)?*—+ (dg — dr cos_p)
(dq sin q - dr smp €0s q)2 — (dg —dr cosp)2

g = .smp sing, . d,p sing-t-drsinp cosq. et dg—.drcosp’

ns ad abbl ewandum

sinp smq = Pdt s dp sing -~ drsinp cosq = Qdt, —dg - dr cosp = Rdi,

nqstrae fpx;mu_l_a_q ‘

B+ DdE - Gdf = — Pdt, %[d(li -+ de%—r— (de—+th ﬂsd@+ CdF—+ Hd§ =— Rt
+GdD 4+ $dG = +Pdt, CdA+ FdD~+ Jd0=-—0ds; CdB -+ FdC~ JdH=—+ Rt
-+ dDdC+-dOdH=—QRds2, dAIC+dDIF+dBIS—=—~PRds?, dBIG+dCAF-+-dHdS=—PQds?

P AP A= di® (PP Q)
dB? + G +-d == di* (P24 R?)

d —l—da ==d 2“‘_7%2“(‘@ —!—11)

od & Jal]] “hinie ad differentialia sccunda desceudamus, ob e]ementum temporls dt con-~

LA .. P - FRTS

fans repenemus

Sosis vl oo YA =D ddE - O dd = - dPdi 4 QR

=R GBI - Gdd D 4 HAI®= 4+ dPdt 4 QRA
o CdAA - FddD -+ JdAG = — dQde+ PRAE
AddE DAdF -+ @dd,‘f} = dQdt -+ PR
éde(ﬁ -+ (Edd%‘ + .i;jddS — —'dRdi + PQd*
T\6ddB + FddE - §adg 25 dRdi—+PQde
AN - DIID =+ GdIE == W (PP 00).
BAdB -+ GddE + $ddH — — di2 (PP + RR)

" GdAG -+ FdAF - ,JddS =— d©* (00 -+ RR).

' (E




04, 0B, OC sequentia praebent momenta:

I. Momentum circa 04 ‘1L -Momentum circa GB .~ I Momentum eirca OC -
in plagam BC = _ in plagam C4 = ’ in plagam 4B —
aQ T ar . aR
e —r= (57— 0R) —az (F — PQ)
d .
. —aez(dTP+QR) —ym(%zunQ) ---_‘}"Z(E?—I—PR)
7" ) a :
My Gr--PQ) Pz G PR) 24 (o (- OR)
+ 2z (3 — P() + (32 —PR) [ (3 — QR)
“+yz(PP— Q) —+xz (RR— PP) (- (QQ— RR)

7% Inventis his tribus momentis, quae ad motum particulae dM requiruntur, integralia ha
formularum nobis monstrabunt terna virilum momenta, quae ad motum totius corporis requiru

praesenti temporis instante. Tempore autem manente, quantitates 'P, @2, R pro constantibus
habendae, quia ab angulis p, ¢, r pendent, indeque fantum cum fempore mutantur. Situs igif
elementi dM jam variabilis erit, ideoque ternae coordinatae z, y, z, haeque integrationes per to
corporis massam extendi debebunt. 7 ‘
75. Ponamus igitur pro toto corpore, cujis massa sit ==, haec integralia esse

, S(yy 4= zz) dM=Mff = momento inertiae respectu ams 04

- 3 S(er-- z2)dM=MNgg =% « -~ .« " « - « OB

Slez—yyydM=Mhh= . «. . w o« OC

v s s i Lol e e

Tum vero sit -

atque hi valores ex cognita corporis figura definientur.

76. Com igitur sit
_/fgxyy.-—mzz) dM = M (hh—gg), [(zz~-ox)dM = M (f—hh), f(wm—-—-yy) dM = M (g9 — ff

pro iotius corporis motu conservando requiruntur sequentla terna virfum momenta: . o

2

I. Mom. circa axem O04. . .- II. Mom. circa axem OR I]I. Mom. circa axem OC
in plagam BC= - , . in plagam Cd= in plagam 4B =
* ar : B,
- - (Rh—gg) PQ - gg i & - (ff—Ik) PR :/ kb D (99— )
-~ I (PP — (QQ) - |- (RR — PP) o =-nn (QQ — RR)
2M ip - am aR aM¢ . ap
— mm-——— mnQR o —-nn d—tﬁ—nnPQ S . o —UPR

d . - i - ap e,
—nn-arg—l—nuPR'.w : : wﬁ-'l-l,-;‘;-l—llQRJ” B K—mm.d;n—;—mmPQ




oy}
" o

De motu corporum circa punclum fizum mobilium.

AR R Problecma generale,

: Corporls ‘circa punctum fixum O mobilis et a viribus quibuscunque solli-

Ita'Ll ‘definire motum.

..golutid.-' (Fig. 124.) Assumanlur in cerpore tres axes se mutuo in puncto fixo ¢ normaliter
. qm *éiﬁl; ‘04, OB et OC, secundum 'quos cujusvis elementi Z corporis situs definiatur ternis

dinatis 0)& XY et VZ illis axibus parallelis. Sit massa elementi corporis in Z siti = dil,
f-lue -{ernag coordmatao 0X =uo, XY=y et YZ=z Tum ex figura ¢t indole corporis colli-
mtegratlonem pro tloto corpore valores sequentium formularom, ubi M denotat massam

Slyy 4-zz)dM=Mff,  [yzd¥= M,
S(@x - zz) dM = Mgg, JSazdM = Mmnm,
Sz + yy)dM = Mhh, [foydM = Mnn.

aloribus inventis ponamus (Fig. 125) clapso tempore ternos axes corporis in spatio absoluto tencre
: QX;EOB et OC, qui ita respectu poli fisi ¢ et quasi meridiani fixi &8 sit comparatus, ut sit

fod=r, ad _="jj et «dB '= q

7 {ﬂllg ntur. Sit igitur

Momentum ecirca axem 04 in plagam BC== F
« « « OB « CA=0G
« « « OC « AB=H,

virfum : momenta plerumque ab angulis p, ¢, r seu situ corporis in spatio abseluto pendent,
“ = |
que:..-ldc{rco pro cognitis aceipi possunt. Porro vero aliae ires quantitates P, {J, R in compuium

e NS (hh— gg) PQ -+ 1L (PP — Q0)

oM
— min . g — (R —nn- Z—? -~ nnPR
99 - 0 (ﬁ"— hl) PR -+ mm (RR—PP)
ﬁ frumisnaig
— T iTR — nnPQ) — ll + QR
P oy |
" _ e o (] —if) QR =+ nn ({} — RR)
. M
— = I .90 -_ mm-j—f--i- mmPQ. - - - R G DL




B

_cognoscitur. Q. E. L

62 | L. EULERI OPERA POSTHUMA. Mechanf{

Quoniam igitur tam P, {, B quam F, G, H per ternos angulos p, g, r dantur, ex his aequatm
nibus ad quodvis tempus elapsum ? definiri poterunt hi ipsi anguli p, g et r, unde ad hoe mstan
positio ternorum corporis axium 04, OB et OC innotescit, hincque ctiam verus corporis motu

i
¥

Coroil 1. Circa has ternas postremas acquationes notari meretur, si prima per Rdt, secunq

per Qdt et tertia per Pdi multiplicetur, summae integrale fore i

= (fFBdt —+( GQdi + / HPdl) = ffRR -+ g90QQ <~ RRPP — 21IPQ — 2mmPR — QImQR

gquod mtcgmle conservationem virium vivarum involvit. ! ﬁ
Coroll. 2. Deinde ex jisdem tribus postremis aequationibus aliud integrale o])i.merl potesh
multipllcando , j
primam  per (ﬁR — nnf) -—mmP)dt

secundam per {ggQ — 1L P — nnR) dt

tertiam  per (hhP — mmR— UQ) dt : ja

tum enim aggregah integrale erit ’ - ‘]E

—(Ff”ldt—n—gg/FQdH—hthPdt)——-—(nnf (FQ—+ GR)dit~+-11 /(G P-+- HQ) d’t—i—mm_/ (HR-+I'P) dt)*

(f*s-nm YRR (g 4+ 15rn*) Q0 +( h +m'-15 PP +2mmnn PQ +-21lnn PR +2lemQB
— 2B (g4 1) PQ—2m?(f*+ 1) PR—2n2(f2+¢%)Q Iﬁ

Coroll. 3. Quodsi ergo corpus a nullis viribus sollicitetur, habentur statim hae duvae a‘equa:
tiones integrales ) .
ffRE -+ ggQQ -+ RhPP — 21LPQ — 2mmPR — 2nrQR = C

et

(f* 4+ né-+m*) RR -+ (g* V- n®) QQ —+ (h*—4-m* - 1%) PP
a-2(mtn— P2 (g 1)) PR+ 2(Pn®—m( (f*-+h* );‘D.R—k-Q(!FnF-—n2 f*+g*) QR= D,

quas constantes ex conditionibus motus definiri oportet. _ o _ ,,‘y{
s




