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ad diametrum exp]orandl patebat practer considerationem polygonorum circulo cum mscnpto
tum c:rcumscnptorum Ex quo fonte prmmm Archimedes notissimam proportionem 22 ad
vero Metius veritati propiorem 355 ad 113 ehcmt donec tandem Ludolfus a Geu]en hancg
port:ouem ad 35 ﬁfvuras in partlbus decxmahbus plodumt quem stupendum et mo]est1551mum l.

muolto longius, prime scilicet a Scharpieo ad 72, tum vero a Machino ad 100, ac deﬁlq
Lagnio ad 128 figuras decimales est continuata; ex qua ratione si circumferentia circuli,
diameter distantiam stellarum fixarnm maxime “remotarum - superaret, computaretur, ne millesima
dem pollicis parte a veritate aberraretur. , - -

2. Assidui aufem hi calculatores, quorum’ industria summam. meretur laudem et admlratlonem

Ay
emnes usi sunt serie, qua arcus circuli ‘ex tangente definitur, ita ut posita tangente =, rafl
existente = 1, arcus respondens sit '

PR - SN SRR NN s
._t-_——‘at +5t—7t —|—§_t —ete.,

quae series uiique maxime convergens reddi posset, si tangentem ¢ pro lubitu diminucre ‘lic'
Vernm cum hinc ratio diametri ad peripheriam concludi nequeat, nisi arcus ille ad totam peripl
riam assignabilem et coonltam teneat rationem, vix minorem arcum in hunc finem acc:pere 1
quam 30° cujus tangens est 1/ ; unde denotante 7 peripheriam circuli, cujus diameter est

. - ”___(1 NN 1 1 1 ;
5=V 3.3 5.8  7.5% T u.sﬁ“"”')’

1 1 1 _
seu n_(i _)3—1—532 730-—|—934—“_35—+—etc.)1/12.

Etsi enim angulus 18°, cujus tanwens est /(1 —21/ ) seriem multo magis reddat convergeuta
duplex tamen irrationalitas calculum iantopere molestum reddit, ut nullum inde compendlum sper

possit, quae ‘molestia pro minoribus angulis multo magis increscit.
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3. Exercitatissimus eliam caleulator Lagnius, qui hunc calculum longissime est prosecutus,
genlum 30° aliis minoribus in hoc ‘negotio pracferendum censuit; verum antequam ipsius seriei
:Ermll']()s evolvere posset, ex numero 12 radicem quadratam ultra 128 figuras decimales exactam
traherc erat coactus; (uem laborem cerle 12 horarum spatio cxpedire haud potuit, qum potlus
chdlaellm auctorem ei aliquot adeo dies msudasseh qumdoqu:dem summa, qua opus est, “atteritio,

/ yélaxationem tum revisionem pluriumque operationum repetitionem postulat.” Hoc attem labor
,BxaﬁLhIato ipsius seriei 265 terminos ad minimum evolvere debebai; primo ‘igitur numeriim 312 ad
98 figuras espressum continuo 265 vicibus per ternarium’ dividi oportebat, ad quod"ne’go[;ium‘;isi
usque figurae inventioni et seriplioni unum .minutum secundum tribuamus, quinqtie‘hbr’a?é:\;fx
ufﬁcmhant Deinde quotos hos singulos respective per numeros impares 3, 5, 7, 9, 11, 13 etc.
i dn erat necesse, quae opera, ob divisores continuo ma301 es, ad minimum tempus duplo ngus
deoqm. {0 horarum posiuhhat Denique additio cum terminorum affirmativorum, tum negatlvorum
jtraque  seorsim breviori quam quinque horarum spatio e;&pedlr haud potcrat sicque totus labor
ntra 37 horas omni adhibita diligentia neuliquam. potuerat absolvi, Nullum auviem est dubium, quin

ctor ‘tempus duplo imo tnplo nlajus 111]pc11d_g[1t.

o

lp " Quemadmodum autem hic labor mmﬁce ‘sublevari potulsse’r jam pridem ostendi, ubi angu-
m semirectum in duas pluresve partes d1v1dere docui, quarum tangentes sint ratiopales. Ita cum sit
—*Ang tang 1 = Ang. mang = +A11g tang » erit :per duas series -

L
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1 Al |— __ — pete,
— 2(1 —|—5 e 7_43.4—9.44- Lt(,)

(1=t s e e,

~3 5.92 9¢ T g9

. rm adeo prior magis convergit, quam praecedens, ex tangente anguli 30° petita; neque hic ulla
Mractione radicis opus: esk, quae- sola in- calculo ‘praecedenti {aborem 42 horarum posbulaverat
Bﬂ' de ‘priores utriusque seriei termini siltem multo minore: labore: evolvuntur, cum vel paucis :con-
ent figuris, vel periodum in iis agrioscant, unde calculus admodum fit eXped]tUS'-; Etsi autem: hic
1as series in unam summam colhgl oportet tamen qma mag:s converguut mu]i.o paucmubus opus

tta 51 fractlonem decmlalem plo g ad 128 ﬁguras Justam desuiu mnus, prmns seriei

R SRR T R
Ang.‘tang - = Ang. tang % -+'Ang. tangaﬁ- 2

i
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JH%:‘)Ang tang 3 Ann' tang '
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- tertiam partem insumebat, exclusa. E\ quo totus th labor vix {8 horarum esset aLstlmandus

divisio per numerum 49 aliquam molestiam crearet.

servatoque altero habebimus Ang. tangw_Ang tang +Ang tang “; 1deoque

4

{— 4? pA A 'etc) ‘.I!;‘!f,’.ll.i‘.
( 3191 51212 71213 91914 ) U

I S ‘ vt
- ! -——etc.)- i‘,'

Lo 2 Ang tang% -—I— 3 Kﬂg.’ tﬂng‘ %: et

- (1 T3, 49 Y R v L T

Verum etsi hic multo pauciores terminos assumsisse sufficiat, divisio tamen per majores:humer

et 121 omne fere lucruom adlmere videtur. Neque adeo haec transformatm.

v

. Ang tang i__Amg tang +Ang tang 79, quae praebet

[ ¢ .

b9
7= 5 Ang tang +2 Ang tang 7

calculo contrahendo inserviet; etiamsi enim. series pro altero angulo vehementer convergat, it

indoles  fractionis 75 laborem non mediocriter adauget, ita ut: praestare videatur sericbus’

minus convergentibus uti. - JE T R

7 ‘Quando autem calcu]o numericd est"cdnsulendum non solum ad conve1gent1a" 5@

T
_guh termini pcr operatlones arlthmetlcas evolv‘mtur- 1La si seriei progressm geometrlca sit ad

calculus facillime expeditur, si hujus termini in ratione vel decupla, vel centupla

: L 1‘_ o el
decrescant. Quamobrem seriei, qua angulus, “cujus tangens @st == Ci ac:multo magis ejus,”

tangens est — ., termini non sine ingenti labore evolvuntur,’ qui forte tantus est, ut qmllhe

: " ’ . . . 1 1
loerit multo plures terminos serierum pro angulis, quorum tangentes sunt - et — LXpCdll‘e, ne
H 1 2
. . . o : a "rzf§=
quam enim major convergentia laborem, quem’ singulorum terminorum postulat evolutm, LOD’IP
101 i, etc.
10° 50 100" "
est dubium, quin practer majorem convurgentmm etxam calculus smgu]orum termmorum mlruu

-

videtur. Sin autem ejusmodi angulis ot liceret, quorum tangentes essent

modum sublevaretur. .
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g, Hunc autem usem egregie praestat alia seriei forma, qua arcum circularem ex data ejus
ente exprimere licet. Deduxi autem hanc seriem ex consideratione formulae differentialis

do

oo dz o
Vi =5 ponendo ejus integrale fm =z} (1 — ;{;m)

f emm ﬁet differentiando

de=dz (1 -——-mm)—-—m'fdm sell g—:(l —z) — 2z — | =0,

atur nunc z= Ax+ Bz® -+ Cx’ Dax"4- Ex’-- eic.
. d
qe: :hinc - colligemus d~—: = A —- 3Bzx 4~ 5Cx* 4+ TDx’® - Y Ex® = elc,
-—-oﬁ”—dz = - Axx — 3Bz — 5Cx® — 7Dzt — ete.
— gz = — Adax— Bxr*— Cz’— Da'— etc.
— 1 = —1.

i mgulls ergo terminis ad nihilum ledlwendls mveultur

A-—'_-'-—-i, B-—-—A, C-—-—B,-D-—‘“-C E':-. 3 etc.-.

o o ‘ 9 o, 24 246, 24.6.8
ut sit Ang.sm;c__wV(i -—mw) {1 +3a2 5 59: —|—3.5'7m 5

9. Slt jam % tangens hllJllS anguh, cu3us sinus. p051tus est =, eritque

' m n
r= V (. -1-nn) et -1/(1 - wm) T Y (e o)’
nt irrationalitas jam ex calculo excedat fiatque
Ane. tape ™ — ™" : ( L Smm e 2.4.mt 2.4.6m8 7+ tc)
g g . mm—-nn _'“ i:)(mm—!-nﬂ) 3.5(mm—|—'.'m)2 -+ 3 5. 7(mm+nn)3 ¢

48 series non ‘so}um ‘magis 'Convei‘git -qUaini vulgariS'an‘té usitata *

v

42 6 B Lt ey
Ang. tang (i o ;:g+£~——etc.);

531"‘ .

=5 eic. non difficilins instituitur, quam divisio per numerés 3, 5, 7, 9, etc. Tum vero;

quo-maximum commodum cernitur, in eo constat, si numeri mm—nn ad dividendum fuerint

ocum habet. Haud minimi etiam in hac pova serie est momenti, quod emnes terminos invicem

iidi" cdnveniat cum in vulgari alternatim debeaill; addi et subtrahi.

v

10 Secundum hanc 1g1tur novam seriem angulos supra exhibitos evolvamus, atque obtinebimus:

‘ 1 mha 40 a.48 1
. I Aﬁg’ tang 2 5 ({ —_ 3.5 —52—4—3—57,-7-"5—3—{- et.c.)
' 1 2.4 1 9.4.6 1
. Ang tang = 10(1 ﬂp 3 AT R AT 00 —|—etc) .
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Il:l. ‘. Ang tan;.;? 7| |||\ «n(:'lf any "}’ 1 FO ":!— 3 5 50'2-"_]_3“5"{‘. 503 B _!_ etc“)‘n L
3 o3y L2 9 9.4 9% 9.4 o9

V. Ang. tmgv'_s 6250 \ 3 6250, 3.5:.6250% - 3.5.7 2507 _Hm)

quae series ad caleulum arithmeticum manlfesto multo magis sunt accommodatae quam. pra

cum prima exigat conimuam divisionem per 5, secunda per 10, ftertia per 50 et quarta per 62
9 144

quac ideo est pelquam commoda quod 630 = IUOOOO'

quam ob causam ‘has series praecedent;

longissime anteferendas esse censeo.

11. Denotet more Newtomano in quavis serie: littera P. terminum. quemque praeccdentem to
quo facilius pateat, quibusnam operallombus inde_elici oporteat terminum sequentem; atque prj

forma z = % Ang. tang 14—!: Ang tang—— suppechtat has series

ﬁ:—u—%—l——i—;‘— ;—P+%5LP+—S~%P+%—;—P—;—%C
—|~%-|— % . %P 4——: %} P -1-%&10 P’—}—-—g—: ) %P—a— ate. v r
Secunda autem forma m == 8 Ang. tan = —+ 4 Ang. tang — dat
= ?—g +§.%P+¥};%P-s-%.i—i()P—l—%..i—‘aP—l—etc.
—l—‘ﬁ)—%—l—%.s—loP—‘l—%’..;—opwl-mg.%l)-—k_%.éop ——';—.etc.
at ex fertia w==20 Ang t‘ang.{; —+ 8 Ang tang% plOd'lt
= 12_{; “‘% 5% ff_“_4 510 E“*‘fg" ;TJTPL; T g Poete
'321%83_'"3"10%%6 +":_'Iioi;;ﬁ)l) % 10;1944;#00 1‘:"'".‘3' wiozz)j}op ote

cedente posterior vero ita, ut quilibet terminus sit fere septingenties pr':ccpdcm‘e miner; ex qu‘
commeodi : assequimur, ut non sit opus in terminis primum sequentibus cypbras antecedentes st
quoniam. nullom est periculum, ut in locis decimalibus, ubi quivis terminus incipere debet

hineque ealewlus non mediocriter -sublevatur,

12. His perpensis non dubito pronunciare rationem peripheriae ad diametrum, seu valorem

7. eommodissime ot promtissime obtineri ex his duabus seriebus

9

' 9 2 9 i 9
= B Ty = — T
T 2,8 -+-‘P 3 16 ~+ P 06 05—+ ele

4 6
. 2 144 4 144 6 144
—+0,30336 «+ P . 5 10000+ L - 3 105060+ P, 7 * Tooaon etc.,

neque enim certe aliae exhiberi possunt series, quae tantopere convergant, simulque singuli t

tam. facile per calculum arithmeticum evolvantur.. -Hinc ergo speciminis loco valorem = tantur
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& decimales deducam, et quo chlculus certior reddatur ,"eum‘ad 22 notas extendam, in sin-
ﬁ;t’é’iﬁ terminis finem ftantum notabo, ut nota 22% si uluma " quoniam hine initiom sponfe

16 Prioris -ergo seriei terminorum evolutlo ita se habebit

S

23000000000000000000000 div. per 3

9333333333333333333333 S
18666666666666666666666 mult. per 2
H...... 3;3333333333333333%%3 div. per 5

Ti066666666666666666
298666666666666666666 mult. per

WL .. .. .. 5973333333333333333 div. per 7
853333333333333333
5120000000000000000 mult. per X
V... ... ", . 102400000000000000 div. per 9
] M3TITTTTITITTITTT
91022232292922222 mult. per =
e Yoo 18205 A AA AR Y - div, per 11
165494959594949 :
165495949594949%  mulL. per g,
VL . ... 33098989898989 div. per 13
2546076146076
3055293752913 mult. per 1
VIL ... 611058275058  div. per 15
| 50737218337
570321036721 mult. per 5
CVHL . ... 0l 11806621134 div. per 17
670965949 ‘.
10735455185 mult. per o
TS & S LU 214709103 div. per 19
| 0 11300479
c 203408624 mult. per Tﬁ‘o
. SO 4068172 div. per 21°
‘ 193722 :
3875450 mult. per 1—%
XL ... L. TTE89  div, per 23
' 3369
) ‘ ] . 74120 mult. per_i-ga
- DRI L 1082 dlv per 25, |
H it _-.A..;;.Au.slg,, ..ngmn*-. I : Deen

XIE . ..o o 2877



294 . L. EULERI OPERA POSTHUMA. . . Aty

metricam in ratione 1:50 .decrescentem, unde plures eorum evolvx non est opus.

.-v; .E-Q';"j"r

13. Altera autem series sequentl calculo computabltur

B Ea

03033600000000000000000 div. per 3"
b 1011200000000000000000

-+ 2022600000000000000000  mult. per -

.....

.. ... . 2912256000000000000 div. per 5
582451200000000000

‘.,232980asobooopooooo mult. per e

m. ....... 335&9189’12000000 div. per 7
- o h7997&130285714

28756!&’1:781714285 mult. per 1;0_‘:"00

W, &1&0998k85668 div. per 9
. L 460193165074' '
ce e o 3680825320594 wull. per m%‘al—)
V.ol ... 5300383661 div. per 11
481853496

a4

1818534965  mult. per o

VL oo ... ..6938690 div. per 13
| ) 533745
6404945 mult. per o
VIL. .. ... ... 9223 div. per 15
615
8608 mult. per ; 010&;;10

Hujus ergo seriei pro viginti duabus notis tantum opus est octo terminis, unde 22n notae cirel
postulabunt evolutionem 82 terminorum, hincque pro 128 notis sufficiet evolvisse &7 terminos.

1%, Utriusque ergo seriei terminos inventos seorsim in summam colligamus, ac prior qUi
summatio ita sc habebit: S



L 2,8000000000000000000000
n. 373333333333333333333
I 5973333333333333333
IV. 102200000000000000
V. 1820045544 bl b bl
VI, *'33098989898989
83791»10920910101010101

VI " 611058275058
VI 11406521134
1. 214709103
X. 4068172
X1 77489
XIL 1482
XIH. 28

2,83794 10920832784562570

1]1 modo addantur termini alterius seriet =~ T

iﬁﬁhbus, sequenti modo procedent,

I.° 2800 ele.
II."' 37333 efc.
NI 597333 éte.’
IV. 102400 eté. -
V.  1820kih etc.
VI 330(98)(98) ele.

VIL 611058275 (058275) etc.

L 0303360000{)000000000000
IL 2912256000000000000
_____ ML 3354918912000000,
Ve ‘ 41409281; 85668
V. 5300388461
VL N 6938690
YL R _ " 9293
-VIII' 7. Sb s it o4y PEE 12
© o 0,3036515615065147822055
prior  2,8379410920832784562570
m= 314159265 3,589793238&625

GrTE b

da, ULE

Sertes maxime pro circuli -quadratura’ prozime  invenienda.

Ceternm ad calculi ulterlus contmuandl (,ompendmm notasse Juvablt

I ST YT ] RPN SPEETE S P A Y
.

Elere vellt eum valorem peripheriae © faclle ad 200 figiras. decimales esse extensurum

.

numerus sola ultima nota excepta justus deprehenditur, totusque hic calculus laborem unius
lter -horae consumsit; ex quo intelligere licet, si quis fantum . lab01em quantum Lagnius im-

in utriusque seriei
mlms pnoubus revolutiones uotarum 0ccurrere, .quibus... semel observahs hos terminos (uousque
. Tacillime continuare licebit,  ita prioris, 'seriei términi priores. omissis in quoque cyphris

ubi notas periodicas deinceps continuo repetendas uncinulis

11506 (42113%) (K21134) ole.
v TR 21470 (910370{)75076557&29749860596919/»90&488392135380958) (9103 ete, . ¢

\;..!2';.;-. T T e b

'm posterioris termml priores in mﬁmtum contipuati sunt: =
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L 0,3033600 et .ciietvirgiies:

O 291225600, etc,, o T

M. 335491891200 6te. - . :

IV. 514092848566, (857142) (857142) elc.

V. 53003884616557-(714285) (714285) ete.
VI 693869034980391 (896103) (896103) etc. .
VIL  9223120711123978% (343656) (34:3656) efc.
VIl !1239587!:‘ 3.)75069 0157 (874125) ete.

16. Colhgamus nunc oclo pnoxes texmmos in infinitum continuatos in upam summam, 'y
statim qu: calculum ulterius contmuare voluerlt uti queat, et pariter revolutiones periodicas i i} utra

summa indicemus:

Summa 8 priorum terminorum seriei prioris /
L oege
IL © 373333333333333 33333333333 '
I, o 591 3333333333 33333333333
1v. o . 09!, 000000(}0 00000000000
v. 7 : h 1820-?1‘11 M—Mp RIAARETAN
v 33098989 69898989898
, - '2,8379410920210101 01010101010
Y. L 611058 27505827505
v, 11406 49113&“113
.. 2,8379410920832565,70629370629
sew . -2,8379410920832565,706293,706293, etc.

" R S P
LR SR

4" Pro posteriori ‘serie .

o 1 030336 U T

NS | A | 919956 o

cAIL s .o - 3354918912 - . o .
IV. . Méi(}998485668571!:9 ete.

_ ‘ o 3()365]56150598&04856685714 9857142857142 eic. ,

[ 20 530038846 165577142857142857 - B

g 030%51561506514087@1302)790000000000000 B : RERSY

Vi S e 6038690349803918961038961 038961 038961 02
VIL 92231207111239784.34365 634365 634365 63 ‘
VIIL. ’ 12395874235706270157 874125 874125 87

6947925866389278645743484 54TA52 54Th52 5% ,z
0,3036515615065140874130227200000000000000 000000 000000 0o

0,3036515615065147 8220560935892786457 43484, 55T452,547452,54 -

hinc summa octo priorum terminorum est

0,3036515615 0651&782205609'-! )89978()!'4 57&-%8& 5-’&7&52, ete.

tiores approximationes 1_nddgare hcq.t'__. T E B
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v

7. In ‘evolutione quidem- terminorum ulferiorum divisio per majores numercs impares moram

 sossere potest, ita ut ad has operationes multo majus tempus sit impendendum, quam supra ad
nores spectans divisores acstimavi.  Verumtamen hacc difficultas in serie vulgari ex angulo 30°
nta multo est major, proplerca quod ob plures terminos evolvendos, etiam. majoribus divisoribus
pu's'esﬁ conficiendum, practerquam quod antequam haec operatio suscipi queal, tam taediosam ra-
: is estractionem absolvi oportet. Quamobcausam dubium plane nullom superesse potest, quin cal-
alator his binis novis serichus utens longe facilius et promiius rationem peripheriaec ad diamstrum
'(iuov‘is’ praccisionis gradu definire queat, quam si calculum more consueto institueret; et guan-
umﬁg temporis spatium in hune laborem insumere cogatur, certum est more solito tempus plus quam
.]'J'IO majus requirl.

48, -Ceterum observasse adhuc juvabit seriem hic pro arcu ex tangente traditam etiam directe

x seric consuela

Hs—= . % — T 15 - 5 47 —% t9 - etc.
ritladdendo (f+-1t)s= S t%£t3-;—s')—t5+ 27 R0 et
r- ‘ 3 T 35 5.7 7.5
PR ‘ ' 2, e g
. e 3 Il - S | i N
ol ——t) s= i 1 55 b pot ete
Lo . N 9.4 by 2.4
. LI &g, =M ] 8___ X
t :acilden'do (A+u)ys=i(l+t) - 1P gp P — i 17— ' — elc
mili modo reperitur ulterius:
) 2 o 9.4 T 9.4.6 2.4.6
_ 3o A2, 2 48 24y 1 9
| ,A(i+tt) s==t(1 1) 4+-—1i (j 1) el L it g I —-ete.
' 2 9.4 9.4.6 9.4.6.8
- o 3_y_ % 43 e ] Vi 9 ___
(Pt =1 (1 e ) e 8 (L )7 e 1P (U ) e T - et ete,
eque continuo progrediendo evidens est hinc .obtineri:
ot 2 P 2.4 246
S = Tow ™3 A er Vs 0w U357 (s E-s
seul PR 4 2w 2.4 ” 2.4.6 £t - etc.)
¢ =15 ( 3 1o 55 Aamt T 53.5.7 (len)? '

¢ series ponendo !=— cum ante exhibita congruit.

19, Quoniam. seriei prioris terminum nonum exhibui, cujus revolutiones periodicae 48 figuras -

Mplectuntur, seriei quogue posterioris terminum nonum hic subjungam ‘
IX.  16800055435025555673161 (293295-%03537638831756L7881530234-‘&-71&10%1999177-) (293 etc.

23 cypbrae sunt praefigendae, antequam ad comma, ‘partes decimales a loco integrorum separans,

nay eniatur, jta ut prima hujus termini periodus in loco nonagesimo ‘quarto terminetur. Si loco
g q

_-jL.Euleri Op postipma, T. L 38
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| s 9_,3..5.
o _3_ 3
o Ix. 168000554350 5555673161 B L= 15 17]-

Simili autem medo prioris’ seriei termints -nofus expressus est

21002

21:.70 31570

Deinde summas octo tummorum supla exhibifas ita repraesentarc llcet

1
Prlorls‘ SLl‘lel
0 - 1 -8

h 9 20 ] e —

Summa 1...VII 28379510920832565 = o 13]

o o Aoz 5 4 2 2
terminus IX . 1% 70218'9 =3 +ﬁ_1_3+17]

summa 1... I 2,837941092083278041 12893

21379'
Posterioris seriei . « .. . .
- N SR 4 § ‘_ 0,30365156150651478 205609358927864.57 k34 84

1001

IX : : 16800055435095555673161 ,)431

14307
57017

I....IX 0,30365156‘1506514-78 90561103893311 0807690&0220613

o

) 14307 3 —i- i L8 5
w7 T 7 i___E"'ﬁ’

ubi notetur esse

unde hugus fract:oms evolutio est in. promtu Pamque modo - ést prior fractio -

1603 _ 5 5 7 2
21879 9 . U 13 T 17

[
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