% ,a.»a: (—) 25 pete,
{3;‘-) (—-\ ete unc:a:

.quouez q fuerlt nue -

‘r ,negotmm €0 red:t ut

l quando
| -C'étéEr'um o )

.S1qu1dem

mflum ¢ ﬁhbmm, qﬁm |

R




‘leupn ‘autem mterpoiatloms ex cerie hypmueometrnca Waf!zs
2, 6, 24, 120, 720, etc. Tepetere conveniet; quamdoqmdcm ey
lutio nostrorum characterum insigni affinitate cum hac  serie

pracdita. :
8B 3 B

§. 3. Quoniam thbet terminus senet hypergeometricae
producte imvolvitur-s 4. 2.3 . 4.... m ejua loco brevitatis gra
geribamus O, sxqurdem ista forma tanquam certa functio ips
m spectar pottst cujus " adeo interpolationem jam pridem docui

que demonstravi esse (D p— 1/7r et CD —i= ]/71', denotante
pellpPenam civeuli radio © i descnptl. ‘At si aliae ﬂactxones Vel

3, 1, ete, sumantur, valores ‘continug altiores quqntltates tr'ms

dentes - requirunt ; ;quamubmm, si nostros 'charaeteres ad: hujus
~formulas _Q),]n revocaverimus,, interpolatio nulla amplius, laborat

ficultate. - i :
Problema. . ,. .

§. 4. Palorem .char acterw (—) ad termines progresszonzs

pergeometricae revocare.

n
m

Solutio.

et o '
) _
Cum sit ( )"“ nfn ‘rl_f; gn‘ q—H) at vero ‘ex

,glessmne hypelaeometuca sit (I) n—_—n— 1.) " — 2) -
ea ita referri potest
Pn=nn—1=1 (n—2)....(n—g—+ i)x('r——q) (17—0— 4!)

Qun

unde patet; numeratorem nostrae ﬁact:oms e88E tn iy} qu
.obrem , cum dcnommatm eponte sit @ : g, valor nostri charac i

[ o ~ . <D .
“(_q) erit R =y

- : Corollarinm.

B § %. Quod & ergo loco n seribamus o+ b et a locoyg, ha

! b
s istam af-quationem. (“_H’) - g (E“x";@-)g‘, in qua . formola If



sempcr' fore
derluc& pos~

e prema _ i .

(ﬂ-”:fg—( )(" =)

én sﬂ; per _supermlem ‘yediic-
O AR
; “P:bxP:e

- aors ;,mde patet litteras a, b, ¢,

, ing f*pn? ¥4, —lr»b esh- L restituto
m,aqué} epim pars. aaequahs est‘-hm& H

1-,-r~

—

:-.—-wf! W wn e B .

35 nqziiz" ‘izrterae a;

e STEL R

‘geometl 1cani habebl-

valoret e utcunque Titterae-
i fyﬁurlbus imodis ferE possrt,,.
tgm;gg g;gquah@; g;ghlbmﬂ :,po,telg- :
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Corollarivm ; i

, §. 3. Hoe modo ulterius progredi . licet atque demons

71-—-:; n—‘w—b (n— 4—

. b—c

poterit istud produstum: (3) ( - ——— ) perpeti
eundem valorem retinere, utcunque Ilttelae a,. b, ¢, d, permutefity
Ejus enim valor semper erit |

P:n
P:axQ bx@.uxfp dx QP (n—-—a-——b—c—d}

Theorema 3.

§ 9. Hoc productum: (f) (%) semper aequale. est huie ¢

racteri: (3%6) g .

Demonstratlo.
“Cum ‘enim §it. per reductlonem ‘ad numeros hypergcometn 3

N Al @--a-i‘ P :b | ‘
(\-——-4) dx Q:le— et ( )_QJ ax@(b,_a}, manifesto’ "8

) (3 ) == b) T _a) Tum vero simili modo erit :

_ (a-—-b)'—'cp (a-—b)"an-.(b__a):cb":(u—b)xcp:(b—&)’\
ob P:0=1t , ,unde seqmtur () (wb- ) — (V_b) hincque patet
productum semper nihilo aequan, r-uot1es ‘a—b est numerus integ

Scholion.

§. 10. Mis praemissis sit (TI;") forma generalis omnium H
jus generis functionum, quas hic evolvere comstitui, ubi P et Q
Totent numeros quoscunque, sive integros sive fractos, - sive negaly
vos sive positivos, ita ut in hac formula mﬁmtres-mﬁmta multitdh .
eashum contineatur , atque jam notdwmus, quoties denominator
fuerit pumerus .integer posmvus, evolutionem revera semper instif
posse; unde has formas: (—) pro cognitis habebimus; earumque

reliquos casus ad majorem simplicitatem reducere conabimur.

A




(_.)“h' ﬂz&l[mﬁe reducuntur

0 -‘!P ; l,"'

eguennbus ostendam, quomodo
eat. . - 51 scilicet. litterae. m
haee forniula “gencralié =

m b - s 8 '
Ay Sl v: M. {%_, -ubi_valor

W

P tes ,.i{‘ . ]gltllI'. hodo fOr-
I'Ed]gl pﬁterl.t a8 taIem H (f) >

g mtra I;mltes ﬁ et { subs:stant Oum etlam
i Huu: lglt-lﬁ‘ reductmm ine
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| ' S oprdec T op Deoopgs 0 Bmnit o woecngowes’ wtapna s S pe g, :
i . Tod m meassg,h = e e : (ARt
i ,

! ) N ' §. 114 Cum sit. ( )'_4)'(?—;_1%, erit

Pam P p e

- T OF CPﬂ—m)—“FIfon@ e,

cujus charactens valar, ob ni, numerum 1ntegrum posmvum semp
absolute assignari putent E odem igitur modo exit :

D=0l Gigx (),

w

§. 15. Cum: sit ( ):'“.. 9 P m conclud1tur f’me,:

'L: Pimx:(p-+ )1

‘ ) 7 oF !(p —n) %_TIT’I (%) .. Eodem modo erit
B B B ) k. -
i @ (q = n) = '(q);,;,i i "(“f;)- © a3

; TR W . S PR ey e
S . P rob, Zem a. I . o

2 "{"m"), ubi W denotaf numerum

§ '16. Haié Forimilans "}}“"

tegrwn positivum, ‘reducere ad hane szmphczo; em:’

e

L
Y >

Solutla.'

i Yoo Per i‘edhc’iibhém' hosfratm’ 'géherélém"' ‘ad: numéros hypergeo
L ' ;rlcos erit (g_-g—__v_n ) = fD qucp (iz;:? _|_m) Quod s

_jam hic*

) L. < (D . I) b : x_;-_‘z( —'ﬂl ) y
'm@';“-'&p-’g’?ﬁ) - (z:ﬂ_tﬁz)

m

Stltuamus plOdlbit (? ‘.J[',,’“

lgltur su: cp qxq:p ?P —-%4) = -g_.),' hab:e-bimu‘s '
o (p—l—m? '

: ) p_';ﬁ (P) S e g
o (SR A

3 o e PP 2




.;izi),l‘eng,as II R

-;_%?—T-_-,—’—’i - uibip mwut nymeruyy integer |
1. formam sunplmo; em-( ) o

, lﬁ?i’ti"d‘: TR S A .

' _ﬁ*““het b c ﬁe(fu"atiéhéin*.:‘ | :
) R Lr B

:
. - m) Valmes ex Iemmat&
, mpe‘emp sequens expfessw :

m

—y

'-.?i-'}. _.

(i""q

R
{ A

e s

fz-*rr;)

€ R .
P _I‘z bet !Tq_hn-- —!— D J{Q_,_,l) X Cp» (I%

r ed’ucm e,
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. 8 olu tig, *

Per reducfionemt ad nnmeros hypergeometrlcos erit : .»'_

Py — ¢t
(42— — Pl mx @ p—a+a)
Quod si jam loco §: (q—n.) ex, lemmate secundo, at 1!

O:(p — g+ n) ex lemmate pumo valores substituantur, result

LM @
c’%_") = ‘9“1"@‘1’*?1’ = (P—q-i—n) (p—q+n) x (1;).(

eXpressio :

Problema V.

3 . oy £ PN _ pptm -

{. 20. & Suerit (Q) = (ﬁ_}_—-;l_), f;;us valorem ad '}zanc ¥
mam reducere: (E) M, ubi M absolute assignare licel
inde gquoa m et n sint nwmeri integri positivi.

Solutio.

- , (P,*f'?")-
Ex problemate 1. invenimus .P_:m) iP—_—q—_}_—m—)x(g : Qu

si jam hic loco ¢ ubique scribamus g+ n, ent

)
(2-*'.“) —_ P L Ly, (‘,p_
-+ (?""'q_n—i__m) 1+ 0
m ._'

Hie Ioeo (q -——) valmem ex problemate Tl substituamus, quo facto

S vkl e e

]~ nd T (P—q——}t-—t—m)x ( ! )

ubi igitur erit -

¢E™ o 59

M .
(E_—_i%“_“"_’_”) x ('L‘Ei‘)_f

cujus valorem, ob m et n numeros integres positivos, semper.
solute assignare licebit.
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e r

Prz)blema. \I -

Vedinn

(gt?, r.yus ymé}em J'educc.re ‘ad fora

--411\.""" .
,q-——n ut prodf:at o . i

st

for. ex pi@blemate IV subst tuatur

srrge i
. 4
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. ‘ P—w——ﬂ p—~tf
- {a) ()
Problema VL
. 23. 8 fuerit 2, — (PTT™) . éjus valorem ad formam s
" - Q et ‘ -

plicem (2) M reducere.

b
.

Solutio.‘

i

Sumatur iterum ex probftmate gecundo. expres&m

. P—‘ff)
e59=0

ya
— % ('_)1
m eaque Ioco g scubamr qr—n ut 01latur fmma pmpomta, quae

I3

if P_q+n N
P“"m\ — (______.__) (’__,
gm0 (R ) g—n/
unde, substltuendo loco charactens ( — ) ejus valorem probleiﬁ '

(?—Q+ﬂ (?‘)

IV inventum, prodibit (2= ™)

ce L R =) = (‘m) — P—q—}-n). '

Gorellarlum.

-

¢ 24, ﬂuotles igituy den&mmatm' Q ﬁxeut numerus inte
sive ‘positivus sive negatlvus, tum loco- q sempm statui puterit

et quia ( )__ 1, valor talis fmmuiae ( Q) per nostras redactio

sempey absolute agsignari potest, qma in ommibus eharacteribu
nominatores sunt vel m vel n, ideoque numeri integri. Tantum
tur superest ut eos ecasus mvest:gcmus, qulbus Q est quaep



nando g est fractio. . Pro his igitur casibus vale-

© per formulam quandam integralem exprimemus.

Soluti 5.

'mns:deremus hanc formulam: f 21~ g (4 ~—2)",
=0, ad x—=1 extcnsus, demquetur per A qui

-‘t‘m 1psms g, puta f:igq, logo g hie scmbamus q—:—i_
erit. A — A’—‘fm‘l’_"" o0z (1 —~x)“+‘ ; hoe-
bis uﬁcasu numeu n reperletur valor 1psms A pro

trg

(q-4~'n) : :

q‘—i—r) (q + n) (r_H—s)
3 ql+"' J— —n) (g M— 1 A -I' C e
( g ) g J(_:'—n 3)11 ';('H' ), evidens .

unde wmssnn crxt (‘H"ﬂ —*LA Sit -
. ‘ ! 1 N

at (f’)——%_-_'_q._—( 2y,

«con cludlmus for




TS

¥

ab x=—0 ad a1 extenfus, pérducat. ad valerem characteris

. .

L N - .
Corollarium.

§. 26. Quaccunque ergo fiaciiones loco p et g sabstituan
semper curva algebraica exh:ber potest,, a cujus  quadratura, e

definita, scilicet quando “—1 vaior formulae i') pendeat.

A Schwolion.

§ 27 ‘Analysis, qua hic usi sumus, videtar quidem tant
locum™ habere casibus quibus 7 est numerus integer pés%tivu?s, nél
ergo ad casus’, quibus p— ¢ est fractio] applicari posse, VCI i
ipstin principiuni continuitatis applicationem ad numeros fractos’
tIS confirmare videtur; interim tamen- juvabit consensus cum vert
in cast aliunde cognito ostendisse. Consideretur ergo haec form

( ) ub1 p—1 e g=—/_%, eritque  per I'eductmnem _genert
(- L) = q;w—j, quae expression ob Q:t—= 1 et Q:i="}
evadxt 7"/; . Nunc igitur videamus num Isia expre§sio conveniat
f : : o : :
P -—, At vero iste denowinator, positc xZTwnyy, abi
2y U — @) L
T — ay Yy
oyV 1t —yy =. [ ——= -- | =L
f J]/ vy */:—y'v Y1 —yy
Constat autem , his 1meg1al bus ab y —-0ad ¥ ——t cxtensis, ¢
[ f_ij':; — T et J_Q—?L ~ X ita” ut differentia sit L, ideo
¥ —yy 2 ¥Vi—y & rod 6

i

P # -1 . o e 3
valor hic’ inventus —q’; egregie convenit cum. praccedente.

" _ - Secholionr 2
. P

§- 28. Quod autem ad formulam integralemr f2®"ga(i -
asttinet, ex annlysl paret, ejus. valorem, ab x——= U ad x =1
spm,, finitum, fieri, non posse; nisi sit, g> 0., simulque p— ¢ >~



,@ME '_ ﬂ;nos’t"t*ﬁ ‘protest-a*te é:St istos numeros p et q,,
am genela,lem (—) reduximus, intra Jimites 0 et 4
mtegr alis inventa semper. ad omnes plane casus
Cetexum jam manifestum  est, casibus quibus Q
1", sive posmvus sive negatwus, evolutionem
_,’iu-ocquc efiam succedet casibus guibus. pP—0Q
-;: unde 1Usus nostrae formulae integralis erit ams
5 neque O neque P—O sunt mtegu. Ca-

tum enlm quaccunquc fractio

501111210.,‘_ S i : ‘
4mr—:ger -sive posmvus swe negativus

1ta ut p——D sic-

1 -
, - g)"— gf:x:& ‘oac(x—-ac)—‘l'
mtegraTem a.u,utatms evulvamus quac

e

, o ,
POSltD __ —I '—a z, sive

o~ oo e‘(tendl debet. ()b (az 5

, i Z ",—Z
% ' " 215y

rﬂnsmutatm m hanc L .1—z_ At vero ohm 05~

—x 9..,

ntegxahs f( — )n vamlem, a 2=0 ad 2200 ex-



,.70'

sin. g9

— singm,
()_";..;.‘;ﬁ_ a® o '

unde nostrum integrale erit —'-— , quo substituto habebim

Coroll_arriu‘m.

{. 36 Ououes g " fuerit numerus 1ntegel sive positivus 8iv
negativus formula’ illa, ob sin. g —— 0, semper in nihilum abit, sof
casu excepto ¢ == 0. Sumto autem ¢ quasi infinite parvo ¢

sin.gm == g7 erh‘. utique (—)*—*‘ 1, quemadmodum rei ~natura posml ,

Corollaripm.

§. 34, Cum per rcduct:onem nostram generaicm git :

() = grir ,
CD'qx(D
ob (.D 0 =1 erit Q: gxQ:im—mqg— —3— ita ut, guicunque vg

sin. g ?

lores ipsi ¢ tribuantur, tam valores @ : g quam ¢ : — ¢ ad quan

eorum productum per quadraturam circuli- exprimetur.

&

Scholion,

- . PN t ~ N . ',"
§ 82. Cum sit (}—)_.q‘fxq I —p=4» Siquidem ho

integrale ab x—=0 ad x_—{ extendatur, si istos valores in thed
rematibus supra allatis circa relationem formularum (P ) substitu
mus, sequentia nanciscemur theoremata , pw.\leiatmne formulary
integralium, quae maxime videntur memorabilia.

-~

.T]zeorema.. :

§. 33. St sequentia inlegralia ab x=0 ad x=1 emtendant
semper haec acqualitas subsistet ; . .



fmﬁr——: ax (1 aen m)ﬂ-t-—-i
m)u——b fmmw—x ax (i __\x)n—ﬁ—m

T

:4 SE .!-"'--.- L]. V"

‘exponrens 1psms T evanesca,t.,

, €jus valor-absolute assignari potesty erite .
' o+

11)51113 4 — & evanescat ut habeamus

-
Hn

gin. au'tem fmmula mtegra-
egné alor ut vrdimus erit
"orlunmr Ceterum hle

i exfendanfur,

3

nufeg alza ab 35—"*"‘*\ 0 ad x

e
-

xﬁrﬁ'-'-’ ax (I___x)'rr—a-—fi .

i
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~Corollarium.

§ 36. Hic evndens est numerum talivm . f'm.anm‘um inteprid
Yium continuo ulterius augeri pbsse unde numerus vaiiationum, . qgi
in singulis productis locum habere possunt, in infinitum excresc
ubi qu:dem observo, casun simplicissimom  Thearematis primi pi
‘0§ cunvenire eum iis quae olim dc relatione inter dlvelsas fm,
Tas mtqgmlcs propesueram. . .
L)

. ‘ . : Scholiﬁon.

nentur : f?ﬁa:‘(l -—-:r)'f quam constat SRR
mas transmutari posse, dum scilicet binos expunentesff;. et g quu
numero integro sive angere sive minneve licet,, atque inter has
¥ersas 1ormas sue dubia simplicissima est ea. in quear. 18 exponenies
tra. ]nmtes 0 et — 1 deprimuntur, quam tlanatmmatlomm per

plurimis modr,s:

quentes reductiones commodissune institui posse “Tacile patet :
' b . P - e
fatde (4 — = gt i dw (1 — 28,
[rord—z1= P‘;"+“f Pt E)’r(i — @1,

f.;uP dx (4 — )% "‘“P_—Fq—l——sf"P a.:r: (i—i—x)q'—
fet g ¢4 — =27 _f;?f:fja:? (1 — a2+

msntuuntm, insignem  usum pxaestat . E
5' pfat=— ‘ax(i-—a,)"’:'qupax (1*—.@4"‘“

i’ro-b:leniq;
§. 38. Describere lineam curvam, cujus abicissae X respo
applicata y = (—),, ubi m denotel numerum integrl

positivum.
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\« Soh,t:o. -

A

‘ ,*mvestigcntur qpphcatae, quando abscissae z pmme-

sus bmnes apphcatae quae respondent va.lonbus negati-
5 _qmn etiam majoribus quam m, €vanescunt. At vero
]‘m'ﬂS hape curvam semper praeditam esse diametro, quem
a' abscissae x == 1m r.es_ponde—ns, unde’ sufficiet casus
-_..qulbus X > . .

“sin, M 2

Ty 1d quod facﬂhme praestatul ope reductionis
T T ¢Em
ql?.a 'OSt?’fql_muis ‘essc_ ("T{_) —_ (-:P——Qf-}-_ﬂ’-) % (q_) -

sn.mx my
E TR
am evolvendam unicum -ntetyallum absmssae __.‘l percur

Hoc observato_;_ habebimus - : - -
sin. g, £m — 1 — g

A= m 77

~valores hitermedl facile ass;tgnarl pote-

. .deseripta. ,
U 10




'_apphmta a quadmtura cu‘cuh pendeblt qaam in” sequeni‘e PlOb
mite lnvcs‘ugemus. o S S T E

Cotollarium:

§. 30. Hic &videns est Istivs curvaé maximam- applicatay
gefliper i"espofld'ere abscissaé z == {m , quie ‘gintul erit curvac
mmer, LUJLIS detelmzmtm plO ca&busw qmbus moest m Hmerus

L

/

" Problema.
- 40 ﬂwestzgare maa:mmm applicatant. curvae mocfo ante

scriptae, qua absczssae X Jespondeaf wpplicata y: (— :

. S olut 1 0. -

Desxgnemus hane maxlmam qpphcatam littera M , ita
M_—_( ) 'atque hic duos casus evolvi oportebat prouti m fus
o

vel nunreris par Vel mipar. ‘it 1g1tm°~pr1mcm m:‘?z,. erit M=(=

cujus valorein Jam dudum ccmstat redum ad hanc expresswnem'

R SRRV SR ('41-——12)
1.1.—3.2’5....-..1
Hine enim patet, pro casu i—= 1 fore M —— 2. 81 i== 2,

M — 6; si i == 3, erit M —=-20 et ita porro.

At si m fuerit numerus impar, ponatur m == 2i + f_r eritq]
M= ﬂ_l—'_” , qui valor, sl ad numeros hypem;eumeulcos reduc
thr, fiet "\/I“'m . ubi est O: (2H—i) £.2.3.4....(20+]

N CH GV 3
AL cu 51t P:i=1 1/'1', hincque porYo CD (t I)___.:?,, ]/.

Cl) (2= D= SR Y/, ideoque n genere

2.0.%

Gy =il CIY e

w(af +_’) T Ly B e L TR LT L

q] (%”H)) _— - Vt'q-: s "SIV
q:)_‘t 2f =1y . 2 , : -
B = x4 s otz 06 L 4,



$ (i— 1 divisa subministrat 1&1 am :
4 8.16.24.52... 81
T : . {2 A~ 1)

— P p— ) ”m(m—l— +0., o o e
“."-i ——m; (—-) == .3 ¢t ita porro,
0 apphcatae SlgIllS aitelna,nllbnﬁ in infinitum progrediuntur.

atis pl‘aecedenubus notetur esse (_171) =1 ( —m ) = —mz

—in—1

‘;S;upra autem invenimus esse

= ———a-—_(p—q)x(i’)

ST

) (:—__)
F’ © “—m

L 10%.



“

Quia igitur' formula (%) éemper' evanescit, mmmerator vexo, ob ;
elusos jam numeros"iﬁtegros pro zx,.nungham evanescere potest, ¢
" dens est istam applicatam 7 semper esse:infinitam. , qui est ca
prorsus singularis curvae infinitas habentis applicatas finitas , im
quas intermediae omnes evadant nfinite ‘mdgnae, cujusmodi ‘ca
mihi quidem adhuc nondum’occurrit, quem ergo- attentione Geome
rum haud indignum ‘esse arbitror. ’
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