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‘ANALYSIS TACILIS AEQATIO’\TEM T{ICCATIANAM

- BER FRACTIONEM CONTINUAM RF OLVENDL '

! . . . .
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AUCTOI{E

Conventui exhibuit die 2o Mart. 1780..

“Jutionem' per fractionem ‘' gontinuam tradidi , sed usus sum . R
methodo haud parum operosa , quae transfolmatlones satls
abstmsas reqmrebat Nunc. antem se mihi obtalit alia vm |

" - lenge facilior 1dem pxaestandl, guae euin ad- f’ractlonem .

continuant muILo szmpllolo,lem pmducat hdud indigna mihi

. visa- est, ut earh cum pnbhco communicaréem , - plaempue‘

cum insignes " Geometrae hoc algumemtum supimo studm

pe,lscmtan coepeunt.. . R - C SR

. . Consuiem dutem a@eluamonem Rlccatlana.m, &ub hax:

forma expressam : _ .
ady —+yydr = &7 "dr,.

quam autem hoc modo repraesento :
byc%x

’

quae qmdem revera priore. mon est Genemhm 5, chl'Lo enlmn.
b b ‘E—a : o

yp—axt v fit dy-*a:“dv—k .1, e vda:,‘

+

CLoeviero . o4

1. Jam pudem eqmdem aequatloms Rlccatlanae resos‘« N
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hoc wmodo 'novus

- 13 .

terminus introductus fterum -tolletur, .
oricturque sequens aequatio’:
' b

ﬂb . W——t .
amddv—l—a, pode —=:x  dx.

,

'Verum forma assumpta ‘ad institutnim nostlum 1mp11mls‘ -est

'accommodata- statno autem praeterea _j/'_.. s ponoque pre~

vltatls g!atla a —i—b_._c, ut. ptodeat sequens aequaucr' :

axds — cudxr . zzda: — x dx )

TII. Fiat nunc ista substlmtm z,__c—{«- !, fta: ut st

' AL e T —_—
dz mH:__idP factaque substitutione, et sublczus frac-
tionibus, pewemeﬁim ad hanc aequatmnem : - ’

axdp — (o+no)pdo -+ ppds = =" dz;

quae prorsus similis est pldecedentl tantum enim’ €0 chs-

‘cuapat quod in sectndo texmmo "loco chabeamus c-[ﬂrm

1V. Inhac aequaticme jam f;f'atuamus porfo' 'p'"‘C-w[s-n g+f’

et calculo evomto pervememus ad sequentem aequatmnem

aa:obq — (c—+— ona) 4o + dodx = x dx,

quam qmdem 1mmedlate ex praecedﬂnte deducere  potuis-

semus, scihcet loco. p scribendo q st coefﬁc;entem secundi

tz,rmml, ,qm exat c-—}—na denuo qtmntltate nt augendo,

V.. &11111111 modo mtelhgltur, si hie pmro Stdtuamus

g=c. + na —;- — pzodlturdm esse - hranc, aequatronem.

axdr - (c+3na) rdx irdx = x dx

Ay

P

. e
~




i

: unde ‘aequationis plaecedentls, quae, ob b: ¢—a, erat:

" ubl sc111cet st c.__a\—ent e

" continua.: L

atque ultenus, sz 1110 statnam \r c+3 na 4= ,prodlblt
ista acquaLJO' 7_ e -
i axrds —— (c—|—4.na) sda: + ssclm — 2" dx.
Slcque pouo in mﬁmtum PLOQ‘ledl llcet L o

Qmodai Iam loco 11Lte1a1um p, q,r 8y etc Valores

successxvc substzwdmus, pro Vﬂlldblll % 1epeuemvs sequeu-"
tem ﬁactmncm contmuam satzs concinnam ; . |

% ‘::C + c-l—-na—{—s:“ '

) c-;—zna-—l—m?" . ’
~- S c—i'—3 na-—]—x'"' e
S _ ‘ - ’ 'c-lr—.q.nﬁ.—i—-xﬂ' .
- - c+5na-}—erc 2

Cely + (@— 0% 4 yyds = o da:, |
valor y hac fractione. contmua expnmetur D =

eht—1

:r_lf _+c—i—ua—}—xn -
: C L o c—j—zna—{—wn
. ' c-+—3nn+efc.

g

V]I Hmc mtm PIO lpsa aequatlone pummn pmposata
Cady Apyyde =2 dx,

T —_— xﬂ'—"‘-I o .
'y"'f".?:_"_l—acr—d—n)—i—x“ D

a(;—-—k-an)—{—-a.ﬂ R

i -‘ o : : n(z-—}— n)—{wefc L -
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Z—-"C—l_c-}—na—i—xn- A \ ’
. c—;—ﬂ‘ua—l—-x”' -
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. c»--T--g nd-—l— efc

nunc celu sumus valmem Jpsms Z detemnnau pm hanc'

¢aeqtlat10nem dlﬁcrentlalem

-t

oxds — crz;d:r: _—— zzcl:x: — cfa,,

cuius ergo integrale, rite sumptum et ad hunc.casum acconm-

1 modatum ; pracbebit valorem -illins fractionis -continuae ;.
%1 v . - 7
i scilicet integrale ita definiri debet, ut, positc x — 0. fiat -

E—NF si quidem . n fuerit nuameras posmvus, at si fuerit

g

negatlvns, prodire debet z_c, posu:o X = oo

- IX. Hinc plurima egregia. consectaria deduci possunt
pro casibus, quibus aeQuatio differentialis propoisita innte-
grationem admittit. Tta pro- aequatlone prmmm assumpta, 3
ubi est ¢ = a si ponamusw ~— g, erit ady —}—yyd& ———: d/x,

ad_y_ -
unde colhgltnr dx == = cuins mteg;ale est: - ‘
: a:—i-ca-—lal’"‘*y- S
o . - i—y = :
' ' . ax . '

et ad numeros ascendendo Aeo & — ’_'ti, ;un,c}é vicissim erit:

AE“-—-—I R (AP“——-JL)
¥ = - ‘”-_ hmcquez—-my*—x

Tam 2
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qui- valor Complecw_tur:sgmman’l‘ huius fractionis continuae :
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" constans A ita determmm1 debet, ut, posrco x=o, fiat z=0. . &

. : - 3 <
" \ . ' i . . ‘: i': {
.. . 1 ' f . _
4 - = —_—
\ 16 ,
. N
3a-{—xac E . A
‘ sa—i—xx___ :
C Fo—xx N - o .
. L S ga—i—erc‘ 3 S u' | :i -

qmde cum’ plaebeat % == ¢, -sumpto x_qo, inde wvalor , 38

constantls A ute detelmmau potest B

\ ' o ', ! - B -
X. Cum 1g1tur ob =2y, mvenenmua* ' ‘

Ao — 1)z A
z— ( : 2;x: ) ’f N - o

T

Hoc -autem casu .tota haec formula ‘evanescit , ‘nisi etiam &
- glus denomlnator smml euanescat, quod\fleu neqmt nlSI St= .'_" :
- matur A == — 1. Cum 1g,1tul sty | ;”.- .
R . . . ) . ’ . -&_‘
ke e -

BT oa:':-'_'m- f':x:" } S N 'l

L '~1-—-—-e‘3‘ ‘ 6“.—-‘—1--_

B.

sumpto quiasi- ipfinite paruo fiet, 6® = 1 +=——, ‘gquam
obrem hoc casu habeblmus : ",- .
o L %= . '“""—"_a' + X, . U T - _::

.". . . ’:‘ . f
‘ & N s ] . - iﬂ

=l

2:x.' o
L
- 1deoque facto x = o,. fiet 7 = a, _prorsus uti mqmrltun.

Quocuca nostrae fracmoms ‘contmuae hic pmpos1tae valor erit:. &
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“
. "

L K158
r




lox{' ':.‘, - qui et1am hoc modo repmesentau potesL L \ L
i . (B -'e e : ‘ - - . . o
\i" ! 2=% -——:c 2 ! \ . D )
£ : | e“ —
coius fractloms numerator , .facta evoluuone s ﬁt |
T xR T . } T ’
- e(t+in+% M—l—m,,s—l—etc) DT
o ’ Denommator vero erit: - : S ,
L L Ex N !
s Q. " ( +I6am+1"0a4'+5040a6+ C)D ‘
am unde nanciscimur o ~ SR
: : .‘ch ,_; . X . N ' -
St1= , y — 14— =+ mw‘* = ,Img + etc. ‘
i - L x%
_ , “(1+ aa+ 20a4+5040a6+etc)
XL Quodsi ergo sumamus oo 1 ug, habeamus hanc -
; fmctlonem continuam : ° ' | |
b x(ex,_l_e x) —— i . . i ‘ ] . K - .
. ':;; : b= TE er‘-’"‘ _ 1 + 3-}—xx - h N G
fam ) T , ; -7 ' 5-—}-—&:: o A <
R ! - ‘ C gete ,
' eadem’ fractio continua quoque ita- expiimitir s
1—I—Iozac+--oc4+7,, :c6+etc..
1 4 5 G
1—!— x:t+ :c+504—6m +etc. , .
tur. quae ambae series €o magm convergunt, quo ‘minor valor ipsix
yite tribuatur. Scilicet si ponatur x =1 ,huias fractionis continuae:
y Mémoives 4 ' Acad. . T. V1. ’ X 3 -
. ' j - o
bt
. ' 1 _" 1 o o ~ : -‘-" _l
—_ .r- L. :‘ﬂr ) {: ‘ , _.‘ X




e - ..K—:i" . "'"‘.‘ = 0
‘ 18 - 1
' oL sil
t - 3=z S Lo, : 2 ]
' gt S - - aub
} o - griefe LN : B
or erit ;s LEe_ — eI - S .
valor erit: == = — ] L - 5 .
~ XIL. Verum etfam ipsa haec fractio continua vehemep-. an(
“ ; ‘
- ter convergit. Si enim indices 1, 3.5. 7. €tc., erdme d]sponamus,, '.
et nore sbhto! fl&Cthl‘.lGS su.bscubdmus, _eae contmuo pxo»_ g '
plus ad veram valorem hmus f01 mae pmcedunt haee auters : ¥
earu; hujes. operatloms spe(:les r T N enl
\1’-- 3- 5_--. .7:1- :9.- 1 1 .y : etc:. ‘ . i . ) .‘ : ¥ ' Va
Te Te 4. 0. ISt 1300 - ‘ o )
82 I> 32 162 IIF > IOS1 X Etc’ ' ; ‘ 8 '
- Quo autem pateat » Quam vehementer hae a'equahtates ad:
“yeritatem cpnvergant -considerentur - d]fferentlae inter termi- ?: R
nos . contiguos; quae: erunt altematlm positivae et neganvaey, -8
e “' . T ) - . - :‘r
atque ita: erdine procedunt = o 2 v
- i P ! ) — - .;
05 - 3 —"+ % 16 ’ 15 115 ¥ + 115, 1p51 3‘, 1051 . 11676 '_ﬁ _ 1
Nt:mc 1gltur celcto sclmus enorem; postlemae nostLae fractlof-- - i
- 1380 b3 — I S .
nis ot ce1te mmorem ‘esse , - quam- Toe Ti6 T — W w L 1
- Whnu& erga dlscrep&t a valoxe VE).O = ji._ T L )

-

quantus futurus . sit valor fiaetionis contmuae plo . mvanlas

i = d —|;~ M_'_m
’ ’ 51“"!"'#-"'3;

VXL ch autem quaestio\ magm momenti se oﬂ'ew,q
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G Toco X% scribamus —= tt, ita ut 31t sc““t]/—i Tum

- ..

autem . habebimus . . : v
. . fv’-—-: ' -—ﬂ’—-——z
e )
5:“/"_1 ﬂ/-——-z . :—_n/——,i‘- | L
B ande ergo 1magmar1a extrudere oportet. Cum dutem 31L '
” ‘W ' —=cos. CD—]—-]/-—- ysin. @ et —
LI S “‘W""I-—cos CD--—]/-—-lsm. o, . 0 o
i erit valor quaesitus 2=— —— 1 + cot. 5 s qul ergo est
% arg.
bﬁj‘i . L - i ¢
W valor huiuns fractionis conimuac: . - .
‘.:d ' . “ : s .
2= et o !
, iy 5(1——1'? . - . ' ' . ’
na—ete. - o e
& Ex illa autem aequauone, posuo t =0, mamfesto ﬁt zZ—@a.
, %‘; X1V. Hoc casu, quo harum fractlonum contmuarum 2
i valores actu determinare licuit sive per formulds exponentla-
e o
}ﬁf‘ les, sive. per arcus’ cncula.res s prlma aequatlo proposﬂ:a. .
- f’ 1nteg1at10nen1 admisit. Quia autem. lnﬁnltl a111 casus mtegra-
*;g ‘Files dantor , examinemos adhuc casum n ==~ 2, etpri-
§ ma aequatlo erit ady-J-y ydnc = 4, ubi sclhcet estc—=wug, .
;g ~ pro qua 1nteg1 anda statnamusy ==. “—i— L qua substltutlo. '
' ne facta prodlblt haec aequatlo T ‘: -
i e n Teo -
g xx x3 1. x4 i x . g '
LY oo 201@ _ — %t ? - - - .
o
A i ' .
]
' .}‘. ' } . ’ "‘ ot ' |‘ ) —A



20 .

ubi ‘lgltﬂl‘ reqmutur ut sit e =a et §8==1 , idéoqu'e-"

VelB + 1, velg = —
pro quorum alter csty‘ = T —}:—’ i alter vero y— =< -~ -=.

Slcque geminum habémus valorem

XV I—Iaec autem mtegpaha tantam sunt pa)tlculem:,aI

pro nostro scopo autert integrale Complemm nosse opo;tet,‘ |
ut scilicet constans arbitraria ad statuin quaestionis accom=

mod@u possit. - mea h:c‘ vero bittos Babemus valores pai=

ticulares, eos pomamus - :
da

reuera sit adp. 4 ppdz = 3 etadg + gqdz = T, ?

harum utraque: subtrabatur-ab: ipsa aequatlone mteglandd,,
et orieptur hae duae aequalitates =
ey —dp) + dx(w—-iop) == oet
a(dy —dq)-+ dx fyy—qq) = o,

q;uarum illa per 7 — p,, haec Vero, pex y —g dzvma, pzabbe’@ |

has aeguationes :

d d | .
-/a;(;’_hp?)—i—«dfx(y—}—p)—o,et e
q (42—449)

= dr (Y9 =0,

.qmarum haec, ab illa subtracta,, relinquit:
dy—dp)e ,
| P y_ﬁp'?) & (d;__?)"i‘dm(}f’—@"_@‘
cums, ergor 1nteg1a1e est ' ,
al (y = p)——al(af—-q)—i-fdx (P-—Q)—const
. Qma igiturest p —q =, erit * fdx (p- —g=—, su:que
Iudbeblmus tali =2 = C —]— ) unde porro colixgltur :

= pet - — L= ==7q, itaut.

fi



2

XVT Pona{nu‘s hic 'brcvitatis'gratia’ e “’?:.." m; tnde

f colhg:mr py = %Z%ﬁ’f , et pro p et ¢, yestitutis
~a —;-rtac-}—(:-——-a:w:)Am . .
c valosibys, habebitur ¥ = = =aw) Hlncque pouo erlt :
> x—!—-ax(x-—-ax)Am 3 1AW '
t‘-' z — x(1—Aw) - x(x-——Am} + O
5 ‘

' Quia vero est c—a €t 1L —— 2, fra.ctlo “nestra contznua,
= R ’
" pro %z inventa erit |
o= : - A SR

- . ac—2 . : -
1T E= 0 e .o
¢ ‘ N -
i , —saae—2
v . -—-qu—{—-cte.
) .
g XVIL. Quia nunc i hac e-ws:p'ré-ssi’one-, sumpto.x = 6o,
fit == a; constans illa arbitraria A, convementer debet deter-
A
‘minari , quam ob rem , posito & = oo, fieri, debet sz, oy =05
=

hic auten: est o == e” qui valox STMPLo: B — o9, enadit = £,

- quo observato fieri: debet O —“;(ir::i O_Lua VEro hlnc AL
' nondum: determinatur, haec m"estlgatm accr.natms lnstltm |
debet 3 sumpto scﬂlcet‘ x praemagno, ex fracuoﬂe contmua,

petr unum, membrum -continuata, fit =& — = —,, -cui exgo
!-]——A
aequari debet ‘haec expressio @& —~ - ] 1deoque esse

debet "Hm ° =, unde: colligitur A.m_.—"—'-“‘__ 2 (1 G ),

—a%.

sicque- erlt A__ (lf-xff;c)—i_(z:f)a«) Posn:o hic. :c'—-oo pr.c)dm; |

-

- 2.

eXIStente m s e‘”‘

—

A—".—— 1, Jdeoque erit. & — a~!—x( pra ),
cmus expressionis® valor etlam per series: communes satis




- B B ' = = =~
‘ - L ) i ‘I' [ 1 :
- { \ ' - |f 4 ’ ‘ -
‘ .2‘-9 ' -
* ' -t ' - . I . B = - * | ’
commode exprimi poterit. Cum enim_sit w=—-e *% fractio
b . . —_ -
- ~ e 0’«# R GGR‘."
1---m
: + o hdc fo:.ma expuml potent — cu1us numera«
e aac __}_ 5(!37
- torin ) hanc seriem evolwtur —2 &=+ 6a3x3 +1zoa.5x5+ etc. ), )
denommator Vero - eut R S
(1 zza”-:c2 + a4-:c4 + 720 af x5 + etc) ’ S : B ‘
' Tum manlfestum est, fore : - L g F i di
«Z—‘au . + 5ﬂ«3x3 120a5m5+etc> o ‘? I
= ra—a . ar
- ‘ . x(l+nanxz+34a4x4+?ma636+et’0) "-:‘ -
: : - te
N -
XVIIL, Praeterea cum in fractlombus prlmam sequen- ¥ Iy
tlbus partes absolutae sint negatlvae, eas faclle in pOSltl- e
- vas t1ansmutare licet. ‘Ponatur enim z — a+ e +n, atsit: B ~om
_ x—2 - s - s @ in
p=—oh—ges S
) ' : e — a2 R
) — % 6 ——efc. '
—2 - -
unde ﬁt — P = —l“ m o | i g ‘
-.... .ol . R Sa__l_.x-_-g . L . . v
' 7 o ' 7¢—|-erc,
Quare- cum. 311: » loco —v subsi:x,tute valor&
~ habebimus: __ ) > er
. _ .2 - ¥
z p—— ) a--um\“--—-—-_*.-m_2 « )
S satx%
§otaT? ,
za-&—erc.ﬂ
\ Y




tio L
S ' XX, Conmderemtl& nune 1terum’fractloncm COl'ltlnuam
S - 1 yo % inventam, quae ‘erat.l. ,

S generalem, P! o |

pu— Lo} + c—-]—na—}-—x"- i
c-—l—-a.na.-i—x’f s
" T i ‘ c—|—-3nﬂ——}-—xﬂ‘ g
' )J 3 . - ) c—}—q.na—]—el‘c; ‘
v abi valores ipsius z ex hac aequatione differentiall :
exdz — cxdx -+ zzdr = ¥ dx, -
d‘eterminanfur. Jam: in; fractitme' continua; omnes. part'es-‘abso;.
Iutae, quae sont ¢, ¢+na, c+2na 6 3nw etc: progressmnem
arithmeticam constltuunt secundum dlffereﬂtlam 1O crescena

P

tem, at vero numeratores omnes sunt imter se aequales, sc.’t-
Yicet x" Hinc ergo wvitissim : quotxes talis fractio continua .
‘eccurrit, eius wvalor per aequatmnem dlffelentlalem ad ge- "
nus Riccatianum: pertinentem determinari poterm -1d qucdi

it sequente’ pmblemare accmatms proseqmamur.

|

it:

# -

Problema. 5

. - XX Proposua, 1n gerrere hac fractione -continu S

‘ . Z—-—m—%-,ﬁ_;:,:; | o
) o~ f:—m-—r"m\ S :
’ m-—;-:;n—l—el‘é

enius’ partes absolm:ae n progxesslone arlthmetlca progre--
dlantur ;. BOmeratores: vero. omnes sint mter se aequaleS'
ejus. valorem: z ad: resolumonem aequamoms Riccatianae e~

t

.
]

v ducew. e ST

- 3 . . ) . ) ] ,
' -t

L

e

[
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-

FEEE




- Solutio. ' oo
81 haec -forma cam modo. ante allata comparetm 3
evidens est, eam in. hanc conveltl, si statuamus @5z 1

etc—m tum fvelo " potestati 33 wibui debet valor A, qund _
‘quidem nonnisi integratione pelacta fieri licet. Quam. ob

rem valor quaemtus pro %z ex hac aequatlone dliferuntlah.
acdz — mzdx + %z d:c = X dx, SRR

-~ derivari debet. S e

 XXI. Ut nunc hanc aequationem ad consuetam for-

mam Riccatianae reducamus, statwamus z ='x"» ut scilicet
hoc modo aequatio ad tres terminos reducatur,:
| "H"-dv + vrx*"dx = z"dux,

meta d1v15a, abit 1n hanc :

quae, per a:
dov- -1— vox™ Tdx =-x" m"”dx,

quam formam ut PGH]TUS ad P\ICCHtlﬁI]Hm 1eaucamus ponamud

I I~

j:f“..—:t, ut fiat "~ da:-—-— et m—tm, 1deoque d:c__.—t m dt

N~—T =1

u-—m-——':

et T —t ™ uibos substltutls ae uatlo nostra
. > g q

dl\- 71-——-2'!11 n—e_-zm .
fiet dv—j—""" t m dt swe mdv—{—v'pdt.__t . dt

quae est ipsa aequatm R]CC&tO deblta. -

P

XXII - Perpendamus nunc ante omnia casus., qmbus "

‘haec aequatlo resolutlonem Bdmlttlt, qui sont quando in

na—

termino ad dextmm posito exponens ——5—"—",» in, hac forma

' R y - ' \
. . . . .

Rt A

Ubi
bere

Tis -
1
huc

cont

-catle

nitas
plo-.



nud
dt
sira

dat,

bus

rma

denotente i numerum guemcunque’inte-

v ~—gqi
continetnr 5 _ 7
sive pOSlUVUm Py

sive ‘n'egativum.. Ponamus igitur

grom ,

R ,,_:}.4’:_, et ‘utringue binarium addendo habebimus
m, - 21 1

» —_ 2 _ unde sumi poterit m==2i—+ 1 et n==2. Hmc

”
patet sumto == 2, fquotles fuerit’ w’ numerus impar qu1-r‘

cunque, sive positivus, sive negativus, valorem fractionis
continuae actu assignari posse, -quod -ergo -contingit si
fuerit : | | o |
- . a . . kS
2= 211+ ;o
24528
. .-.1—1—7-{'-' ei‘c

Ubi gnidem notandum est abuolma mteglatmne ﬁen dc—_

21-—1—-1‘

bere x" = A, hoc est. L ==A, 'cstlstentem t_"‘.'r "

¥

XXII. Quoties antem fractio continua pzoposu:a non:
his condmombus contmemg, tum etvram;pﬁr methedos ad-
huc cognitas fmito z,nodo nemlgnam exprimi poteut sed

contenti esse debemus ejus. Valmem ad aeouauonem Rlc-i

catlanam pPIdUXISSE‘, quippe cu;us zesf)iutlo jper series infi-

nitas satis commode exhlbef potest “id quod unico eaema

Tey, £ inc T
L SR R z :

PR

L

plo” declarabimus:”

B8 P L

Exemplum I E

‘Q;IV Pnopos1ta nobis it haec- fxactlo econtmuam

'r :

. ,Z —— L -—]7 2{+ — § e .} K ol T o
' CHe s S N YE TR T S N A
: 4 e ' " : '
Mimaires de I’ Aead, T, V4. P . 4
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