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P-renaht Z pour marquer une fonction gquelconque des deux
variables x et ¥, on sait que la premiére différentiation, selon
quon prend ou la seule x ou la seule y pour variable, fours
nit ces deux formules différentielles du premier degré: 2 et 2=

C e .. px - oyt
La seconde différentiation donne ces . trois formules différen<
ticlles du second ordre: 2%, 292 = 92 . 1, goifidme différen-

L o a2’ Gugy? 3y -

tl‘anond condmg a ces quatres formules différentielles du trois=

ieme degré: #¥= -8z M8z 5z IS S P 7 oar
BN 5 3 50530 e 1@ quatrieme’ différentiation

produit ces qing différenticlles du quatriéme degré: &%, 22
gtz fMz L 34m o&4 ? 323332

Sei552 9 35355 0 5y 5 CF Ainsi de svite. Nous omettons ici les guil-
Aa - lemets,




: P 4
hj:mets,' entre lesquels on a codtume ordinairement de ren-
fermer ces formules, puisque aucune ambiguité n’est A craindre
dans les recherches que nous allogs entreprendre, ‘ -

-

~ Cela posé je considérerai ici les expressions suivantes :
L P o= g.22 L2 - |
: g% + ¥ oy .
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et ainsi de suite. En général nous aurons celle-ci:
; s

Az by A—1 A2 .3
5 e X T v
r ) /8

Al AL I W S N

Z......a: . -—E)?)s—+x N J‘/'-ax;?,__ray‘—i- T * g -
A S B L L

TUTE CE aags te.

Ici jobserve d'abord, que chacune de ces exprefsions

peut étre formée de celle qui la précéde immédiatement , - et

nouUs verrons quon aura toujours: .
e 0P B Pu.
Q= x"%_}‘ y.@ag 1P;
R = m.';?f -+ cay T 2Q;5 | L
— = ¥. 55 — 8R; ' : a

— 5 3
Ou il "est 3 remarquer que si nous met-

et ainsi de suvite.
tle qui précéde la premiere P, nous aurons

- tons O pour la form
— o nt P—— 120 _|_ .. 30 ___
O == z; et partant P= +r g .O'Q

Pour démontrer la vérité de toutes ces ‘équations, com-

exprime la valeur de Q, et

mengons par la  premicre, qui
S ‘ . puisque

-




] 5 Eomremnie
pujsque P=ux.2 -+ y.-- la différentiation nous donnera
o g 9 Yo 9%
g% Y I';é;, + m-:a‘aa -+— y g‘zgé—,'} et
Ll 1 gg= . go=
ay. a3y + Bx3y —+ ‘V Fye

De: Ih nous tirerons cette equatmn-

3P M o o 92 9% aaz

--max+j”-;§-—~fﬁ +y~+xxx+xy

qu1 sc redmt ouvertement 3 cette forme: .
P y.2 = P 4 Q, et partant on aura

. ar__
Q._qx.‘_T y P.

+yy 2

Pour la scconde de nos équations, puisque .nous avons

: — ot 0% 99%_ 2302 —— .
supposé QU == X £ -+ 2Ty axay —+ ¥ 55, Dous en tirons
o0, — 39% 995 _ asz o3z . 2 p3m
g—Q‘ = 22X ;5 + ¥ 'ggdf -+ T -+ 2 faxzay -+ ¥ =T

—_— rJdZ ﬂ }-4 z ddz ga.c. %%

2x + 2y 5 X T 5555 2% Ses ¥ 53

Mamtenant la comb1na150n de ces formules fournira:
.3 032 9% _ aaz
. a_% -+ y. &_zxx. -+ 4xy. —t ¥y .

d® o%ay .
E?.‘?E’ . o3 _ o3z .s asz
‘ +a:.. ~i—-3xydxdj'—}—3yyaxdwz+yaﬁ
1 Cette cquanon se reduit évidemment 'a la suvivante:
":de jf-—Q-J:: 2Q -+ R, de sorte qu;lya
R—*xaQ+}faQ'——2Q. :
ﬁ Pour démontrer la vérité de la troisiéme de nos equanong .
visque nous avons R = 3 332” 83z 33z 3 o5z
. P q X224 8 ch amy-—r—g f-yaxayz } o
- nous en tirons:
IR e 5‘35 3 . i N
dx le' .‘Iy' 322;3! + SYJ" axayz '
+xa“”+3my - 3XYY 22 9%z g
LY e o 3'33’32 4 3““583;; J" Jmo73°

: 3y 3 x; 3’5;’3 4+ Gm}f a?;; ~+ 3Yy ;?agz 3 am
+ TS 3:cxy S+ axyy y Z.
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Ces deux équations étant combinées, elles donnent: .

ax :
. 4 94z e P o B 5tz ey 0T gt
A xt EE 4Ty T+ EXXYY a__._-*xzayﬁ-qscy e atd =

équation qui se reduit encore évidemment 2 celle-ci: K
x & 4y & = 3R + s, d'ou lon tire -par conséquent
. © 9y : ' : : .
S _— a-—.R a_B" et . ) ) .
. T "f"J’ 9y 3R

OR R mm g g 092 T 0% ST o 3
8 g B ga” QCC’r.T;,c—g(—j—j"{“' OXYY 5xivE 8 55
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Il seroit superflu de démontrer par e mémecaleul Ta-vés
rité  des :équations suivantes, puisqu’ il est déja assez clair,
qu’ on parviendra, par des opérations -semblables, toujours a des
équations telles. .que .npous les avons " assignées ci-dessus.  Or
- ces beaux rapporis entre les quantités P, Q, R, etc. nous <on-
‘duiront 4 l'avantage de trouver les intégrales, et méme les
intégrales complettes , des ' <quations différentielles suivantes :
1P = o; 2° Q== 0; 2° R == 054" 8 == 0; et ainsi. de

suite.  Pour cet ecffet nous n’avens qu a résoudre les trois
problémes préliminaires suivans.

. Probltme préliminaire L

Troswer ume fomtion des deux variables % ¢ g, gui soit
telle gw i devicane X% g—j: “+'y g—-; =0 . '

. Selution.

Puisque p est fonction ‘de x 6t 'y, supposons qu en la

différenciant , en prenant tapt X que ‘variable., on trouve
5 5 ? ] ‘
ar——— il T

9 == P My, desorte que — 2 g — 27 e -
o . ?56?3 - q?g:,l sorte g P = a_x-avet' q =5 et par
. tant i iaudra satisiatre a cette équation: X =T yé‘} —Xp+ yq':_ Gy

:d, Ol}..
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L ou B t; ou-€:£ nous représente une fonction queleonque de &,
. Outre cela nous nous servirons de la maniére assez générale-

- dol.Ton tire g ==— ¢, Cette valeur étant substitude, elle nous

» N : ) .
donnera, ov ==’ pox — P2 — p (@=x2. Il favt done

que cette formule soit intégrable. Quon la reduise donc & cette

forme: Ov == p (’3’22“;““), ot ‘posant. . == p, pour  avoir
ot = ov, il est clair” que pour que cette formule admit
I'intégration, il faut. absolument que piy soit fonction de la
seule variable £, et alors' l'intégrale sera aussi une fonction
de la méme quantité {.

Employons dans fa suite, pour’ marquer des fonctions
quelconques, les caractéres 9, B, €, D ete. de sorte queA: 1,

ment ' recue, pour marquer les différentielles d'un. ordre quel- -
conque , savoir: 0 .Y+t = ot Aty 0.9t = ot A: i,
2.9%t = of A" t, etc. Cela remarqué motre derniére équa..

tion intégrée donnera v —:t, ou bien, a cause de t == -E—'-,

" pous aurons ¥ — 9 :%; de sorte qu on pourra prendre pour ¥

une fonction ‘quelconque de 5 ot il est bon de remarquer que
toutes ces fonctions sont comprises sous le nom de fonctions

“homogénes de nulle dimension de x et y:

Probleme préliminaire IL
Tronver ume fonction des dewx variables x et vy qui soit v, telle
gw il y ait nv—x & 4y & | ‘
3

Solution |
Posons, comme auparavant, ov == pdx - gdy, et puisque
== & oetg = %,— nous aurons cette condition & remplir:
- Cnp =

dx




onn'a qua la diviser par y**%, d'od I'on tire 2o~y — 3 ©» —

§ =

nY = px <qy. Eliminons de ces deux équations la lettre g,
en muitipliant la premiére par y et Pautre par dy, et en Ocant

la derniére de la premiére, nous aurons céelle-ci: YOv — nudy iz
p (yox — x2y); ol il favt chercher la fonction p, pour gque cette
équation’ devienne intégrable, | '

Pour rendre intégrable la premiére partie de cette équation,

o

Lt on

—

p (Br—=, Or pui sque,Jaios:muleﬂ?ﬁi‘%@ffest%aﬂ{‘iﬁé1'£ntizeﬂae***f

.z@gfxay: i . %,

L 2 _
x , Iy LS , , Y. P -
de 57 Teprésentons ndtre équation sous cette forme: 3 Pk X

-5 ol il est dvident que' ~Z— dojt étre fonc-
D) 5 :

3y A

tion ade_? et puisque. I'intégrale sera par conséquent aussi upe

telle fonction, nous aurons, en intégrant cette €quation, =
= %:Z, d’ol -nous obtiendrons cette valeur pour la foncticn
cherchée: v == " 2% '

Puisque une fons:tion’ de %> €tant multiplide par 2y ouen

s, . L3 s . T .
8énéral par —:—n—, demeure toujours fonction de :;_, au lieu de

‘ e n
2:Z. pous pourrons derire S gy .
¥ P Ed - y'ﬂ % kY
» = 5" Ty %, ou bien p = m“""zyﬂ%':§, et ainsi de
suite. '~ Or on sait que toutes ces fonctions sont nommeées

-homogénes, dont le nombre des dimensions est partout = 7.

“Probléme préliminaire 101
Trouver une fonction de dewy variables x ety , gui soit v, telle

. ; — ov Foew Agr.x
gu;[ly Ml v = X = 4y 2~y A,

’ Sa[:@

s et partant la valeur trou~ -
vée pour v pourra aussi étre exprimée par p == x”‘%:%, ou bien

a— g

1

e
e
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9 emimesy
So!utrom.

e

Soit encore’ dv = = podax—+go Vs pour avoir po= g_—?.
et g :3_", et on awra cette condition & remplir: ny= pr+qgy—+y i
Qy’ on forme maintenant  de ces deux équations celle - ci:
yov—nuoy=p{¥or—x0y) 4y By%li"., dont le pre- (
mier membre deviendra intégrable en le dnrisant par y" L
Nous aurons donc 9 . 5~ ‘p“‘;’f[r?’.__yh—n-—x dy 9 §
Pour résoudre cette équation mettons ;h == t, ou bien x — y i,

et au lien de :¢ derivons T, desorte que T soit une fonctmn don-

o —

née de t, et a cause de dx==tJy + ¥ Ot notre équation sera

0T = T gy

Intégrons maintenant, entant qu'il est permis, et puisque
7\.-——71

.[Tyx—-—n-—x dy =¥ T __fﬂ__" T”ai“, ¢n supposant

)L--?L
¢ T =="T7 01 nous aurons en intégrant.
A— _
3—:,—“."———T+fat(~n—~+9’)\ 7 T ), d'od Ion voit que Ia

W1 P
{ormule yrf_l +2.— T d01t étre une fonction quelconque de &,
que nous marquerons B E, et partant nous auroms cette équation

mtegrale.-'fi-_.?b f—nl—T et de 1a1;——7‘"23 i;—- ?.::,;T'

yh—n

Remettons a présent & la place de t sa valeur % et U:t
>
au liew de T, ou il faut remarquer gue le caractére 9 marque

‘une fonction donnee de ;{, puisque elle se trouve deja dans 1'¢-

quation ' différentielle donnée. Mais le caractére & indiquera ici,
une fonction quelconque arbitraire de _i;’ quid est introduit dans

les intégrations ordmmres.' Par conséquent pous aurons pour la
Nowva duta Acad. Scient. Trm, XV. B So-

2
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savoir v = y" B: ; SN A P

Ici on demandera peut - étre quelle sera la valeur ée 1/7 au
cas que Fexposant A seroit égal 2 n, puisque alors le dernicr
membre de nétre équation deviendroit imini? Pour écarter cctie
difficulté mettons A — n + u, en marqdant par w une quaniiié
infiniment-petite, et nous aurons y* — y* . yP = g (I +wly),

ce qui nous donnera p == y" N X £ S {I: wixl gf . Maintc-

v
nant pulsque 23 marque une fOIlCthll arbitraire, il sera permis
de mettre 2 la place de @: 2 cette formule: § 9f: 2 —i—@: _jo.l

€ marque ude fonction - arbitraire queiconque, et en substituant _
ces valeurs les membres infinis se détruisront et intégrale cherchée
pour I cas A== n sera v = y" €2 '———y /y‘%l.-u, Nous se-
rons donc en €tat de résoudre mamtenant le probleme suivant.

1 Probléme. | E

Trouver Lintegrale” comp’etb‘e de cette équation diffé entielle:
ya” =0, 04 bmz chercher lo nature de la funr:tzoﬂ Z.

Soiuttoﬂ.

Ici nous avons doac P = o, et le premier prﬁblemﬂ pr“
liminaire nous fournira d’abord Fintégrale cherchée, puisquon n'a
qu. €erire 2 au lien de p, et partant ndtre intégrale complette
sera % == 2f:7. Ou bien on pourra prendre pour z une foac-

‘tJon quelconque homogene de nmle dlmensmn de x et y

~ Quon
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Qu’on preine, par 'excniple,‘ = MW et on ausra

‘ T owx —uy N
vno— AE D et 92— o _drry  pon i) devient evidemment
B bz e g2 0 dy 1 (x4 527 .

EE: - - o Ly — x4y
-y 22 X 0,7 Dela mé preapent g — P Y
max+y61 : ;ne maniere, en pr 1:.1_1 atg S
oi dura L% oo DATEXL 3B mpdy Lt eyl T
a I T 3 et p— ens U~
01 aura 22 gl oy = T et de la il s’ensuit o
b R . .

P a5 gz ‘ _
vsr;cment X T + ¥ oy — C.

I1 Probléme

. Trouver Mintégrale coniplette de cette equation diffiventiclle du se-

- A . gz ; LB wr OOZ e
d degre . P2 4 sxy 2% & )
tond degre ;o xx SE 4axy Sy T Y 2 . o

"y

So’ution.

. On suppose donc ici que Q_— o, et partant, puisque nous
avons trouve ci-dessus.Q,:_:.mg-ﬁ.—kyg? — P, nous aurons i ré-
: S P L H

-
=

soudre cette équation différentielle do premier degré x 3_12-4— y%gt P
3 . L. ¥ - ) E . . ; . ;\q" - » B
dopt lintégrale .se trouve par le second probleme preliminaire,

en mettant P av lieu de v et n =1, dod I'on tire P =y,
B : - .

ol 2 marque une fonction quelconque.  Mettons ‘hprésent an
lien de' P sa valeur, et-nous aurens. résoudre cette équation
iffereatielle du premier degré: 232 4. 8% — g
diff a?me' P 1%1: _d gre: xZE —‘—{—yay =y = 'Cgtte
- €quation €tant comparée avec le troisiéme probleme préliminaire
nous donne n =20, AT 1 et v = g; par conséquent lintégrale
complette cherchée de notre équation sera ¢ — % :% _ YU
; LR | O 5

ou bien, puisque les deux fonctions sont. arbitraires, on pourra -

mettre % == A : 2 4 4 B: I qui renferme par conséquent
- 2 S '

deux fonctions arbitraires, comme.la nature des _quaticns diffé-

renticlles du -second ordre Iexige. . o _
_ S - Ba - XX
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| III Probleme

Trouver /’zf;tégrzz!ﬂ wmplet:,‘g de cette bguation difftrenticlle du troi-

3Is 3 .
sibme degre: 5 axxy Bk o3y Y e HY L =0
Solutio ;o

1! s'agit donc ici de rendre R == o, et en mettant pou‘r
n

— R af'ﬂfafcur+1nd1quee—c&dessus—nousﬁﬂlumﬁsga r{:soudw%%tt@—77~

équation;: 2% Q+yaQ-_ 2 Q-—oc, qui, Etant comparée avec

“celle du secoude Probleme préliminaire, clonne v==Q et n==2, -

donc son intégrale complette est Q =y" % : 2

Maintenapt ayant Q.= ap—l~ ya' — P, nous aurons a
‘résoudre 'équation xap"—l— y’a P =y g’[ _;, qui étant com-
parée avec celle dit troisiéme probieme préliminaire donne v =P,
s 1, Az=2, ce qui étant substitud donne lintégrale suivante
P=yB:Z—y" Y: £y 00 bicn, puisque les fonctions sont arbi-
traires, on amaP =y U +y 25: ’f

, Enﬁn donc puisque P___:r: z 4 y nous aurons cette
c‘quatron-a résoudre : az+ y :: y' o —I—y B:%, qui com-
parée avec I'équation clu tr0151eme probleme préliminaire nous
fournit V=%, N =0, ¢t POUr A nous aurons ‘deux valeurs dif-
férentes, ou A== 2, o A= I car il est dvident que l'un et
Fautre pourra étre traité de la méme mamere par conséquent Finté-
grale complette de I'équation proposce sera 2 =B ; —y Q!. L Lyt

ou bien en changeant les caracteres, sigimes des fonctions a:rbltrmrc.s,‘

ily auta z = ¥: +y?6.~-+-y €:2
1y




IV roblema

& Trouver Fintégrale mmplﬁtte de cem egsz,zon di jj"ermmlle a1
3 quatr;eme degre :

£ ~ax 3 otz P 3 otz 4 34z
3 . o '_'"‘X 9""" + 4" y -_O:-"H +— XXYY arpa z + 4" y axﬁ-,)a +y Z.y'l"

2

gridy

Solutiocan.

On aura done ici § ::o, ott bien x g2 31" e y 0% _gR-o,ce
quicomparé avec le second probleme prehmm'ure fournlt v Retn=g
et partant R == ¢ 9Z, Mettant done au liet de R sa vaIeur—,

,7f4Liaudra4csoudrﬂmtfﬁequaagn—cc "’Q»a- ¥ ”QJ —2- Q=939 %5 qui

comparée avec le troisieme prehmmaue, a cavse de p==Q,

_ n.__.:; et ?\._3, donne Q=—=y" %'x—f—-jf %:%5 ou bien

' —}_y —~P =y DIyt s ot zlyapar conséquent
v= P n-rx ct?\:_. ou 3, d'ou l'on tire P~y%y+y AL 939 - —-,Ou
bien x 2 = -+~ya." —yU:T +y Bz +y“ (_M 5 qui comparalson f‘ute
donne v_hz, n=0 et A x ou 2, ou 3, ce qui donne
r==:Z 3 —y 2z 5 — " Qf;——-y . f, ou - bien
z:%l;+y”p3;+y@ —i——yi) !

V Probléme général

Trouver Pintégrale complette de cots quation différentielle a’u de-

gre n ieme l‘
Y AT P 7 h._ . .'n
LT S Pistgeoyt s
= yaw__za TP T

So-
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gy 4 e

P ————

_ Solwtéow,-' .

Tci ;'.il' est facile 3 voir ‘quen faisant les opérations
stuccessivement comme dans les problémes précédens on parvien-
dra enfin i cette intégrale complette: - B
2= ey Bl 4yt €EE L CLoytTr R,
od le nombre des fonctions arbitraires est —n, et partant égal au
degré de I'équation proposée; d'ou Ton voit que lintégrale de chaque

degré renferme foutes les imtégrales de tous les degres infcrieursy

¢t outre cela edcofe un terme qui apartient exclusivement, au de-

gré propose. . _

Voild donc les intégrations de toutes ces équations dif-
férentielles 1% P —o. 2°% Q=—o0. 3% R=o. 4" §=o. et
en assignant 2 chacune-de ces lettres les valeurs qui leur ont été

donnges au commencenent, et la mdthode do.t hous nous som-

mes servis demande pour ‘chaque cas autant d'intégrations que ie

“degré du dificrentiel indique. Or un jeune Géométre ; en faisantles
calculs précédens, aobserve : quetoutesces solutions pourront étre exé-
cutses plus facilement moyeinant une seule intégration, et cette mée-
thode a encore ce grand avantage sur celle dont nous nous som-,
mes servis jusqu'ici, qu'elle s'étend aussi % lintégration des équations

differentielles composees et comprises dans cette “forme générale:
Az +BP -+ CQO -+ DR - ES+ete. == 0, ol tous les degres

des différenticlles se trouvent, joints  ensemble, et ol les coelfi-’

ciens constans Ay B, C, D, ctc. peuvent étre pris 2 volonte.
Bt la résolution de tous ces cas se peut toujours  tirer du seul
probleme preliminaire second, qui doane peur I'équation différen-
tiel}e x %-—Py% nv =0 cette intégrale complette; :y”' Qi;
Pour éclaircir cette nouvelle méthode, - nous ajouterons. les Pro-
blemes suivans. ' - |
- ' Pro-

.

i
i
3
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Problémelf

Trouver Pintégrele romplztte de ceite emmtzmz dr_ﬁ’ﬁ ”Hfiélzﬂ d p‘e-
mier degre: Az—l— BP = o, o bien AZ+B (== —}—y aZ) == o, -

Solution

Pour cet effet mettons dans le probleme prehmmmre
v —dz, pour avoir cette équation: o (:c %y "z) nas=o
dont Vintégrale est ¢~ y™ A%, Mamtenant au heu de :r:az—e—y
EA

mettons sa valeur assignée P, et 1'équation que pous venons dm-

—teﬁgrcmerLQﬁP*maﬁ;ﬁ quis, comparee avec la proposée

A%+ BP, donpe A == -—na et B'— a, par conséquent
@ =B é A —-— nB, ou bicn A+ nB:o En tirant de
cette équation la valeur de n = — , Tintégrale de l'équa-

tion proposée sera ¥y 2:%. Cette s‘qutlon ne renferme rien qui
'5'

p'avroit pu étre fait par la methode précédente , mais le pro-
bléme suivant mettra -dans tout son jour le an de la nou-’
velle méthode.

Problé¢me I
- Trouver Pintégrale complette de cette eguatwn dgﬁrermz‘zelle
du. second dt§; ¢ Az +-BP4+CQ—o.

Solutwn.

Your resoudre cette equaﬁon supposons dans ~le pro-
bleme pwhmmaue if — az-+bp, pour avoir cette intégrale
a%x~+~0P ::y 9:%, qui coavient denc avec cette équation

0(3: —i—ya“) -naz—l—b(a:a y”I)———an:o Met-

. tons




. ' & I i F ; * . . o ap ., ‘_ ap .
tons a prdsent dags cette €quation, an lien de x el g T
valeur absolde tirée des formules supposées au commencement, la-
: : ‘12 for L3P, 3P ceite wa
quelle est ps €t au lieu d¢' 1a formule x S5 m-ettons ceite va
leur absolie Q + P, et nous aurons cette équation ;
aP+bQ,+bP-—-naz--an’::o, ou bien ,
—na% 4+ (@b —nb)P +bQ=—o, qui étant ‘comparée -
avec la forme supposée Az +—BP 4.CQ -=o , nous doane
pour les lettres g et b les valeurs suivantes: b=C,a=B-—-C+ngC,

gt o= A+nm—1)C, dov il faut tirer la valeur de .

Or puisque cette derniere équation. est dd second, degré,
elle aura deux racines, qui soyent p et B, dont chacune nous
donnera des valeurs particulieres pour a et b, qui somt:

n=a nI=f
8 =B+ (2—1)C a=B+4-(f~1) C
b—=¢cC : b—=C .

~de la nous avrons dewex “équations intégrales
B+ ((—1)C)z+CP = ',V"Qf.'-

(B4~(@~1)C)2 - CP = y* &:

-__Mainte.nant de ces deux équations on n'a qud chasser la- lettre P,

“Ce qui se fait en prenant leur différence, ce qui  donne
(x—B)C z :\y.x 9 3 __,y.ﬁ:?\..“)-:§5 et p,uisqqe les fonctions sont

absolument arbitraires, on pourra représenter lintégrale sous cette

forme: z-y* 9(: 2 + y8 W ;

R IR

9 .

Corollaire.
Dela se déduit aisément lintégrale de Iéquation Q_—o,
que nous avons traitée ci- dessus; on n'a qu3. supposer A — 0
' et

Y

L T S Y




vient 7 (nv—es) s dont

———Pour ] parvnnm 1:

. et cette intégrale comlcnt ) icaaauon

et B—=o0 et C==1, et alos lequatmﬂ pour le nombre n de«
les racines sont n == O et 7l Iy

par consequent a—0 et p
.r
sera B o= B iy B
- ¥ )‘ '

Pro léme IF_

Trowver Pintegrale compfetw de cette équation différ mee.!!e w
troisiéme zfeg:re : Az+BP+CQ+DR—0

Solution.

a solution de ce probléme, supposons

=1, et partant Tiatégrale de ce cas

+

dans le second probléme préliminaire v == a2 + bP ~+ cQ, et lin-
tégration nous fournit d’abord cette équation: az+bP+CcQ= e o
différenticlle suwante,

a(x?Z —+-ya”) —na%
-4—5(3035‘ —4—3"#)-—;?,%1’ ;g — O
+c($09a+y39~) —-uan;, ‘

Mamtenaﬁt au lien des formules - différentielles 'metténs

leurs valeurs finies , et nous parwen&rons 3 cette eq‘uatmn'

aP+b(P-+-Q,) —+- c(R-r-:zQ,) --nazman —an;“Q'

qui se reduit & cette forme:

—naz +(a+bf1~n)£’+(b ~i—(2~——n)C)Q__+CR"‘“‘0, qu1

étant comparée avec la proposée nous four'ut les eq_uatmns de

condition suivantes: :
A——ng; B—=a-+b{x~n); C:b+(2~—n)c D=

Nowa Acta Asad. Intp. Scient. Tom. FKF.
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Ayant donc de la de*mere D==c, la troisitme nous donners
b= C+ (n~2) D; ensuite la seconde équation nous fournit
=B+ (i~1) C +(n—i) (n——z)D et cette valeur substi~
tuée dans la premiere donne cette valeur finale:

ﬁ—4—nB-w1 n—21)C+nm-—1)(n—2)D == o, qui etanf:
du troisi¢me degré renferme trois raciues, qui soyent a, R, .
"Chacune de ces racines nous donnera deux valeurs particuliéres
pour les !emes&ﬁ%ﬁaﬁummﬁprapport@asﬁ fa rauﬁe43—sap——f

_posons que pour la racine B on ait. ¢y ¥y ¢, et quid la racine
v re}ond,ssept celles-ci:’ a5 b7, ¢, chacun de ces cas nous four-
- nira donc une équation lﬂtﬁ‘gﬁ‘dlf‘ pa*muherc, et ces equatmas seront '
6% - bP+ cQ =y 9= ,
az—*«b’?-af-c’ﬁwyﬁ%; | ‘
"%+ b7P + c"’@,.:: i P2 :
Aprésent il sera facile de troﬁver ponr chacune de ces
équations -certains’ multiplicatenrs tels, qu ‘en ajoutant les produits
ensemble les quantités P et Q_ sovent détruites; et puisque ces (
mdt“*ichteurs ne changent pas Ia natire des fonctions arbitrai- = |
res, on parviendrz par ce moyen i cette équation finale:
By d-——&—ypﬁﬂi'—“ﬂfl ;
qui exprime Imﬁ.egrale complette "de notre équation différenticile
pr@posee. ' o

Cor@x! aire.,

Pour tirer do Iy I intfgrale de I'éguatisn R =~ o, on na
qua metire A =0, B =0, oo cs.} D=1, et alors I'équa-
tion cubioue pour le sonbren deviendra n 1) (i 2) T 0y
donit les trois racines s-as'k; ouwrtemcnt 0y % 2, desorte que

' s Oy




w-—ﬂ"_“"“

e 10

d'od nous tirons lintégrale cherchée

a0, =TI, ¥V =25 I .
BiE 4y €2, qui convient parfaite~
Ty ¥

pour ce cas z:::@[:’f} +
; ment avec celle qui & éte trouvée ci- dessus.

Probleme IIL
Trouver Pintdgrale complette de celie équation diffcrentiellt
du guatrieme degré: Az—+BP+ CcQ+DR+ES =0 :
Solutiot.

Pour résoudre cette question -mettons dans le secend pro-
b B - . . ]
bléme préliminaire v == 4%+ LP —+ cQ -+ dR, et nous aurons d'a-

bord cette imlﬁfmﬁﬁ%&pﬂ-k&%ffdﬁ;: Rl %, qui con-
viendra dopc a cette €quation différentielle :
-%ngiijgii—zgi | :
—}—c(xgé«-}—ygé) —-‘n.c.Q_, ;=90
oz 3y
+d(ﬁ.‘%%+}"g—%) -?__-'naR

Maintenant duon écrive an lien des formules différen-
L tielles leurs valeurs finies, pour arriver a cette équation: .
~+a? —naz )

4-b(Q+ B —nbP L
@R A42Q) —neQ T
| +2(S+3R) — noR )
dont les termes étant rangés donneront -
-—naz+(a-‘3—b(1~—‘n))1’+(b—w(_zén))Q:s-'(c-}-d(sfn))ﬁ*wfﬁr:o-
. C a |




oz, el BO s i

.

Il ne reste donc qua rendre identigne cette forme avec Ia
proposée ce qui prpduit les cing egalites suivantes: .
IDA=—na; 2 B=a+(x—-m)b; 3 C==b~+ (2—n)c;
“4)D=mc4(3—n) d; 5°) Ec=4. La deinidie nous doane
dabord d==E; la quatrieme fournit ¢ == D - (ju—3) E;
ensuite de la troisiéme nous tirons b: C-+ (n—2)D +(1-2) (n—3)E;
laseconde fournita B + (n~1)C-+(1-1)(n-2)D+(M—1)(1-2)(n—5 )E;
enfin la premiére nous conduit 3 cette équation pour Ia déter-

—— juination du nombre 1

A+nB+nm-1)C+@-1)(n—2) D+ n(n-1) (n--z)(n— 3)Ezo.

Cette derniére équation étant du quatridme degré soyent
¢y Py 7/, O les quatre valeurs du nombre n, dout chacune pro-
duira pour les lettres a, b, ¢, d des valeurs particulicres. Met-
tons donc pour le racine « ces mémes lettres a, b, c, d, pour
la racine fi: o'y ¥, ¢y 'y pour y: a”, b7 ¢, 47, et pour
¢: @y b, ¢y d”/; et alors nous aurons quatre formes dif-
férentes”de- 'équation intégrale trouvée qui seront:

a 2+b P+c Q+d R—y9:%

¢ 2+ b Parc’ Qd R=yFm:E

"%+ b"P+c” Q+d' Ry € :‘E. _

. a///z i b//,rP " C///Q, + d/f/R — y.é‘ iy :?. ]
_ Aprds avoir trouvé ces quatre dquations, il est facile den
éliminer les trois quantités P, G, R, de sorte quil ne restera 2
la. gauvche que la senle gqnantité z, et puisque les fonctions 3 la
droite , étant multiplides par certaines cosstantes, ne changent
point de nature, on en tirera cette dquation finafe »
z;y”ﬁf-—i—yﬁ%;ﬁ -Jf«yn"@:f;i’-i"y@@:g; ot il est bon

L O « -
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de remarquer que p{}ur trouver celte eq‘fjat‘on nous n’ avons pas

" cu besoin ‘de trouvw les valeurs de @, by cy 4, ni méme les

multiplicateurs, pour 1 ehmmatmn des quantltus P Q, R.
Probléme IV général

Trowver ['intégrale completie de celte equation difféventielle

| d un .é’ggré' quekcongue: A -~ BP - C’Q o4~ DR - ets. = 0.

Solution

Toute Ja_ solution de cette question se reduit a I"équa-

tion pour déterminer toutes les valeurs du nombre nj; et il est
clair par les problémes pre;:edens, que cette équation aura la
forme A-4+-nB4+nnn—1) €C4+nh—1) (n——z) D —-etc. = o,
qui montera au méme degré anquel se rapporte lequatlon dif-
férentielle proposée; et partant le nombre n avra autant de va-
leurs, gue "nous marquerons par les lettves ay '3, v, &4 ete.
et alors lmtegraie complette de I équation, proposee sera
2=y U LAy PR Sy @ Ry DS et |
qui- comprenc{ aut'mt de torxcnans arbltralres que P ordre de
ia chffe entielle demande, :

[ |

‘Tci il est bon de remarquér, que puisque Tes deux va-

riables x et ¥ entrent égalerent dans le caleul, au heu des.
puissances 4, y , ¥¥ etc. on pourra aussi mettre de sembla- |

bles puissances de .x, savoir x*, xf, x7 etc. Bt en effet, si
.
= .
nous considérons la formﬁie y® Y 2, puisque —;- est aussi une fonc-
. ‘ 7 A ?

. . ' Y
tion de %, au licu de 9i:% on pourra mettre 0§ ¢ %5 et alors
. T ah o .

nous




e g pewemm

nous aurons X y”‘ "% Donc prenant A==c, au leu de
la formule 7 A “on pourra mettre -3 2: 3' et il est aussi clair
quon rourrmt ecrnc en général x"y'¥: ; pourvu que la somme
des exposans j et v fut cgale a ay ¢ estd —dn‘e MoV I3 o

- Cette SOIﬁthﬂ o’ aura donc aucune difficulté, tant que les
valeurs de lexposant n, que "nous supposons étre thy P'} Y 37
etc. sopt toutes réelles et inégales entre elles. - Mais dans l&

cas ou quelques unes de ces valeurs sont ou imaginaires ou
- égales entre elles, il faut recourir & certaines réductions pour
rendre 1intégrale réelle dans le premier cas; or pour 1 autre
cas il faut que le nombre nécessaire des fonctions arbitraires reste
non-diminué, sans quoi I intégrale ne seroit plus completre.

Pour lever toutes ces difficultés commencons par consi-
dérer le cas ot deux valeurs de n se trouvent imaginaires, sa-
voir o et (3, et on sait gue ces denx valeurs se reduircnt tou-
jours i ces formes: a=p—+vy — 1 et B =m—vy — I, et
partant les termes de 1intégrale, qui dépendent de cés valeurs,
serofit y’“‘””lﬁl S et yETTLE, ’":; et pour les reduire a la réa-
lité supposons ﬁil__é- _.,.@) et B ,_‘__ ,_3___,_@). Z, et
aprésent ces deux rcrmes en quﬂstmn se redmmnt 8 cette forme

’,.u. G E (yﬂf-—x + },.—uwfo—l) +y- Or‘”/"‘x ‘ __w’—):)@' .

Mefrtons ici dans les pulssances irnavmalres el)' au lieu
de 5, en prenant pour e le' nombre dont le logarithme hypes-
bolique est ==z, et la premiére formule y""¥ - y—-w’——l devien-
dra — eV I . gL 7, et D'auvtre _y‘w T VX deviendra
= e”/”'l Bk g1y Qr oa sait par les réductions con-

nues




.

o f_,n V v—— g -
noes que eV T om VYT — 4 oos g et eV e Y

fin v.. Donc puisque v==vly,Ia forme de nes deux termes

sera ytiz cos v FrE b o) 1 finp. 6 %3 ol lon peut
ometire les ceéfficiens constans tant réels qu imaginaires. Nous

aurons donc, au liev des deux termes proposcs, ceux-ci: y* cosv Iy ‘{'g;- '

— y* fin Vly@‘-:gg toutes les fois que == g~y y/ —— 1 et B3 ==

p—vy —1 D¢l il est clair que lorsque Te nombre des
. 1 . H v : : ! . i
valeurs imaginaires de n est 4, G, 8, 10, etc. puisque

chaque couple se reduit, t6ujours 3 ces deux formules M-V YV —1

et v ¥ — 1, la reduction se pourra toujours faire de la
méme maniére. : | ’

Pour en domner un exemple prenons le cas o I'équa-

ion, pour déterminer le nombre ny devient ¥ -nn 0, qui

apartient au second degrd, of nous avions trouvé A+nB -
‘a(n—1)C—o y il fandra prendre A =B = C — 1 , de sorte
que I'équation différentielle & intégrer serm pour ce cas % - P
+ Q== 0, ou bien en la développant -

9% _ 0% 1 wn BT i gpnr 25 1 s 99— £ vui l
PoUr n nous &wess ces valeuis o =Y 3, By — 1y,

et pastant W I o & v =z I, nows en déduisons & abord

z==cos. ly & 2;-—4- sinfy, :?.‘ Pour misux éclaircir ce cas-ci

» 4 sorte gquupe intégrale pape

eis; .

renons ~:i::aet@:‘f_r;
P & ¥ b

Ju
s

ticuliere serg == — sim. Ly, @

e

o

ou nous tironpg 9% = ;_ sin, lg et

98 wee z . gpifa 098 mm
= Sy S8 Iy -+ 55 o8 Iy, et easuire SS T o st

d3% e, s : 3 o DPB e B 7t Jx o 7
sol T e 2 min ] <. €OS. 0Yf 8F 298 = F Tein ae | 3%.eng ler
IxQYy ¥ y+.w y taﬂ e R G C 4
' ) Ces
f




w‘z%w

Ces valeurs Stant substituées dans’ I’ équation & 3P 20y
dopneront % == 7' COS: by - :
R ' 3‘5_ cas. by
— % sim ] — % cos, fy.
Q. ply—3 iy

dont la somme doine % - P~ Q=0

Passons gu cas ol deux ou plusieurs . valeurs de # devien-

sent égales entr elles. “Supposons 4 abord que == ay et
’ . A M B

! - e M N - - - .
dans la forme intégrale trouvee les deux premiers fermes

y“%l%« 5P %j—’% ceduiroient 2 une seule fonction, ¢t partant

‘Tintégrale ne  seroit plus’ complette.  Pour remplir ce nombre ‘

posons [3== ¢ - W €0 prenant - pour ua infiniment - petit, et
5% camse de #f = ¥ .- ¢ et de y¥ = ¥ O ly, on aura
Py o oIy, & ob les deux premiers ermes deviendront
y“%{:";__. 4555 .;_.-}u w y* 1y Pe :i;—; ot au lieu des deux pre-
miers fermes on peut derire simplement & 9,!;'”_;_, et B:Z au lieu
de w B:l-s desorte qu an liew Ges deux ~ premiers termes
nous aurons hprésent: ¥ Qi‘:g..ér—y“ lyB: - ‘ |

~ Pour donger uf exemple de ce €aS, ‘supposons que I équa-
tion pour déterminer le nombre 7y soit . = 0, et cette équa-
tion appartiendra av second degré, Pour lequel nous avions en

général A +~n B ~- 1 (n— 1) C==0, on il favdra mettre

A—o0, Bz=aet ¢ =— 1, de sorte que U équation. différen-
sielle 2 intégrer sera P~ Q =8, 0 bien ¥ gf“- —4- 7 ET%- - o 2%
L =7 M

2y B2 gy S >
Y —3s Y 595

_ Ayant dopc pour la résolution de cette ‘équatioﬁ -
pp == 0 JES ide_ux valeurs égales de n seront ¢ ==o¢ ef gz o3
_ : par

gxoy

S




= *25' e

< par consequent Tintégrale complefrte <herchde de cette €quation
est o9 y-{—y% E.,Oﬁ il vaudra la -peine de hlre vmr COMm-

" fent cette valenrsatisfait -en general al cqu‘atmn proposée, Pour
cet effet nous -différentierons ces formules selon la régle <tablie ci-
dessus 0 v =0v Y": v et 0~ A ¥ = Jp A% v, et nous trouverons:

9% - T g e 13' P 3
aax = 7Y ‘ %% %% 1 %
P & . £ 2 —EO 2
ggz X /Q:i x __i:y %r/ x_y R
;' f— gl - - -——-‘ 1 — ) '
ox® T oy v +y:v g ‘
[09%  — a g{f.x x Q‘” 2 E_%-’.mx 1y %f.. a0
oxd Ty 73 y Ty Ty
¥ 2y Ty y > - D":"__IQ’ %//3.‘. z o 7
3> / . £ '
[ Jp— L gy/a Xy XX 21 E’f_ l . X X CYX S, W
@Ea‘*‘*"‘zﬁm'fu “",Q[ o T DS
2" B
: x:y% z "’i—'x _'y% '-;—: '
d’ ot ‘nous tirons la formule suwantc.. .
| P Egl s o SR B o~ AT —'%& DL
ou .bien: P—=R: ?-L. De la meme mamere 1011 trouvera
Q=—8:2, dot il ¥ ensuit ouvertement g Q____ 0.

Ce developpement paroit 4 autant plus nécessaire qu' on ne
.trouve nulle part des ‘regles particuliéres pour différentier Iles
fonctions & deux -variables. ‘

Con51der0ns -aprésent -aussi Te cas o, outre Jes depx
racines égales 8 == «, il''se trouve -encore wune troisiéme + .qui
leor est- egale. Or pour les deux premleres B ==« nous venons
de reduire lewr iterme correspondent :] ccette’ forme: y*: 9 I

. y
~+ y“ly% = -auquél il faut -encore ;a]ou,ter. Te - troisieme terme '
‘ y”’@'.—, qm se réuniroit :avec le premier. ‘Mais posons apré-
sentfy_._a—+~—m, €t puisque /e 1+w{y—4~—m (lj),ﬂ
faut aller ici jusqu'au troisiéme terme, puisque le second se réuni-
Nowa Aceta Acad, Imp. Scient. Tom, XV, .. D 1‘01t




De la il est clair que
ces trois termes, en changeant les io.mtxons arbitraires, se redui-

f01t avec Ie srcond des termes précédens.

Uy BTy (ly) €2

Pour en donner un exempfe considérons . fe cas ol
3n

ront aux trois termes suivans. y“ U Zovimy

quﬂﬂulo.ﬂ pour le nombre n obtient cette forme: x
‘'sont  toutes
Ce cas appartient donc

~+ snn n® == o, dont les frofs
entr elles, .savoir a == == == 1.

racines

égales

Az -4 BP

& 1 équation diﬂ'mentlehe du troisieme

degre

4 CQ_—+ DR =xo0, pour laquelie nous -avions trouve ©
o A+nB+n(n-—1)C+n(n—1)(n-—2)Df__a, '
ce qui ¢tant développé donne:
A»—*—nB—{-nnC+n D—o.
e 7y € — NN D

- 2n B
It fandra donc faire: AHI,Bu—C—l—zD_—-g,C g D=3
¢t D— — 1, ¢t partant C == ¢, Bz=— ret A1, de sorte

que notre €quation d1ﬁerentlel]e sera: z-— P—-0.Q — R=o0,

dont I intégrale complettc,' a cause de a""I, sera:

Ty Syl ity () €:5
y Pour éclaircir ceci par un exempl‘e faisons: % ==,
B —o0 et & de sorte qu’ ume intégrale particuliére

sera "% ({}r) ) @ of “nows tirons les dlﬁ”crentlclﬁes suivantes:
3% a;., e 8x1
= a_j) = — —5-%5'

B e E
T Ty ?
¥y

G - )
W7 gy 22 --213', Pz gr oy
aa —_— " aa% — 003 N+ sz

— 0,- — ,’. —_— e e 5_
o= oxZay e ¥¥ - Y
082 e 4% DX 1. 4951'}‘ — 45__:c___i_ 4y :
833' ) 53 .')’3 3 553 y

Pcoox (Zy) -} nx[y et
R—-—"

De T nous txrons % - X (ly)




rR— — 256]}7, d ou I‘ésﬁ}{c; g — P w R e o;' ce qul €5t
) Palialtement d’ accord. -

De 13 41 est déja tres ewdent, ‘que si le nombre 1 avoic”
' quatre vileurs égales, savoir a= B = =3, au lien des quatre

termes qui entrent nnmedmrement dans liatégrale, en devra mettre

ceux-cl:

1educt1on de lintégrale n’aura plus aucune difficultd.. Ay reste
on comprend ajsément que dans toutes ces formules ides deux
lettres x et y pourroient étre €changées entr’ €lles.

&

zzy " % *+:v°‘19f%5 2yt (& +yt ) -—+fetc-'- -

et partant, quel que puisse etre le nomblc des racings cgale IE

Pour prouve;r cela Jje ferai. voir qu an lien des fermes:

PEDIEE: —]—Jf @/))5 Z pn pourra écrire: xt Y Tt (!:c)%.__
Pour c:et effet ] observe que parceque L un et l antre terme rcn-
ferme mne fonction -arbitraire de —zg on la pourra multiplier par
s = ce qui domne x* -2 Tx“(ly')b =5 ensuite P-UiS‘LTUC z"”

/m'__ ly est aussi fOflCthfl de E"v au 11&11 de 9f:2 5-on pouma
gerire: 9% +l‘= ;, et alors nous aurpns x"9:Z -—*ﬂx (333)

p F 25 Tob Ton comprend aisément que cefte permur.atlon peut

toujours -avoir lieu.

L’ intégration de cette équation différenticHe assez géné-
rale: A%~ BP - CQ_~4-DR--ES<-etc. =0, ou P, Q, R, S,
etc. marquent les formules différenticlles rapportées ci-dessus, pourra
étre regardce comme un excellent morceau de cefte Analyse qui traite
des fonctions & deux variables, £t qu™il faur bien distinguer de I'analyse
ordinaire qui ne roule que sur les fonctions a mne seule variable,

Car il_est aprésent bien clair que ces deux espéces’ d analyse
' D=2 - soat
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Ay

sont trés essentiellement * différentes .entr’ elles, non seulement ,

. Par rapport aux fonctions qui y sont trait€es, mais aussi par
rapport zux méthodes qu'il, y faut employer.  C est pourquoi
la dénomination de différences partielles, dont plusieurs Géomé-

tres se servent, pour’ marquer 1" apalyse des fonctions i deux

variables, ne .me paroft pas fort propre pour en exprimer le

véritable caractére.

- Non obstant cette différence on peut souvent ‘remarquer une
belle harmonie entre ces deux espéces 'd’ analyse.
on traite, dans I analyse ordinaire, cette équation différentielle:

Az+By 224 Co* 92 4 1y, 885 | e — 05 et qu on deman-
& . dxd . 3 : o : '

Lk

. de quelle fonction de x on doit donner 3 14 quantité 2, pour

que cette é‘q;natiom_ soit remplie : lIa méthode ordindire d’ inté- -
grer conduit & cette équation algébrique: A1 B-in: (n~1)-
Cr+nn- D@~2) D+n(n-1) (n—-2) (1 —5) E+cte. =0;

d’ ol il faut tirer toutes ' les racinss ¢y 3y 9,0, ete. de g,
et ' intégraler complette est exprimée de cette maniére

2= U+ B’ C ¥ 4 Daf + ete. off les lettres: 9f 55, @, D, ete.

marquent des’ constantes arbitrajres quelconques. - Cette forme
;- ' . - S ] v < g ! . L . [ ’ Lo
a donc un trds bean rappost avec la forme ‘de 1 intégrale que.

BOUS avons trouvée ci-dessns pour la fonction % des deux varia-
dles de 2 er Yoo '

C

-

Ainsi quand

etiai
gred
vsqu
null:
etial
licui
prae
tra

insig

in i'
spec
rit,
num

prae
moc




