Iorx

INVESTIGATIO TRIANGVLI
IN QVO DISTANTIAE ANGVLORVM
AB EIVS CENTRO GRAVITATIS
RATIONALITKR EXPRIMANTVE.

.Au&ore
L. BEFLERC.

" Conventui exhib. die 17 Dec. 1778.

§ r.

SENES

( l'um certram grawtatls triangnli repcnatur in 1ntexftﬁh@~ Tah L
ne ternarom reftarom AF, BG et CH, quae ex ﬁn~ Fig, 8.

gulis angulis duflae latera oppoﬁta bifecant; illud erit in

pundo O. ubi illae tres reftae ita fe {ccant, ut it AQ=EAF,

BO =12 B G et CO =z : G H. Quoniam igitur requlutur

ut difiantiae AO, BO ‘et CO rationaliter exprimantur ;
hoc eveniet, fi totae reflae AF. B G et CH fuerint ratio-

nales, fiqguidem latera tnanguh per numeros rationales res -

praclententur.

§. °. Ponamus igitur BF — CF::u CG—AG= B'
AH=BH= ¢; praeterea vero vocemus AF’ f, BG=g
et CH=h, ac perpendamus quomodo iftae tres lineae

7




f» gy b perillas a, b, ¢ exprimantur.  Hunc in finem
vecemus angulum AHEFB —w, et ex triangule A B F habe-
bimus hanc  aequalitatem e |
ABE =AM -BF —~2AF.BFcof o,
at ex triangulo A'CF habebimus "
AC=AF 4+ CF +2AF.CFcof v,
quae duae aequalitates additae praebent

ABF+AC=2AF - 2BF

-+2bb-—ga Simili modo erit o |
gg=z20aa-+2cc—bbet Ah—=2a0-42bb-~—cc,
quocirca pro litteris a, b. ¢, eciusmodi numeros quaeri

five 4004 4bb==2ff+2aa, nnde colligitur ff—=2¢c _

oportet, vt iftac tres formulae reddantur numeri quadrati.

~ §. 3. Antequam hanc inveftigationem fufcipiamus,
confideremus cafum maxirme memorabilem, quo bbce
—2aa; tum enim erit. ff==gaa, five f—ay 3, tum

- vero gg==3¢c, five g==cyV'3; et hh =3bb, five

h=5bV 3, quae eft infignis proprietas huinsmodi triangus-

- Ioxum, in quibus 2ea==bb--cc.

§. 4. Praeterea in genere obfervemus effe
| ff—{—g.gﬁ—hh::g({L(E—%—bbﬂ‘—cc}. _
Cam igitar fit AO=— 2 f,ﬁmulpipli.cando per } exit. B
AOHBO+CO=fwe+bb-ce),
ficque patet femper effe o : '
AO'+BO* 4 CO =L (BC 4 AC*+ A B,
quae proprietas eft etiam maxime notatu digna.
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e oL

§. 5. Videamus nunc quemadmodum formulae in-
ventae ad quadrata revocark queant, ac i incipiamus a
prima ff—c2cc+2 bb—aa, non tam facile patet, quo-
modo quadratum obtiner™ queat ; at i fub hac fpecie re-
praefentetur: ff = (b +¢)* + (b —¢)* - aa, fum fecundum
praecepta Analyleos ftatui poterit f== b~ ¢ %(b — Gt )y
qua {ubftitutione fafta habebimus | N

42 (b—-c+a) +22(b—¢c-a)

(b+cf+2(b+c)(b—c—+a) qq(b F

. =0+l (b—c)—aa

—wbi{ublatis- membris prioribus, poflerioribus. vero-- per-fafto-

rem communemw b — ¢ + g divifis orietuy

2B +o)+22b—c+a)=b—c—a,
unde commode definitur

g b—eilgg—pP 2090 +c)

PP+1q4

Quodfi ergo litterae a ifte valor tribuatur, littera quidem
f rationatiter exprimetur: erit enim

f': (b+cligg—ppi-+2pqg(db—e) .

' PP+qgq > :

at fi iftum valorem ipfius o in binis reliquis formulis fub:
Rituere vellemus, in calculos nimis complicatos, ac prope-
modam inextricabiles, delaberemur; quam ob rem alio. mo-
do folutionem tientare coavenit.. ' '

.. & 6 lun@im contemplemur binas pofterinies con-

ditiones, quae funt
EE€=z2a0-42cc— Db} et hh‘:‘zaa»}-«z'ﬁl’)f'--';cc‘,r
quarum differentia dat €& k=13 (cc—bb); unde
cum omnia In numeris integris defiderenttir, £ cc— b b
‘ . alios
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=3pqg et g—hzrs, unde fis 0'-5-’?—?—’-’11”—5. et h = iRITIs

104

alios fafiores 1on haberet, praeter ¢+ b et ¢ —b, flatui
deberet g + h == 3 (c+b) et g —h=—¢—h, vel g+h=
¢4 betg—h=g(c—b). Vemum ex illa pofitione fe-
queretur g = = ¢~ b et h=—c—+=2b; ex pofieriore verp

g=2c—b et h=maz2b-—rc. Hae autem binae determj~

fiationes inter fe conveniunt; nam quia in formulis princi
palibus tantum guadrata bb et .c ¢ occurrunt, perinde eft,
five litterae b et ¢ poﬁtlve five negative accipiantur.

~ §. v Quodfi vero loco g = 2¢-+b hunc valorers
fobftitnamuns, in aequatione gg=—-z2aa-+2¢c— bb pre
dit zaa=2bb+2cc~+ 4be, five g a =(b—+ )% ideogue
o =b+c. Hoc ergo cafu in triangulo propofito fumma due-
yum laterum aequalis foret tertio latere,  ideoque tria pun-
&a A, B, C in re@am caderent, neque exgo amplius foret
trlangulum, ficque ifta folutio pemtus eft reiicienda.

§. 8. Quoniam haec folutio inde efi nata. guod
pofuimus formulam cc-——bb alios faflores non admittere 4
practer ¢+ b et ¢ — b, neceffe eft vt ifta formula infoper
alios involvat faflores. Ponamus igitur effe cc—bb=pgrs,
ﬁenque debebit ¢ ¢ —hh —=3pqrss unde . ftatuatur g~

2
ex formula vero cc—bbz==gprs fumamus ¢ +b = pE

et ¢~ b=—gs. Hoc autem modc tantum dlfferenuae bi-
narom formularom fatisfecimus gg~ Ah et cc—bb, unde
infuper aliae feorfim foret fatisfaciendum., eodem autem re-
dit, fi infuper fummae fatisfiat. Cum igitur fit gg+hh =
200 -bb~cc, fubfiitutia valorum inventorum, facillime

efficitur: erit enim -

Zgg




sgg-2hh==gppgg-~+rrss,

fmiligue modo erit '
coc—t2bbzmpprr-t+qqgss,

unde aequatic conficienda fit
oppgq-trrss=gaa--pprr-Fqgss,

ideoque fiet '
sae—pplogg—rr)-+ss(Fr—qgq), ego
6aa=2pploqq—rr)-2ss(rr—qq),

quam exgo formulam ad quadratum reduci oportet; quod fi

foerit pracflitum, duabus formulis pofierioribus penitus erit

fatisfaftum, ficque tantum fupererit primae conditioni ff=
2¢C—+ 200b— aa latisfiexi. ' o

§. 9. Cum igitur effe debeat 16 ff==g2cc+22bb
~—¥6aa, ob 2cc+2bb == pwrr+qgqgss, nancifcemur
fhanc aequationem: N
6ff = 8ppre —8qgss — pplogy —rr)—ss{rr — qq),
five ' _ '

16ff=opplrr—qq) +ss(sqq—rr),
hoc ergo modo infuper requiritur, ut fequentes duae formu-
lac quadrata efficiantur, quae font |
600=2pploqg—rr)+285(Fr—qgq) et
16ff=s8ppr—qgq)+2ass{ogg—rr)

§. 0. Quoe harnm formularum refolutio facilior red-
ﬂa*tur, ponamus p =x-+y et s==x—j, tum enim con-
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i - ) ' gunmn BT mansos:

! ditiones implendae erunis -

| ' - T. 4608 =4G7 (xo+yy)+=F vy (s gq— rry et

e ‘ ik zyff — L VT (;nra::-i—yy)ww ey (5 p— s 4 U

N .
o , |
. o §. tr. QO Yas formulas trafabillores: reddiamaisis.
s fﬁai:uamms;”b;g;@jcgiis: gralia | : :

i . 5qum ¥ == { 51;? sro—gag—N, -~ 7 '

"‘!‘ : Gl ‘ 4w A T

. ' : ac. hinae asquationes’ {rafiandae erunt

i 08 e e e e s B Anas ¥ TF —me g e o N .

| 2t g 4y g2 My et 35 == px yy -+ s NEys
plvendae adhuc faparfint doae fovmukae in-

Toee ergo Y8

ter e fmilfimag €t ita
facillime: refolvere liceab..

comparatde s at wiramghe feonfime

| §. 12 iramgue yefolutionem: fmut fufcipiamus;. {ta~
- Can [+ Ea——— " y . }‘ e . . N N Ry i -tn»
wendo: & == X gy eb L=x- ) hoeque modos proal
punt fequentes. formact. -

gt by ==y 2 B el 2 puy == g+ o N

unde dﬂplici’f modo nancifeimur

e

Z e— . T - 1 9l
i e B e
7 el CEUE

Hos: ergo- duo
- guem: in finem:

s valores: inter fe conigruentes’ reddi: oporist
7 primo. numeratores asquales fiatnantur, 1
quod’ duplici modo: fiere: potefl, fainendo vel v = T V¢
=ty priork auicH cala denominatores:aequales fieri nequ
ant, nifi fuerit M =N, id. qued flexi:neguit. Sumamus-ergo w=-
ac denominalorii aequalitas: praebel = p—fes 1, 0
de it % ;,z"fﬁl_—u:-ﬁﬁ 5 hﬁ@@mf modo: fam omuibus: €00 dit
' - nib
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nibus erit fatisfa@um. Interim tamen probe notari oportel o
hanc (lutionem tantum effe particularem, propterea quod
binae fralliones pro 7 inventae infinitis alils modis aequa-
les fieri poffent, etiamfi neque 11t:£11@1'atores, neque denomi-
natores aequales ftatwantur.  Quoniam aulem alii modi ad
calculos nimis perplexcs perducerent, hac folatione eo ma-
gis poterimus effe contenti, quod nihilominus innumerabi-

les folutiones {uppeditat.

§- r3. Holutio igitur problematis, propofiti ita fe

- relinquuntur, quibus igitur pro Jubitu fumtis erit

M=—i80277 of N $7r—9qq

T T aqq T ary .

2%, Iis Iitteris inventis capiantur == (M — N2 4 et
Y =4 M-N), five pofiquam fraflio S ad mini-
mos terminos fuerit redufa, numerator pio x, denominator
Vero pro y accipiatur. g% Deinde vero erit

a — P — N}

=Xty == ——T___J’ 5 _
ideoque & = g+ I (M — N) q¥, fimilique modo erit

S ey — e (AT

FET by =32y, |
idedque f=re—I(M—N)ry. .° Cum fit pr=x -y
et s == x — ¥, habebitur b ¢ — pr et ¢c—b=gqs, idecque

c=¥Ir4f gf =t ~2gs

2 ‘ 2

ficque omnia tria latera trianguli erunt definita » quippe
quac erunt : : ‘ ’

20 297+ (M—N) g ;

3

2b::pr_--~q; et 2¢—=pr-+gus
O =2 S5,

habebit. 1°. Binae litterae g et 7. penitus- arbitrio-neflre - - - -
q =+ _
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5° Denique VeI ob g+ hb=3pget&™" b=y cnib
. g,z”"{f"” et b — 3pe=lS. -

& 2

y4. Tam inpuimus bimas Hiteras g et ¥ ferl po-
tins earum relationery arbitrio noftro effe yekiftam 3 bl prir

mum ‘obfervandum- oceurrit , fi fuomerettr ¢\==F»> ob- W:—po
't __x fierl M+ N = 0x ideogue €t ¥'= O unde nudla

{olutio idonea nafcitur., Idem Tﬁéﬁi’fﬁﬁ@ﬁﬁ?ﬂi’Oi;i%'_?ﬂi’—r—r—fisnﬁ{l@}iﬁ

r=3gq, fiquidem inde it M == —1 ¢t N — 1, ideoque iter

o M+ Nz=o Hanc ob rem ut cafun: defrnitam evelvas -

mus, ewmque fimplicifimum., {umamus g==2 €t 7 = T, U
de fit M =B et N=— ¥, Bin autem fymeremus g%
ef p— 2, tum Deret M—fet N= I, quac pofterior folue
tie. cum. fit fimplicior, hanc calom data opeta evolvamuss

Byolutio cafts
qtic- g =T et ¥ == 2v
§. 15. Hoc g0 cafn exit M=%§=1x ¢ N—=E2,
ideoque M N—=£% ect W N = — %> gnde fit % — — By
guociea’ fimamus =2~ 63 et y==64. Hinc erit poro
@——9s et f=— 102y five a==79 et f== 102 Deinde’
autem ent po——I et §==— 129 unde colligitu;ca—b’:-«?-‘
gt ¢ —b==—120> ideogue €=~ 1%5 et b— Z. Tleniqueé

gy ot g—hT—a55,1de0ue g=— et h=+Tv

§. 6. Solutio- €rgo wuins cafus ita:fe lhabebit, poft
quan Ubique per 2 fuerit mu]tiplicatum: a== 158, b=3%7,
c——131y fTm 204y £ a6y e h—= %55« Vbi plax mam. ob
fervaffe iuvabit, binc adeo aliam. folutionem in minoxibt
pumeris dexivart poffe; pam quia aunteri f, g €t b perd

v
]
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dividi poffunt, eorum trientes loco litterarum ws b et ¢ acs

€ipi poterunt, tum autem praecedentes litterse a
bunt valores pro f, g et h, ita ut hoe obferyato nancifcas

mar iftam folutionem fimpliciorem :
e= 68; b= 8v; e—= 85
f:: 158; g—129y h==131;

id quod fequenti mcdo oftendi poteff.

§ 17. Cum fpe@tatis litteris a, b et ¢ tangunam da-

=Y (¢ bb—%—feit:c—-—aa) H
g=V(2aa+42cc—0p);
h:]/(zaa-+26b-cc) 5

hine fequitur fore
ffteg+hh—3500-+ 3bb—-3ce, hineque
2f'f—}~2gg+zitlz-:6a=a+6bb+6c‘c. '

Subtrabatur primo 3 ff-— 6bbt6cc—naa
288+ 2hh—ff==gqq,

ita nt fit
Sa:V"(zgg~J—2]1fi~ff).~

Eodemque modo reperietur

30=V(2hh+aff—gg) et

3c:]/(iggg+2fft—hh,)_i

s ac’ prodibip

_ § 18. Quoniam igitur litterae
dem modo per fsgeth deterthinantur,.
litteras f, g et'py Per a, b et ¢ determi
aliud tilangulum |, aq quod refefantur,

3¢, 3b ef 3¢ eob
quo ante invenimug
nari, donfideremuns
finiili thodd gemini

s b, ¢ da-

tis alterae f, g et h ita determimg{i{uq!@ ;zq.;_geg@@g{,;,m.eﬂei:_-,,-,,,,,,,,,,,,, e —



it &/ =Ty

_angulo, ad
- per aliud

pewcmemsy § Y O i

Litterarum ordines o, b et atgne f, g et by ac fi fue
. pe—g et ¢/ =h, exit - '

Fe=y/ (2B 2 oo — o )=

| T/(ﬁgg-ﬁ—ahh-—ff):::ga, idecaue f==38
Rodemague modo prodibit /e nTy et B =5 ficque X tri-
q 5 T : 2 P .
quod referumntuy Litterae & b, cet > & h, fem-

trianguitm “derivari poteft, cul refpondeant Titte-

vae o, b,c €t f.gs ', fi capiatar o
rum exit f/==885 g/ —=3b et n—qc; quod eft theorema

maxime notatd dignum.

Hinc igitur patet, fi ex triangulo ante in-.
vento alind formetts in quo fit & —if; b'=—38 ¢ ‘==ih;
tum fore f—=0; g —=b ¢t 3¢, unde prodit alterom  trl-
angujum fupra xchibitam , guod PO fimpliciffima {olutione
aoftri problematis merito habeil poteft. ABe autem (uAan
alia exempla percurramus plovimuim invabit ,

generalem sccuratins evolvere et ad calculum accommodare.

§. 19.'

Accuratior evolutio {olationis generalis.

~ §ozo. Im folutione brevitatls gratia pofaimus
- M — s29—=XT et N oo e 22t 7

‘ - 494 B 4

pofiquam pofuiflfemus g-+h==38p9 €t g—h==rs, M ve-
10 c-+bz=pr €t c—b=qs, unde inyenimus
& e (NP4 '

5 T AN ?

%-::ac%«%(]fﬂ——-N)y et
5 =g —§(M—R)Y

T

qui-

'=f; Bog et Ry

{olntionem

* e

e W P A
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quibus. valoribus inventis reliquae’ litterae' omnes determi-
pantur.  Nunc primo loco M et N valores: aflumtos fob.

ftitoamus, atque impetrabimus : | |
o M N — 94—-74.:_{3':3(;'—{—? 1~)r$qq-—‘r‘ri;‘;l
& dqqrr

deinde vero erit _ . y -
o ‘____Id.-;qrr--‘r‘*'ﬂ*?_q_‘*'ﬂ—- 9gg—rmr Prf-g_.g_..‘
2., M—}-—N_.. TggrT - dggrr b

, . . i 2 . .o @
Tam' pro fragtionis: 5 numeratore: (M— N)* — 4 habebimus
eius. faltoreg , L C i
ﬁ/} —_— N~+. ) :‘2‘ GA 1R e gqgr r_-:__— gq==wr) (-r_r—‘i-q a) er

t4q9rr tdgrr
’ . '_‘__ .-....».797'5'47:—,',}14‘;'?'7&J}—Q—ﬁ—k;—”—ﬁr"(? dyrerrI{vr—gql
[ —fEJI**Nai“ 4ggri - 4q9grr g

unde foius numeraior erit.

, 3 =g rn) (Ga—rr)(9g g Tri9gg—rr)
(M — Ny —o—tag T2

at vero denominator eff

14-N)—=0dgrr—pt'—g gor__ Bga=r#)(rr—~qqy '
+(M—+-N) T gy - = Tars »

quibus: inventis erir
Z= LIt rn@aqurmy
F.o ’ oggrae
§- 2. Onia Bzec fraflio: ulterioreny redifionem in:
genere non' admii, fumamus. | :
T=(qg-+rr) (o §q-+rr) et Y=—16ggrr,
hine' iam. poric: ob, (M — N)=86gaxrn(34q Bgg—rry repes-
. 2 Yqqrr
Remus : '
& e g =y £ T O N
?%27(]‘-%1.0@(;?1"%? M(qq-ﬂt-r;-} f.ggq+?i")
—2(399+rr) (agg — ry
Y LA e
TSGR Togqyrial gy =(gg+rr) (pgg~+rr)
T899t rr)(sgg iy

gt

i
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qualia, iamamus g—= et ¥==3 prodibitque a—4gz4 et

f—=10g, Pouo erit p—=386 ¢t s =524, 1

ingque porro et -

quibus valoribys inventis ob o 1
T gy =g (0997 — 16qqry ‘k
gt 6qqrT - €t -

Szm-;yz,(qg+rr‘)' '(grq'rﬁwrr)-é— 16GgrY. d

| - :_“9(}*—-1«-26;};;}”1/‘5{-—-?",-- . :
"-*_iamdif’f;v—f:#-{—b:ﬁ s c—b—gs; &1 h==zxpg et g—h=rs- |
Bx litteris ergo g et ¥ pro 1u bita affumtis omnes fex var
lores @, by ¢ et Jo & h facile eliciuniir ' S ;

i

fxemplum L y

quo g==1 et 7 =38 o

2. Quia jam fupra ohlervavimus fomendo =¥ ]

rullum reperin _txiangiﬂumg, fed bina latera tertio effe aes 1

Jc—216 et b——10%, Deinde g==540 €t h==432, qui va-

lores crgo fuuf;:' =524 b=108} c=p1b} f;—:mgs g=540 €t
h = 4325 qul Per 108 deprefi abpepunt i hos valores:
a——3; b=13; €=2; f=1; g=s5 €t h=4;-quae folutio
pariter locum hapere nequit 5 quia Ao latera.lextio 1epe

yinngur -aequalia. :

b o

Exemplom 1L LT
quo g==2 et ¥—=1 - T _"’1
6. =a. Bic igitur exit gg+rr=7s et 9qq+rrz:_§:»-7§f-
- unde colligitur gz=2z02 £t fm41, Deinde fit p—=121 €t

5249 hinc poro £IT 6-;2 et b=, Denique g = ‘:’;—5 el
. h::.‘!él. His igitoy valoribys dtiplicﬁg'tis habebimus ¢ =404}
b=37%; c=610; fmose; g=975 &8 h=ATT

| | | © Exem
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Exemplum L
quo g == 2 et r—14. -
o4, Hic ergo erit gg+rr= 15 €t Oqu TS 45]

unde colligitor =459 et_g:vz}_; porro vero pmg et sxrzby.

o 3427
— 5"

Los

-~ . ~i0 R 0205 . Fariirs - _ k .I
Bx his it c=Z2 et b= -+%2%; denique g =% et h

§. =5, Hi ergo valores duplicati et per communem

faBlorem ¢ divifi praebent hanc folutionem: @ = 204; b= 255
el ¢z 261, f~ 44y &0 893 €t h=38ts, ubl cum ‘numeri
f, g, h-divifibiles fint per 3, per theorema fapra allatum
orietur fequens novadfolutio: .o =683 b=g5; c=89; f= 1563
- g=izr et hzx2y. Haec ergo folutio idem prasbel trian-

gnlum, quod X Primo cafu, quo g=1 €t F= 32, demun ope
iheorematis fumus nafl, '

Exemplum IV. I L
quo g == g et ¥ =—=35. - '

§. 26. Hic ergo et gg-++r =34 et 9Gg-+ ¥F=1086,

unde fit § == 34 506 -— 4. 52 == 2306 et {z=ggrz; pone
P =4 et § 59404, hinc ¢ = 10816 :et b= 10796, deinde
2418028 et 2 A= 15090 . :

§. 2y. Triangulum igitar hoe exemplo inventum-

guoniam. finguli valores faltorem habent 4. fequeniibus ne-

‘meris continetur: @== 2549, b==269g; €= 27045 f=47655
‘g = 4509 et h == 4428. FHnc iam fatis liquet, quomodo
. qm"tgunqu‘er‘huius‘modi triangula exhiberl queant, quibus
conditiones Ppraefcriptae adimpleantur. ‘ o
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