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Conventui exhib. die 56 Maii 1777.

§ 1. : ‘ |
COn'te:mplabor ‘hic  denuo eiusmodi fanfliones ‘cuinspiam
anguli ¢, quas in feries , quarum termini cofinus an
gulormm multiplornm ipfius ® continent, evolvere liceat
. Scilicet fi @ denotet talem fanflionem anguli §, quae pe
evolutionem huiusmodi feriei oriatur:’ | :
P —=A=+Beof. -+ Ceol 2 @+Dcofl. P+ B.cof, 4 O+ etc.
manifeftum eft talem refolutionem femper fuccedere , qual
do eadem funflio @ pex folutiopem communem in talem fe
riem converti poteft: : - | ‘
Ppr—a+pealP+ry col. 02+ 3 col. PP+ ¢ cof, P+ etc
propterea quod omnes poteftates cofinuum in- cofinus mult
plorum ejnsdem anguli refolvi pfo:fftmt, id quod 1n potef[i
1ibus finnum . non {fuccedit , qud.niam t_antum potefiates P
yes in cofinus multiplorum refolvantar,
pares ad finus multiplorum peiducuntur.

POtﬁfTétes vero 0
Quia vero op¥
. _ fint



finus facillime ad cofinus revocantur, ea guae hic fum tra-
diturus, pariter quoqUue ad finus pertinere funt cenfenda.

. Nifi autem funflio propofita &d fuerit rationas

Jis et fatis fimpleX, feriei quae ex elus evolutione ‘nafcitu:

A+ Bool®+C col2 ®+Deolg P+Ecolg4d+ etc.

finguli termini ita deprehenduntur comparati, ut ecorum
valores mon mifi per quantitates maxime transcendentes €X-
hiberi queant. Veluti fi funttio propofita fuerit

d = {x —ncol ) 2, _ S
a cujus evolutione propemodum univerfa theoria A {trono-
miae pendet, {ariei inde oriundae primus terminus. A per
hanc fexiem exprimi invenitur:

3.5 3.5 1.9 4 15 7.9 IL Ié 6
1+_nn+ A () —[—_,M____.__.n_}- .
4. 4" 4.4 8.8 4.4 " 5 8 I2IZ ‘ etc

cuias Tummatio omnia artificia, analytica haflenus inventa
elndit; hinc olim plurimom in hoc elaboravi, ut eius fume
mationem ad refolutionem aequationis differentialis reduce-
rem , unde deinceps haec inveftigatio ad genera quantita-
tum transcendentium, five ad quadraturas . curvarum magis
cognitas, deduci poflet; vernm etiam in hoc Jabore operam
meam nequicquam confumfl Nuper autem fe- mihi obtulit
idea, quae me ad formulas integrales fatis concinnas ma-
pudoxit, quibus non folum primus huins feriei terminus A,
fed adeo omnes teymini, fatis ‘commode exprimi peffunt ,
quas in fequenti theoremate fum complexfrus. |

Theorema generale, o
- Si fanflic @ anguli @ ita fuerit comparata ,
ut/in talem feriem vefolvi fe patiatur: | |




Bd—A -+Bcol.p +~Ccof. 2d ~+Dcof. 3({) :
— E cof. 4 O -4 etc. : |
tum fingulae quantitates' A, B, C, B, E, etc. per fequen.
tes formulas integrales determinantur, fiquidem in fingu.

lis integratio a termino O =——=o, usque ad terminum P=gy

Tah. L
Fig. 6.

extendatur, denotante w femiperipheriam circuli cuius ra. -

dins = 1. ,
5, A= IfGod.
. B=2f03Qcol G
5. C=2f/®0Pcol 2 ]
4. D=2fBoPool 3.
5. E=2fPoPcol 4D

- etc. etc.

ubi notetur primum coéfficientem effe

% -dum fequentes
omnes funt 2. o

§. 4. Hic primum obfervafle iuvabit omnes has for-

mulas integrales facillime per quadraturas curvarum fatis
fimplicium repraefentari poffe. Si enim fuper axe reilines
A B abfciffae AP aequales capiantur arcubus, qui angulos

® metiuntur, ita ut fit AP=Q, tum vero faper hoc axe:
confiruatur curva -EMF, cunius applicatae P M referant

funftionem propofitam @, tum formula [® oD exprimet

aream A EMP, cuius initium in A ftatoitar, ubi @ —o.

Quodfi iam punftum P usque ad B promoveatur, ut fial
AB—m, tum  area _A EFB per I multiplicata ftatim
pracbet primum terminum A feriei quam gquaerimus. Si-

- mili modo fecundus terminus B, fimulgue omnes fequentes; ‘;

- con- '}

t
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conftrui poterunts f curva E M F ita deferibatur, ut pro
(ecundo termino B caplatur applicata B M = @ col. &; pro
tertio vero PM = & cof. 2 @3 pro quario PM—=®cols ¢, .

et ita porro; tum enim” tota area AR MF in 2 dufta has
ipfas quantitates

B, C, D, etc. exhibebit.

§. 5. Quoniam hoc modo abfciffae A P arcubus cir-
cularibus aequales funt capiendae, iltde curvae defcriptae
pro algebraicis haberi nequeunt; interim tamen harum cur-
yarum loco algebraicae fobftitui poterunt, ita ut omnes
nofirae quantitates adeo per quadraturas curvarum alge- - ;
praicarum exhiberi queant; tantum enim ponatur cof. P = %
ot cum funflio @ {peftari poflit tanguam- funttio ipfius O,
erit nunc @ funflio algebraica ipfius x. Cum autem hine
fiat 00 = 17;_;_;’3.%5, pro prima guantitate habebimus :

| A=—F[i0

(I—2x&

ande conftruftio ita erit i1r31i3ni’mm1c°i'a5 ut ﬁngtﬁis ablciffis

A P — x refpondeant applicatae PM = ﬁ_f%ﬁ;}’ ita ut iam

fotura fit axea AEMP :!fﬁ%‘, ‘quam autem nunc a
termino x == ¢ usque ad terminum g = —1 extendi OpoOI-
tet. Hic ergo ablciffas a punflo fixo medio C capi conve-
niet, ftatuique CP=—x et PM — o5 ® __;tom enim, fi
faerit CA—=1 et CB—= —1, area ABEFB, toti ‘bafi
A B imminens, propofito fatisfaciet, ila ut omes iftae de-
terminationes per guadraturas linearum curvarum expedii
gueant, ' , _ .

] _§ 6 His praenotatis adgrediamur demonfirationem
noftri theorematis, ac primo manifeftum eft, fi i denotet name-
, : v | C O Tuim




aomsy ) SemmpoemE

rum integrom QLte_mcun{iue,' i11tegra_le
_[Bd}co{liq):::%ﬁn.i@‘, | |
~ anpihilari tam pofito $==¢, guam pofito O == m, quod ergo
procmnibus pumeris integris 1 valebit, folo cafu i —o ex-
cepto, quippe quo prodit [ cof i == n. Hoc oblerva-
to, quoniam per sypothefin eft : c
7 & = A -+ B coh. ¢ ~+ Ceoll 23 =D cof. 3 P +etc.
erit [PoO—Am, integralibus fcilicet a ®=o usque
ad @ — = extenfis. Hinc igitur iam evila eft pars prima
noftrac theorematis, qua eft A = tfdoQ.
: Pro reliquis partibos confideremus formulam

differentialem 0 @ col i @ col. » ®, guae in fimplices cofinus
refoluta dat | :

\ éaﬂli[cof.(i——-}\)Cf)—i—cof.(?l—{--}\)@],'
unde eius integrale erit

= . e fin (i — AV O Jin (=00
fodcol i Peolr CD"""T[TT——M—" TS
quod integrale utique evanefcit, tam fomto Q== o quam
fainto O— =, ob i et A numeros- integros; fi modo unicum

cafum excipiamus, quo A=i, quippe quo cafu reperitur
R I 3
fa®cofnL¢ -—-——ﬁq.}’_'l_‘z-—z'ﬁnn 2Lq)g
qui valor fumto O === abit in zm

6. 7. Cum igituy, integrationem a & —o usque ad

® = = extendendo, femper fit [0 col iQcol. A =0, fo

1o cafo excepto A= i, quippe quo cafu integrale exit =3
ex acquatione : :

Q=

o




H—A-+Beol @%CCGT- 2O+ Decof, 3 O+ Ecof. 4+ ete.
pro parte fecunda theorematis noftri reperiemus -

[POPco O=inB,-

propterea guod ex omnibus reliquis formulis nihil oritur;

hinc vicifim concluditur fore
—2fDodecof O,

fi guidem integrale a Q== o ad @ = = extendatur.

§. & Simili modo pro parte tertia repériemus
fOoPcofad=2ZxC,
ideogque viciffim habebimus:
C=2/0oPcofl 2. | _
Pari modo pro partibus_fequentibus prodibit
D=2fdo]cof 3.
:%f@ oQecofl 4O,

ficgue porro in infinitum: hocque ergo modo veritas nofir
theorematis perfelte eft demonfirata. | '

§ 9. Pofiquam veritatem nofiri theorematis extra

omne dubium collocavimus, haud difficile erit, pro quovis
calu, quo funflio propofita & per feriem datur, cuius {fin-

gull termini fecundum potefiates ipfius cof. ¢ progrediun-
tur, alteram feriem, quam intendimus

A B cof. .+ C cof. 2@ D cof 3P + etc.

formare atque dilucide oftendere, quemadmodum finguli eius

termini A, B, C, D, eic. exprimantur.  Quoniam vero fin-
' nlae
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gulae litterae latinae maiores ab omnibus 11ttens graecis,
fequentlbus in infinitum pendent, ne ex ordine iftarum lit.
terayum confufio oriatur, loco 11ttela1um glaecamm fequens
‘tes charafteres intreducamus:

Q= (o)+(r)col O+ (2 )cofq)9+( )cofCD3
—+ (4 ) cof. ¢¥* + etc.
et iam quacftlo huc redit, quomodo ﬁngulae lltterae lati- *
nae A, B, C, D, etc, ex iftis charalleribus (r_) (1); (2);
(3); ete. “definiri debeam

-~

) §. o. Incipiamus a prma littera A, cuins evolu
tio poftulat fequens Lemma:

| Lemma.
. ‘ - Si integralia a P=o usque ad ¢ = =, exténdan
' tur, femper erit '

fad?)coﬁ@}‘xi‘:_f?fa@coﬁ Pr 2.
Ad hoc demonftrandum ponatar '

f&@cofd)"——fﬁn O cof, Cj)"‘_l-—l-gf%)@coffb)‘

et fumtis differentialibus erit
cof, P = fcof. * — f(r 1) fin. G2 cof. O* ™ *~+ g col. CD""Q
quae aeq_uaalo, ob fin.$2= 1 —cof. ¢*, induet hanc formam:
-~ cof. ®* = 2 f cof. P* — f (A—1) col. 2+ g cof. PP
vmde primo fit g==f (A —1) et f=1, 1deoque g .__“?:{—5
ﬁcque in cenele habemus hanc redulionem:
[ cof. 7‘“"‘ Pfin.cof PF — T 4= “"”Ifaﬁ)cof@)‘"’“

quod integrale ita capi debet, ut poﬁto » = o evaneical
- ‘ | Quan~



Quamobrem fi' fratuainus P =, unde fit fins c])___o‘5 cai‘m
Lemmatls habebimus:

Jo® cof P =255 [0 P colf. <D’“‘2

§. rx. Quonidm igitur a caﬁbus fimpliciffimis inci-

piendo habemus

L fo®cof = m

IL foQcol. Ppr =0, -
hinc omnes fequentes formulas affignare poffumus:
L /3 ®cof. ¢ = I IV. [2® cof. ¢* = o.
V. [oDcof P —= %gfn VIEfodcol ¢ = o. .
VIL [0.cof. ¢ = z-3.i7  VIIL 3 ®col ¢'= o,
IX. /2O cof OF — —=3-3.8-54m X [oQcof PP==o.
' etc. o . etc. '

§- 12, Quia igitur fupra invenimus effe
7 A —=fDoP, ob
= (0) + (x) cof @ + (2) col. ¢ -+ (5) cof. B* +- etc'
Integrationes modo aflignatae praebent
A= (o) w4 (2 )fﬂ+(+)2 AT (6)F .5 i
~+(8)1. I etc.
divifione ergo per = fatta nanmf-cnnur hanc determina-
tionem : .
A=(0)-+1(2) 1. s{4) +513.78 (6)
—F—}E..%,i.l(s)—}-etc' -
five elegantius .
Nova A% Acad. Imp Scwnt Tom. XL —~ Q 7 A—
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) +i ( ) ) 6) 8 8.8 15; (E’) - etc-}u

Tquae eft cadem feries, quam ollm per fdtls longas ambages
fon. adeptus..

§. 15, Ope emsdem Lemmaus et:{am fecunda: littetay
B definiri poterit.. Quiasenim:invenimus:z 1:B=/D0Pcol.O,;
fi.loco & feriem: cognuanmfubmtuamuss,111tegrat10nes Lem..i

;Ila.tls,, nobis dabunt ;
1pBb g ()i i ()R Em (5]
2 T o

E
}
i
:
!
4
W
i

+£3L g w,(v)}-{—-ﬁetc“
unde per 7 dividéndo: exii
1B (1) g4 (8) FENNOIE NN N (7) 3+ el
ﬁife :

= ()10 )+§'6 5 (7 )*‘*9-3—"-1-}—%(9)-*-6‘50-

§.x4.. Pro>tertia: httela C pecuhamxlemmate opus.
ﬂut .quo . eﬁ

fanof‘ 2 O col. (I)""-‘“}"I‘f?}d)cof.zq)cofd)

figuidém: integralia- a: $ =0 usque: o == eXtendantura
Adihoc demonftrandum > ponamus ;in : genere: effe’: ;

fodeof. 2 eof. ¢7‘“—fﬁn 2 Peol. PP g col2 Pfin. ®cof. CI)" -
| b [ D coli2 © cof PMTES
unde - differentiatio - praebet: hanc: aea:luauonem
cof'2 © cof. P = 2 f col.’2 § cof. P = gcol.'2 ¢ cof. CID"‘
C g (A— 1) cof. 2 Pfin @GP eof. P02 = oxffifce G fin Geol O

| “‘“zgfm- 2 O fin. $eof. CD}‘"“I—n-hcof 2C[>cof (Ol
- Hic



. jam primo termini, qui continent fin.2 ¢, tolli debent,
e fit g = _,’_\,:*3 cum vero remanchit haec aequatio, poft-
m loco .fin. ¢F feyiptiin fuerit 1 —col. ¢?, -divifione per

o ¢ fafla, -

col. O — . ferm# ool "'45)‘—1—2‘;’"(}\»— 1)cof. OM 2 heol M,
. . ;| A A amem R (A —T)

e manifefto it f == {=2~, hincque i == 55— .ﬁch}e

uflio generalis ita he habebit: -
] R }\-_ — 9. r . - }‘ .
: =2 _ fin. 2
9 O col. 2 Dol Ph—=- 7~ fin ® coll O
AL i el AT RA— DY . N
+ 2 —col.2 B, Geol. M+ =19 G col, s @ cof. M2
¢ iam, pofito O = m, et Hecundum ‘Lemma

JoPeok 2 (D-,F:of, Qrom ple=md f 0 Qeeol. 2 ¢-col. P2

oy

§. 3. 'Tribuamus 'murc -exponenti A fuccillive ordi-

valores ¢, T, 2, 5, 4, ©lC. 1ac Pro A== o <€efit

[P col 2 @ = ;"1in, 2D = o,
, cafu »— 1 ipfum Lemma pracbet == C; at vero pro
u n == 2 ufus Lemmatis :ceffat: traflanda -ergo enit ipfla
mula [ cof. 2 @ cofl. ¢, quae ob cof,$2 = -+ Lcol.2®
t in hanc: +ifd®col. 2 ¢2, quae ob col = PP=g+ icof 4 O,

tin /0 ® (1 + col. 4 ¢}y =% w, ficque pro cafl A= 2 erit

O cof. 2 Peol E* =1

§. 16. His igitur rcafibus fimplicioribus expeditis
uentes ope Lemmatis facile conficiuntur; repciiemus enim:
1. faqbcof.zq)coﬂ@:c. :

: ' A e 4.3
. fa¢cof. 2 O col: & _fgf_ﬁ.fb
faPel2aPeok PP=c.
Q =2 ) 4.

[}

(%}
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4. foQecol 2 (Dcof PF =43, if; k3
5. [ cof. 2 P ok PF = ‘: 2. i . 6§i T
etc. - etc..

Cum ]cmn mvenenmus I C [@3Qeof 2 OR ﬁ integra-

lia modo invernta, 11.1t10ducmtm, ac per m dividantux, repe- -
rietos :

s (a) T el e (6)

J%-'z-‘ﬁ. i:g 5. 10(8)4_61:6’“

gua‘e concinnius hoe modo expumi poteft:
L1C =)+ %5 (4) 5755 (6 )+m(8)

+ 5 R (o) + ot

quae adhuc elegantins ita referrt. poteﬁ:
IC="I.(2)+ 5. 2(4p+1. F7(6)+ % 2:52(8)
~ AL AL LA (Io)+eu:

31) o
Q
I}

fbnﬁ
g
+

Faltd

.;:L
Lr
P

o~
lr?

Cad. 6
ﬁve adhuc eiegantms itas

2C-—-—( 2 )+ 4 (4 )+ &2 (5)'*’7 =2 (8)
»—}—9375(10)——1——6’56

4.8.1I2.16

§. v. Pro fequentibus terrnms ﬁabﬂzaﬁms iftud
Lemma geﬁez_ale

facjmoﬂifpcoﬂ@"( 1 iz ):_— lwx——nﬁ}({)cof i ool P
D=
pro quo demonfirando ftatuamus in genere
JoPcofiPeol. Q== fin.i Qeol. PP+ gcof iQ fin. P eol. C}'))"’I
| ~+ kfaQrcof. i ol P2,

'undé

f

u

~ el N, e

-
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unde differentiatio- perducit ad hanc aequationem:
col.i peot = (fi-+€) 0k P oL §— (0 +-g) in. Deol. O =
— g(?\——z)rof iPfin. P eof, DM—2-1 hoof. i Peof GH2
Hjc iam primo termini, qui continent fin.i®, tolli dehent,
unde fit g = — )‘I quo valore {abfiituto, per col i divi-

dendo , poﬁ'quam_ loco fin @° feriptum fuerit 1 — cof. §7,
prodit ifta aequatio. :

col. PP = —LAA— 1D ool P M (A1) cof. P* = 2 4k col. P2,

unde _ma'nif’efto it f= 3 > hincque h == ;:_‘f‘—— ficque
_xedufl:lo" generalis ita {e habebit -

ja(DCOfL(DCOf(D}L—A:\— fin.. L(Dco @l
_T_H_,__cof(l)ﬁn i O col. P T
+ =D o coll i P cof. ¢F %,

quac faepenumero maximam utilitatem habere poteft; pofi-
te. autem. @ — 7 manifefio prodit effatum Lemmatis.

§. 18. Hoc Lemmate conflituto pro littera D defipi
enda fumi debet i == 3, eritque

[0 col. 3P eof.P* 2D 9 Beol s O col Pr 2
unde: fiatim patet, cafibus Az—o et A= 1 formulam iffams
cvanelcere , pofito. {cilicet O — w, ita ut fit

foQeol 3 D=0 et fOPcof 3 ®coll P = o.
Hinc autem porro: patet,. cafn quoque A = 2 fore:
fo®col 3 Peof 2= o,

At vero eafa A= 3 Lemma dabit.

fed




el L

[oQeof. 3 §eol ¢ =9, | ..
cuitis ergo valor peculiari modo inveftigati debet; neque
vero artificia cognita hic allum uwfum praeftarl poterunt.

§. 19.  Ad ipfam ergo indqlem formulae propofitae
f 2D cof. 3 O col O refpicere. debemus , refolvendo potes

ftatem col ¢* in hanc formam: k3O :"3‘?“-“[’; inm igitw

eiit _ : |
cof. 5 Q?;df. ¢ =i-+3cof 2 P-fool 4 A-Leof 64,
‘guae forma dufla in o0 et _intlezgr_ata dat
- faPeof g Dol PP = L@t-2fin 2 P+ fin. 4 O
T "+‘ I:L%ﬁn 6O,
unde {famto ® = = valor exfurgit ——§=, ita ut fit
¢ cof. 3.0 cof. P — P

- §. 20.  Ab hoc autem walore n—g pendent fe-
quentes: A== 5; A==7; A=g9; efc., qui ergo ita fe ha-
bebunt: . : T '

[2Qeof s col PP =T,
Jodcofl 3 O cof. ¥ == £:2. %,
1

o 2'.8
fon cof.3¢'cof.$7:'ﬁ.m§.%, . .

. Ag 5.4 1.6 G
fad?cof..:,q)cof.@ fﬁ'ﬁb'e.‘“fé'g" ’
- - h 5.4 7.6 9.8 II.I0 T°.

' fad;co{.JQ?cof.d; —rgrraece o os.u
etc. etc.

reliqui vero cafus omnes evanefcunt.
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2y, Cum nunc fit D=2/d3dcol. 3¢, exiftente

_._( 0)+(1 )cof(,T)-f—(z)cofCI>9+-(='&)cor P*+ (4 ) col. O+ ete.
fingulos valmes integrales in unam {& ammam colligendo
ICpCllGLUl

D=1 (3)+F(5) -+ :§0(7)+,\8 L. 22 (9)+cic]

quae quidem expreffio in plures allas formas uansfundz pos-
fet, quarum elegantiffima‘eit haec:

4D = (3) 3 (5) A1 (7)+9’” (9) +~ ER2 L (11)

4.8.1. I 8 I2.16
I? TS TL.3N.9

—-]——_._—1 - etc, -
-‘-J'-I>J.o’0(3) t

§'2a . Pro litterd " poro™ K 1nven1enda pom debet
i == 4, et Lemma-praemiffum :dabit:

[0 ¢ col. g §eof. i = ';M_facbcof 4 O cof. 2,

{A—=3)(A+4)
unde “iterum”patétcafibis A’—'0 etiaA— 1‘ valorem evane-
fcere, quod plopielea ietiam contmget ‘cafibis A= 2 et Az 5
at vero cafus: A= 4 pecuhdrem evolutmnem poftulat Quo-
niam 'vero ' ante vidimus “effe colt §¥ == I collig O - § coll B,
fi denuo per cof @ multiplicemus ; - piodibit: cofl. d,)”' — it
scol 2 @+ cofl 4 @, -quae forma porro in'cof. 4@ dulla dabit:
col.-4 P cof. P* = ff,-i—f% cof. 2 O £ 'bc’j:f,:‘fdf Q) .
i col.'6 P+ ool 8P, ¢
Haec idm formula "ducatdr’ in 3@ et 1nbeéxemy. 5 t‘um VETD

fafllo ¢ — 7 manifefto refultabit valor 'quaefitts ‘=s& 7, qui .
q % 9

eatenus -tantum “prodiit, » quatenus *poteftas -cof, ‘¢* per relo-
lutionem ‘dederat tcofi'4 . -

§. 23,7 Cam’ igiturcafu A'=—=7 pmdlemt valor ;’; Te-

ligui- independentes vi Lémmatis fequentesaccipiznt valores:

fo@

e

e e S R e
P .




e L A —

fad)cof 4.CI)cof ¢t = %a
fodcol 4 Pl PP=EZ . %,
fo®cof 4 Peof PP= Sl UL 5,
2O cof. 4 Pool PO = 6_5_ v B9 .
. ete. etc. o
Cum igitar it E=27® 0 C_I) col. 4+ ¢, exiftente
=(0) (1 )eof. O--( = ) cof. ¢ +-(5 ) cofp* |
e e (4)cof P ete.
plaemlffae redu@iones nobis {uppeditabunt fequentem Valoiem

B = 30(4) 55, (6) + 2525 (8) £ 522 (o) ete)

quae forma haud difficulter in feq_uentem transfunditur:
B 4)4-5{6) 427 | 20.9.8 . T3.71.70.9 )

8% (4)+( )+‘4.3(8)+4. 22 (z0)+ P (v2)-ete.
His cafibus evolutis dam rem in genere exfequi poffumus
pro quocunque mnumero i, ubi totam negotium ad cafum
A—1i reducitur, quem €rgo in pecuhau pmblemate re-

folvamus.

Pro‘blema

Denotonte i numerum integrum quemcunque mveﬁzga-
re valorem  huius formulae integralis: {0 Q cof. L(])cef ¢,
quidem poft integrationem ﬁ:a‘cu,atw D—=m
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