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s
. r

quae forma redigitur ad hanc y )
Z__aV[—-x-—i—~V(1+xm)]
V(- @ x)

.

2.) "\dethodus nova investigandi cmmes casus, quibus hanc aequa»
tionem differentio - différentialem

aay(i—-axm)-—-bxamay-—cyax =0
resolvere licet. M. S. Academiae exhib. dic 13 Ja-
nuarii, 1780.

§...16. Hic quidem in usum vocari- posset methodus a

_me et ab aliis jam ‘passim exposita, qua valor ipsius g per seriem
‘infinitam exprimitur. ~ Tunc enim omnibus casibus,  quibus haec se-

ries alicubi abrumpitur, habebitur integrale particulare aequationis
propositae; unde quidem haud difficulter integrale” completum erui
poterit.  Verum etsi hoc modo infiniti casus integrabiles reperiuntur,
tamén non omnes innotescunt, sed dantur praeterea infiniti alii casus,
qut’ resolutionem admittunt. Quamobrem hic methodum prorsus sin,
gularem ‘proponam, cujus ope omnes _plane casus integrabiles elici
- poterunt. Haec autem methodus ita est comparata, ut cogiito
‘casu quocunque resolutionem adiittente, ex eo innumerabiles "alii

deduci queant.

§. 17. Statim autem -se offervnt duo casus mmphcxsm-
mi, quibus resolutio succedit, quorum alter est, si ¢ == G, alter
vero si bT——a, quos ergo bll’lOS casus principales ante omnia
evolw oportet. .
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N ' o Casus prior prmmpalls
quo.c =o.

§. 48. Hoc_ igitur casu aequatio nostra erit,
Bay(imaxx):bxaway, »
guae posito 0y —p 0., ‘abit in hanc
ap (1 -——amx)::bpxax, sive

! r "‘"'1—axaa7‘

cnjus integrale est

.

) o Zp__#....—l(in—-—axm)-l—lc
' sicque erit p :
_ 5
p=CWH —azxaz) 26 =22
unde obtinetur |
i 5

y”—'Cfax(i -—-aa:z:.x")_
ubi notasse juvabit- istum- valorem fieri algebzalcum quoties ~ fue-
C Tt 2—6& numerus integer positvus, sive b == ~ 2 i a dénotan- -
te i numerum integium gquemcunque. Tum vero valor integralis’

. ) . . b . .
etiam algebraicus evadit, quando fuert — 7.0 Sive — 3, sive — 5

) ' . . b . . . .
sive — %, etc. ideogue in genere - —— 2.i-+1,ubi esse nequit i==0.

Casus principalis alter
- quo b=—a.

- § 10, Hoc ergo casu aequatio nostra per 2 0y mul-
tiplicata_erit -
;‘Zayaay(l-—axm)——Zaxa:cay —ZGyBme =0,
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quae sponte est integrabilis, ejus enim integrale erit
a‘;j’('i —a x ) —iyyda® — CJaP.
.Ex hac icﬁiiur aequatione erit .
ayl/(i“amm)—-awl/(c—l-cyy) e

separatione ergo facta erit
dx ____ 9y
V{—gxx) TV (Ctcrn
. In hac crgo forma iterum continentur casus alveblalcl ad quos
eruendos faclamus ¢ — — a2 &, ¢ =7y y et C = [3. ﬁ, ut ha-

- beamus

3 : Jy S

—

.. VaFazen 7 GEFTTIN’
cujus 1nteg1ale est
‘l[aw—l—]/(i—f—aaxx)] Il['yy—!—l/(ﬁﬁ-*—'v'vyy)]-*wﬁ:

unde ad numeros_ ascendendo ellt : -

vy-+Y (BB+vYyy)= A[aw+v(i+aaww)la

P051t0 ergo V pro hac expressmne posteriore erit

Veyy=VEE+vvvy),

et sumtis quadlatls y = \;,Y_VM Cum igitur sit

: : ' v
V:A[aw+]/'(i+aotxaz):[-?, erit
v . .
eYy=Aldz+y d +aazx)]e —

- '

ﬁs[ccm-!-]/(i-!-aamm)] “,

-~

ubi est 3 3= C, exponens vero E'_' 2, sicque, quoties y/ <,

fuerit numerus rationalis, 111tegrale semper ent a]geblalcumh
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‘ "§. 20. - His duobus .casibus plincipalibus expeditis  dy-
plicem tradam viam - aequatlonem propositam ‘in infinitas .alias ejus-
dem generxs transformandi, ita ut semper aequatio hujus formae _

2IY (1 —awa)—BrdzdY—CYda’ =0 “

prodeat, quae cum resolutionem admittat casibus «vel C == 0 vel
B — a, iisdem casibus etiam ipsa aequatio pfopaSsta erit resolublhs
'Duphqcs igitur. hasce transformationes jam sum expositurus.

Transformationes prioris ordinis.

§..24. Statuo y::@-q—’, unde ob

odv gy - - ' .

- _ dy == 5 et DDy.= L S
aequatio nostra induet hanc formam _
P v(l—axz)—bzdzddv—cox"dv="20,
'cujué siﬂguli termini integrationem admittunt: erit enim
[ foa"dvRval, | o ,
S2d0dDvmwd eI —vDad, -
_/‘a3v(l-——amx) Bav(d———aac:c)
+2amaxav~—2avaa¢
His partlbus colhgendls aequatio nostra erit 3
Bav(i—-a:x;m) (b——za)scaocav—(c——b~|—~2a)z;ax

_ quae cum plOPOSltae prorsus sit similis, 1nteg1ab1hs erit his ‘duobus
casibus ¢ —b~+2 a==0 et b — 3 a, sive quoties fuerit c—=b—2 a
vel b= 3 a, atque integratione pro ut:oque casu instituta, ita ut
v exprimatur per x, tum pro ipsa aequatione proposita’erit y == S—E,
unde patet, si mteglaha pro v inventa fuerint algebralca fore quo-.
que valorem ipsius 7/ a1geb1a1cum.,
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. . . : i3
§ 22, ‘Quod i “ulterius simili modo statuamus v =— %q’

quonlam per opelatlonem praecedentem litterae & et ¢ transibunt in.
b—2a et ¢c—b~+ 2 a, nunc ista’ aequatio proveniet

Bav’(i-—amm) (b-—-/;a)mamav
—(e—2b42a) 02" =0,

quae ergo integrabills erit, si fuerit vel b= b & vel ¢ =— 2 b
' . . + . ! . '
— 6 a. Atque inventis valoribus pro v’ ﬁet y == L%ax%, “seili-
cet differentialia secunda ipsius »” dabunt z: sicque, si pro o/
valor algebraicus prodierit, etiam gy adipiscetur - valorem -alge-

braicum.

§ 23. Quod 'si eandem. substitutionem- denuo repetamus
"
ponendo v = %f;—c—,- pro litteris initialibus & .et ¢ jam habeblmus
b—6a et ¢—30— 12 a, et aequatio resultans erit
L o0o0v” (1 -—-a::c:n) (b-—-ﬁ @)z d = 2v”

-—(c——Sb»—I—i.?a)v”ax — 0

.quae ergo resolutionem admittet, quoties fuerit .wel b= 7 - veL' '
== 35— 12 a, quibus ergo -casibus euam ipsa aequatio p10p031ta
a 'Q”

resolutlonem admittat necesse est, cum sit y — Froh

0§ 24, Quod si ergo easdem has opexatmnes continuo
repetamus, perpetuo ad aequationes, ejusdem formae pelvememus,
ubi notasse sufficiet ambos valores, quos pro litteris & et ¢.in qua-
libet operatione obtmueumus, quos una cum valoribus. 1psms ¥ in
sequent] tabula ob -oculos ponamus ' -

Vel IV. - R © 68
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. b . | e », | . y
‘ Operatio I. |0 —~2a(c—b-+2a. . - g.;,ia’.
I |b—=t2alec—2b+6a aa%'v_
‘0L |6 —6al ¢c—8b1i2a. a_égL
! : _a..v,,ufj.r
IV. |0 —8al|l ¢ — 4b+20a - | 5=
N , | o S i gli=1]
- i b—zia'e-—-i—b—i—i_(i—i—i)a-—_ =

§. 25. Hinc igitur in ‘genere patet, aequationem pro-
pOSLtam semper’ 1esolut10nem admittere, quoties fuerit vel b s
2ia—+a, vel ¢ — b—z(z+ 1)@, ubi pro i omnes nume-
ros integros positivos acciperé licet,
merabilium casuum integrabilium nanciscamur, quorum posteriores
tantum 'per methodum serierum initio indicatam reperiuntur, priores
" +vero huic methodo prorsus sint dnaccessi.

Transforn_:latioﬁes posterioris ordinis.
§. 26. Quemadmodum hic per differentialia sumus pyo-
gressi, nunc per -integralia regrediamur, ac primo quidem ponamus
y.._fzax et aequatio proposita evadet

Bz(i—awm)——bmzax-—-caxfzax"* 0,
quae differentiata ad formam propositam reducitur
0021 —axx) —(b+2a)zdxdz —(c+b)zda"— 0,
quac ergo secundum casus principales integrationem admittet, ca-
—b et b= ——a.

sibus ¢ ~}-b==0 et b--2a=Ca, sive c—

ita ut hinc duos ordines innu-.

{
i
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Integralibus igitu1 inventis erit y == /: 2 0.2;. .unde. patet etiamsi
‘haec integralia fuerint algebraica, tamen valores 1psms y feri trans-r
.cendentes. . .

§. 27. Simili modo statuamus porro z == /S % d =,
quia per praccedentem operationem loco & et.c adepti sumwus
b+2a et ¢~ b, .nunc perveniemus ad hanc aeqi:ationem .

00% (1 — azw) — (b+4a) 29z 3% — (-2 b2 @)%/ da’==0,
quae ergo integrationem' admittet, :si foerit vel ¢~ 25—~ 2 a==0;
vel b-—~4a=—a, sive c—=—=2b—2a et b.-=— 3 a.” Integrali-

-bus autem hinc inventis pre ¥ habebimus .=/ 0 S% 0 x, quae

: 1ta ad signum integrale simplex redumtm, ut sit

'y_qwfzax — Y xdE - _ . -

- § 28. Simili modo statuamus porro %' = /%" D, at-
- que nunc deducemur ad hane aequationem :

aaz//(i —-awm) (b+6a)xdzd =’ —(c-3 b+6a)z//am —o0,

quae igitur 1nteglabllls erit, s: fuerit vel ¢ 4 35 4~ 6 a - 0,
vel b4+ 6a—a, hoc est si c—=—3 b—6a ect.bz=—5a; at-
que ex his integralibus fiet g = /0.« /' J = /%7 0 x, qui valor
ex praecedente reduci potest, si-is per o = multiplicatus. denuo in-- -
tegretur et loco %” scrlbatul Z" QObtinetur enim

y—_'xxfz”am a:fa:‘?”’Bx-—f- fa:m:?"’aw

-
’

+§. 29, Quod si.jam has operatlones ulterius continuemus,
totum negotlum huc redibit, ut formulae, quae loco & et ¢ sunt
proditurae, rite fofmentur, simulque valores ipsius 7 assignentur,
quemadmodum sequens tabula indicabit S
' ) 68°
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‘ \ b B ‘ c ' Y

-

Operdt.I.\‘ bi-2a | c—+b _ | YEXE:
IL| b+dal|lc+2b+2a SOz SE %
| L | b+-6a |e+3b+6a Sw xS E D
e IV.| b-—8a |c--4b+12a faxfa'z:faxfz;”’ax

e ' e 2 ] 4 = e = - - e oa ..

- - - - — - - w

i |b+2ia c+ib+i(i-— i-)ci fax'fa_'x coo 200y

§ 30. Ex antecedentlbus satis manifestuir ~est, quomodo
integralia ista complicata ad simplicia  reduci queant, unde tantum

sequentem tabulam subjungemus
faxlea:c x [ 20z — foam ,
faxfaxfz”ax (a,a:fz”aw——ez:cfvffa:aa:—a—fz”mxax)

z® [T Qe —3xx 27 x0T
“/ -_—1
faxfawfaxf% dxz 3-4—S‘wf‘z,’”wasamm_f%_//’xsaxg

o 4:/"71"8:8—4:03/“25“'30333. .

T faxfaxfaxfawf'flvam_z4 +6:chf‘7“’x:caa:-—4mfz“'x58w

B L A —|—fZ“’:JG4a:r § '
ete. N etey

¢

- § 34. Quod si jam has operationes secundum numerum
Jndeﬁmtum i contlnuemus,*et loco b c, z, scribamus B, C, Z,
- aequatio resultans erit ° » ' '
1o ) d BZ(i —azx)— Bxaxazu—(‘Zaxé:_:O

wbi erit, uti jam indicavimus
Br=b-42ia et C..Le—{—ib—-]-Zia.;‘

) .. | - B’
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quamobrem haec aequatio integrationem admittet, quoties fue-

¥it vel C——=0 hoc est ¢ ---z.b—z(z—z)a vel B—a hoe
est b= — (2i-1)a: quae formulae ab illis ‘quas supra pro’
" prioti transformationum ordine invenimus, tantum in hoc discrepant,
quod hic littera i valorem negativam accepit; unde adjungatur

sequens ' o , . : T

Conclusio generalis,
.4 .

1

S 32. Si . littera ¢ hic denotet omnes numeros integros

' sive positivos sive. negatives, aeguatio proposita diff‘f:rentio—'diff-‘

ferentialis L : -
an(i—-axm)—-bxaxay—-»cyax =0
semper integrationem- sive resolutionem adrmttet quotles fueut
1°)0 =ib—i(i -1)a, vel -

2°)b=(2i41)a: | L

ubi asseverare licet, omnes - planc casus resolubiles in hac duplici’

forma contineri, ita “ut nullus pIane casus mteglationem admittens
exhiberi queat, qm non in alteruwa harum’ dualum {formularmm

comprehendatur, dum contra methodus ,per series procedens, cu-:

jus- mlt]o mentionem fecimus, tantum casus mtegrablles priores osten-

dit, ita ut _inde infinitus numerus. .casuum  pariter resolubllmm inde
P

excludatm. :

Corollaritm 3. = =

1

pedeyd . -

§. 33. Transformetur aequatlo proposita .im aequatmnem
d}ﬁ"ﬁlentlalem primi gxadus penendo y — e/*®%, zc pervemicmus

brxde=—cdx .
_——'_—_—a_ 0,

fe—agxx

du—+undx—

guag -ergoe etiam integratiomem" admittet casibus quibus vel & =
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(2 i4e1)a vel emib—i(Q - 1} @, denotanfe i numerum. quem-
cungque mtegmm sive. pOSltlvunl sive negatwum.

Corolf-larium‘ 2.

§. 34. ‘Quod si porro ponatur u—=—(>1 wax."x)“"i:, Po~

sito brevitatis gratia n— — i pelvemctur ad hane aequatlonem
ad genus Riccatianum 1'eferendqm - -
(1 “639390)“39+(1 waxm)”vvax —-—1“2:‘: ,
d x

quae per '(i —axx)* divisa abit in hanc _
. ez
, (4 — ax zynti’

quae ergo iisdem casibus mtegratlonem adnnttet

‘E)v-{-(i —-amm)“vvax:-—_

v

- o Corollarium 3.

§. 3‘5 Quod’ si sumamus @ =— 0, orietur ista aequatio
au-—]~uuarx;"~bux8x+cam ; _

guae  ergo integrabilis erit, si fuerit vel 6==0 vel c— ib, quorum
on
c-—uu"’

guidem prior casus per se est manifestus, quia tum erit d x —
Haec forma autem commedius exprimi poterit, ponendo
u::.:;bm-—r—v, made Bv-—t—vvax_(O —-—%)Bx-—]—‘bbxmax
. sive ponendo b =2 f, ut fiat
av—i—-vvax.__(c--f)ax +ffa:xax

eritque haec aequatio integrabilis, quoties fuerit e=— 2 i/, ita ut
sequens aequatio semper integrationem admittat

av——{—'vv'aac:(zi—i)fax—}—ffx‘max,

‘quicunque numerus integer sive positivus sive negativus pro i
accipiatury. hoc est, si in penultimo termino "/ mwltiplicetur per
numerum . imparem quemcunque sive positivum sive negativum, qui
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casus €o erunt abstlusmles, guo major acmplatur numerus i; ‘ate
que adeo vix .alia via patere videtur integralia eruendi, nisi ut ad
aequationem differentialem secundi gradus propositam 1egred1arnur -
atque easdem operationes instituamus quas supra, docuimus. Interim . -
tamen observavi, omnes$ istos casus etiam immediate ex ipsa aequa-
tione per fractiones contmuas derivari posse. .5i' "enim proposita
fuerit haec aequatio C e N : _
' Bv+vvax_..gax—}—f/‘xxam, e ~
valor i zpsmsv duplici miodo- per-fractlonem -continuam - expnim potest
Est enim priori modo oo _ : Couo .
' v=fx+g—Ff - ' I
' 2fx+-g—38f :
2fatg—5S
"2 flx -+ ete.

Altero vero mddo‘ estt . Lo . ,
- v — fa— (g —f)
2fxt-g+3 [ .
2f g5 f
2fetg+1f _
; . 2fz—+ete
quartm priof abrumpitur, ‘quoties faerit’ g.H._(z i i) 7 poscerlor

vero, quoties fuerit g = — (2 z—-}— i)f, qu1 sunt rpm LHSUS inte-
grabiles ante -inventi - . _




