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Hoc igitur modo has integrationes, quousque libuerit, continuare
licet, dum ex binis quibusque sequens ope hujus regulae formatur,
ita ut omnia haec integralia vel a logarithmis vel ab arcubus cir-
cularibus pendeant, prouti coéfficiens ¢ fuerit vel positivus vel ne-

- gativus,  Manifestum autem est istos valores assignari non posse,

nisi expomens 7 fuerit numerus integer positivus.

3) De integratione formulae [ 22V 4+=d, aharumqm
ejusdem generis, per logarithmos et arcus cir-
culares. M. S. Academiae exhib. die 16
Sept. 1716.

§. 56. Cum mihi non ita pridem contigisset, integrale hu-

. /(1 4 . .
©jus formulae [ 02V (1 +% 5er arcum circularem et logarithmum

1—xF

exprimere, haec integratio eo magis mihi visa est notatu digna,
quod nuilo modo perspiciebam , eam ad rationalitatem perduci
posse, quandoquidem certum est, istam formulam, quae simplicior
videatur, faaﬂ/(i - x%, neutiquam ad rationalitatem revocari
posse , neque enim videbam, . accessionem denominatoris 1 — z?
banc reductionem promovere posse, hincque concludebam dari ejus-
modi formulas differentiales irrationales, quarom integralia per lo-
garithmos et arcus circulares exhibere liceat, etiamsi nulla substitu-
tione ab irrationalitate liberari queant : quaequidem conclusio utique
valet pro formulis compositis, quanquam enim ‘istae formulae
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ad rationalitatem reduci possunt, tamen formula ex iis composita

faml:a 2 i = 4}
Y (4 2% V(4 = 2h.

per nullam plane substitutionem ad aliam formulam rationalem re-
duci potest; propterea quod uiraque pars peculiarem. substitutio-
nem postulat, - '

§. 57. Interim tamen cum formulam propositam
faxV(1+0ﬂ‘) —_—

1 — x4
attentius essem contemplatus, inveni, eam db irvationalitate Liberari
posse, ope hujus substitutionis prorsus singularis

— VO At A (1)
r — )

Hine enim fit

— 3t : Bt
oz = Ve A= 1) VB — #)

quae duae partes ad eundem denominatorem reductae dang
08 == — syt U — )~ 1/ (4 - 183],
Cum igitur sit
VU ) 4=y — ) = tx)/2
hoc valore substituto fiet

— xdf
02 = — a1

ita ut sit
— il —xh) vV i — 14
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§. 58. Porro autem sumtis quadratis erit

i 1 e Y (4 — 14
fo #1  Sa— +17(g1, )

unde colligimus
oy o Y O o) VAN [y (4t e/ (e 88)],
sicgue ob '
VU ) )/ (4 —t) —=tzy2, erit

— V2 )

Simili miodo erit
. (1—~fz+1/(1—ff»))

{ w2z

—t . o ¥ 2t — It
= VU b/ gty e /(e )] e = EE2E T,

Iine igitur sequitwr fore

: Lo zmyf(i-—-ﬂy
§ e T o— ————

qui valor in nostra formula substitutus praebet

L. 1 ta!i/(i-Jr‘DC")
gb == =i~ 2 (4 = 14)

§{. 80. Deinde sumtis quadratis habebimus

(4 4 ww) — TULAD Ty
. 2 . Zax (f— )
(i Xy = et
guibus additie prodibit
(4 »w{;n-xm}2n_[..= (4 = ) = 2 (1 gc"ij ;‘;":,{‘-gfs

unde fit
V(4 e ahy o 2

guo valore substituto nostre formula abit in hanc
a, G e B gt

R ¥VI TR

quae erga formula est rationalis et solam variabilem ¢ complectitur,

B
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§ 60, Cum igitur porro sit

1 1 £
R T S A, 1 — .
1= — 2 ° 7.1 oz 7=’

tum vero Integrando reperiatur
o ot :

£ ~— Arc,tang. i

P ~— Arc.tang. {, et

9y iRt AT
fi_ﬁ-'-“‘ﬁ T—1 — *y1-q’

quibus valoribus substitutis reperietur

., ‘ ; 1 4 -4 F ,

. xY 2 nra & P venerimus
Quare cum regrediendo sit £ T o w7 2 SUPT2 autem mvenerimus
) Rxx ) (f e x|
1 + Xt T o) erit & —= ,1__3_&,“:

hineque

i — xx
A+as’

{ --ft-—(—ii-"g—’%, ideoque 1/ (4 —16) ==

his valoribus subsutut;s, integrale quaemtum per ipsam variabilem
zx sequenti modo exprimetur '

Bx‘l/(i-f—x‘]____ xV 2 ' 1 x‘1/0+;/(1—§—-x*)
_[ T zl/gAlc tang. 1/(1+ac*}+21/.3[ ppu—_

§ 614. Hic autem merito quaeretur, quonam artificic ad
substitutionem illam , quae primo intuitu a scopo prorsus aliena
videtur pertigerim ? gquandoquidem nemo certe in eam incidisset,
neque etiam ipse memini, quanam ratione ad eam sim perduvctus.
Verum postquam omnia momenta accuratius perpendissem , wme-
thodum multo planiorem detexi, qua istud negotium sine tot amba~
gibus absolvi potest, guam igitwr hic perspicue proponi conveniet.
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Methodus pla;mo; et magis naturalis, formulam integralem pro-

positam tractandi.

Bw‘}/-(i (3 == x4)

§. 62. Quo ex formmla 08 — — - irrationalitaiem
saltem appaventer tollamur, ponamus 3/ (1 —1-3:4): pr, ut fiat
08 == f:c a;é - Cum 181“1_1“ sit 4 atc—ppxe, eit radicem
extrahendo

ms == gpp 4+ ¥ @GP — 1.

Ponetuy hic Ipp=—=g¢, ut habeamus
s =2 g - Y (99 — 1), et
e g -+ V' (gg — DI,

hineque differentiando -z—a?“ — (qg'_q__ 7y o8 loco g restituto va-
. . 20% ___ 'zp Bp _ mpdp
loxe £pp, erit — D sicque flet dw == oy 4w

o L Tprwrap

§. 63. Ut nunc hinc quantitatem =z penitus ejiciamus, guo-
vigm Invenimus

T F ﬁ-’L—V(pﬁ"}*)s erit
4
e ? 2—!~ppwf(-p =9 hineque
1 o gt o AR PP ?’@""-4? e V(B B) TP Y (pF D]
2 = ; i
Unde ecollighur fore 725 o= — (P,fl 5+ duo valore eubstituto

impetramus formulam differentialem rationalem per novam variabi-
lem p expressam, quae est

PP . /
28 — — p—liz_%, existente p = Lt-i—:—ct—”cﬁé

unde idem integrale, quod ante nacti sumus, deducitur. Similis au-
tem substitutio cum successu adhiberl potest in formulis Inte-

gralibus multo magis generalibus; veluti in sequente problemate
ostendemus,
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Problema 16.

a--cx®
ope idoneme substifulionis ab omni irrationalitate liberare.

. Bt e 0%
§. 64. Propositam jformulam integralem Szf 2V (a-tbor on)

Solutio.

Ad gspeciem saltem Irrationalitalis tollendam , ponamus.
V (@ o= bow - cxh) = paw,

ut habeamus = [ 2X%%  Cum igitur sit

G—cxs*
/ . 4 .
pz1(a+b:x+cm}s erit
dp . adm - cx% ox — . HOX ~pe 24 O%
P — ax Y (- bow - ex®) ™ pad :

unde erit
Dz == . P2EOP
- O
quo valore substitute fet
as —_— __P]b:ﬂ‘ap

{4 — x4y

§ 65. Deinde cum sit
a ~ cxt — (pp — b zx,

hincque porro
(@ + exhH? = (pp — BFat,

4

aufferatur 4 aecx”, ac remanebit

(@ — cxhy® == [(p — B — dac] 2,

quo substituto formula nostra fiet
_— pp Op
08 = (pp — b6y — fac
Sicque quantitas variabilis x pevitus e calewio est extrusa, ac de-
ducti sumus ad formulam differentialem prorsus rationalem , cujus

ergo integratio per logarithmos et avems cirenlaves nulla ampliug
Yol TV. 6
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laborat - difficultate. Quin etiam formulae adhuc generaliores eodem
modo feliciter tractari poterunt.

" Problema 17.

§. 6. Propositam hanc jformulam integralem

g — /‘ 2" 292 Y/ (@ -\ b 4~ ex®®)

a — cxih

ope idoneae substitutionis ab omni irrationalitale liberare.

Solutio.

Utamur igitur hae substitutions
ﬁ’/ (¢ =4~ ba" -} ™) = pzx,
ut formula proposita hanc induat formam

28 — P iy

a4 — cx?h

tum vero cum Sit

e 8 = BxT e cx2P
p"' — mn ¥
erit differentiando
i — ox {g = cp?®
Pt op = — “_"-(ET%T'_}’
unde fit '
Tt N1
or — — e 9 3

4 — cx?®
quo valore substituto formula nostra induet hane formam
as —_— ?nxmap

BN CEr
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§ 67. Deinde cum sit
G - c2®® == (p* — b) 2", erit
(@ - ex®™’ = (p* — D)* x**;
hine subtrahatur 4acx®™, et remanebit
(@ — cz?®® == [(p" — B)° — dac] 2%,
substituto igitnr hoc valore fiet

08 == — (»% — b)* — 4Lac '

gquae ergo omnino est rationalis, atque adeo integratic per loga-
rithmos et arcus circulares facile expeditur.

Problema 18,

§. 68. Jnvenire jformulas integrales adhuc generaliores,
guae ope substitulionis
¥V (@ 4~ bz - cx®™ = px

ad rationalilatem perduci queant. - -

Solutio.
‘ Quoniam in praecedente problemate invemimus, hanc formu-
lam differentialem
220z (@ 3= ba™ ~- oz?™)
a, — cxih

ope hujus substitutionis reducl ad istam formulam rationalem

p" op :
= I — 4@’ erit
Pa*2 0z Y/ (& - bx® —1- ca?®y Pptop
G == cxtm — (PP e B5)® e dac

6'5
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vbi loco P functiones quaecunque ipsius z accipi possunt ejusmeodi,
ut facta substitutione praebeant functiones rationales ipsius p, id
guod infinitis modis fieri poterit, quorum praecipuos hic per-
Curramus. '

§- 69. Cum vi substitutionis sit

Y (@ 4 bx® - cx®™)

&x

L
loco P potestas quaecurique ipsius p assumi poterit, quae sit p.
Sumator igitar P—p*Q, eritque etiam

QY (@ == bz 1 cax?™y _
)\. 3

P =

@
quibus valoribus substitutis prodibit ista éequatio

an—-)x-—Z ax’f/(a-—}-bx”-—!—cmzn))‘"!'i___ Qpn+1\. ap
a — cxim (Gt — D — dac

quae posterior formula denuo est rationalis.

§. 70. Deinde in praecedente problemate quoque inveni-
mus esse

(@ — cz?m)?
.9.’.‘2 n

= (p* — B — iac,

quam ob rem pro  sumamus potestatem exponentis i harum
quantitatum , vel potius harwm quantitatum reciprocam , scilicet ca-
piatur '

03

O xuiﬂ- . 1
T {a — ex®MPT T [(pt — b — 4::0]3"

Quibus valoribus substitutis obtinebimus formulam latissime pa-
tentem hanc
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()~ A=2Jp ¥/ (g b eaPP L . p* i op
(@ e cxzn)zi-{-‘i g E(Pn""‘b)g'“‘ 463013'—}-1 9

ubi- pro litteris A et i numeros quoscunque integros sive positivos
sive negativos accipere licet, perpetuo enim formula differentialis
per p expressa manebit rationalis.

§. 74. "Quin etiam haece reductio mulio generalior reddi
potest , propterea quod necessum non est ut A sit numerus inte-
ger : Quaecunque enim fractio pro A assumatur, formula per p
expressa semper facile ad rationalitatem veduci poterit. B enim
ponamus A ::—“v— , membrum dextrum fiet

e

p ' op

[(p" — Y — dac)+1i’

S

quae rationalis redditur ponende p—=g¢”, erit enim gp == y¢"*3¢,
ideoque hoec membrum
.qu'}-m-i—V*’*i og

[(g"* — b)* — sac)+1 |

—

Nunc autem uti oportebit haec substitutione
V(@ 4 b + 2™ = g'z,
atque habebitur ista reductio

— 2 " » Ry
0z Y (@ + bx® - cx®™)

(a_“cxzn)zi—%—i ‘
qu»t—kvn»-i—v‘—-—'l aq
g = 0 — dacTT”

. s

quae postrema formula utique est rationalis.
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§{. 72. Ut etiam in membro sinistro exponentes fractos 1p-
sius x tollamus, ponamus 2 =Zy*, eritque

'y(g":"*“i)“V”“_v_’layn]V(a—}-.by“"'~l—~cyz“")p‘+"
(@ — CyQHV)2i+1 .

. qu—-i-uv-}-v-—i dg
- [(g" — B — 4ac]t?t’

quae expressio autem multo generalior videtur, quam revera est.
Si enim loco my ubique seribamus n resultat ista aequatio

y(zz‘-}-i)n-—uu-—v—-iayl"/(a_‘_‘byn_{__cyﬂn)p-]-v
(@ — cy“l)“’i“‘ _
qn-i-v—l—n—-i o9 . T T

It

= T W=t —daci T’

haec autem aequatio manifesto non discrepat ab illa §. 70. alla-
ta; si enim hic loco pm—~y — 1 scribamus A et loco y et ¢ ut
ante » et p, ipsa praecedens aequatio reperitur, sicque sufficiet
loce A numeros integros agsumere,

Corollarium,

§. 73. Quo clarius indoles harum formularum perspiciatur,
sumsanius 7 === 2, et formula differentialis varisbilem = invol-
vens erit ‘

zhi=% 3z o/ (@ == brx 4~ cxhr+1
(o — cm‘i)Zi-‘}*i . ?

quae facta substitutione 3/ (@ - bz ~-ext) == px, transmutatur
in hanc rationalem

| ph e op
T T — 0 — dai—1°
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mde sumendo A == 4i resultat ista aequatio

0% Y (@ —+ bz —+ catyhi-+1 . phi2 3p
; (@ — Cw4)cj+1 — [(PP — b)z . 461’6‘]3.'3"1,
in qua si porro ponatur i==10, fiet
Ox ¥ (g bxx ~}- cx*) ___ - Pp Ip .
o — oxé - (pp — b ——4ae ’

quae. si insuper ponatur @z—4, b==0 et ¢= {1, prachet
9V (428 _ __ ppdp '

1—xd Y. gy}
quae est ipsa reductio, quae supra §. 63. fuerat inventa,

Corollarinm 2.

§ 74. BSi sumamus n—=3, prodibit ista reductio generalis

2= 95/ (@ 4 ba® -t P 3 dp ;
(@ — ca®)i+1 (PP =b) e bac]P T
quae ponendo i== 0 migrat in hanc
2= 1 0z /(@ 4 bx® - exBP L pr30p
@ — cx® T (PP = b dac

posito vero b = 0, haec prodit formula concinnior
a1 3z Y/ (a+ox®P 1 . P 3 ap

6 —

a — ¢cx ps-—-4ac? 4

cujus duos casus evolvisse juvabit.

I. Sit A==0, eritque

zox Y (@ 4 cxby _ ° p*op

@& — cz® — pb—dac’
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quae concinnior redditur ponendo zx —— ¥, reperietur enim

dy Y/ (at-eyy . 2p°0p
a — cy’ = pb —dac’

I, Sumto autem A =4, ista prodit expressio
D ’i//' (o - C!L‘G)z . p11= ap ’
6 - pb —— dac

e O

Scholion.

§. 75. Ex his exemplis satis intelligitur, quam egregie re-
ductiones ex nostris formulis generalibus deduci queant, quarum ve-
sofutio , nisi .msthodus nostra adhibeatur, omnes vires analyseos su-
perare videatur.

4.) Memorabile genus formularum differentialium

maxime irrationalium, quas tamen ad rationa-

" litatem perducere licet. M. 8. Acaderiae
exhib. d. 15. Mait 1777. |

§. 76, Cum nuper hanc formulam differentialems
ox
(4 — zz) YV (22 — 1)
tractassem eamque singulari modo ad rationalitatem perduxise
sem , mox vidi eandem methodum succedere in hac generaliori

o
(@ - bxx) Y (@ <4 2bzx)

, atque adeo in hac mullo generalioxi




