SUPPLEMENTUM IIT

AD TOM. I CdP. IV.
DE
INTEGRATIONE FORMULARUM LOGARITHMICARUM
ET EXPONENTIALIUM. '

1) Evolutio formulae integl?alis S =1 3 (zm)?ti; in=

tegratione a valore z-==o ad 2= 1 extensa.

- Nov. Commentarii Acad. Imp. Sc. Petro=.
politanae. Tom. XVT. Pag. 91— 139.

..Theorema i.

§. 81 # denotat numerum integrum posﬁwum quemeyn-
.que , et formulae Saf =1 0x (1 — z&)" integratio a valme & =0
usque ad x-—1 extendatur, erit ejus valor:

— g 1. 2. 3. waisaiedal .
N ) (f-}—2g)(f+3g) ----- (= ng)

Demonstratlo :

Notum est in genere, mtegratlonem founulae |
S =10z (1 — xB)™
reduci posse ad Jntegratlonem hujus /2 —1 0z (1 — 28)™ %, quo-
niam quantitates constantes A et B ita definire licet, wut fiat
ST r (4 — 28y = Afaf 1w (1 — a8y Baf (1 — 26y ;

sumtis enim differentialibus prodit haec aequatio
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10w (4 = 28 == Aaf 1 Ja (1 — By 4 Bfo 710 (4 —28)™
— Bmgaf +&—1 9z (4 — 28,1,
quae per xf —1 Dz (4 — 28" 1! divisa dat
' | ——.:cng—l—-Bf(i — x8) — Bmgx8, seu
{ —x8—A — Bmg B (=4 mg) (4 — x8),

quae aequatio ut consistere possﬂ. ﬁet_:esse est sit

" = B -+ mg ‘et A — Bmg;
unde colhglmus '

. — 1 - mg
B= 5= © A’_'f+mg

Ouoc:rca habcblmus sequentem reductlonem generalem

S0z (1~ 28)™ S0 (- a8yt i (- 28)™

f—l—mg

= i

quae cum evanescat posito 2 — 0, siquidem sit /"> 0, constantis

additione haud est opus. Quare extenso utroque integrali usque
ad z——1, pars integralis postrema sponte evanescit, eritque pro

casuw x = 1

fxf"iaas (I — z8)™ — fz,f“"iax (4 — xg)m"“i

"_f+mg
Cum igitur sumto m == 1 sit S =19z (1 — «8)° __,% af — f 5
posito z——1, nanciscimur pro eodem casu w=—1 sequentes valores'
f—1 gyt — & . L7
ST om (4 — 3T = g
. —_— : — B2 3_’ . 1_ __.2__
fmf - oz (4 %) " f  fdg Stz
—1 — gy — &, LT 2_ ., .5
Sl 0w (1 — %) F O FFs FFEs T

ete.

hlncque pro numero gquocunque integro positivo -z concludimus fore

F=1dz(l—aft =& v o o A e
S e et =8 e iy e A R T

si modo numeri / et g sint positivi.

l,
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- QCorollarium L

§. 2. Hinc ergo vicissim valor hujusmodi producti £x quot-
~ cunque factoribus formati, per formulam integralem exprimi potest,
ita ut sit o -

1, 2. 8, ... ®w  __ F —1 f — B
F+ o (F+eg) (FF3g ... (Fng) —— g"'.fmf o= (1 v

integrali hoc a valore z = 0 usque ad x == extenso.

Corollarium 2.

§. 3. Quodsi ergd hujusmodi habeatur progressio

1 2 2. 8, f. 2% 8. 4.
b +§ (f+g) f +2g} T +§) (f +2g) G+ " (Fre(F+2) (f+3g) (F-+48)

ejus termmus genewhs .qui indici indefinito 7 convenit, commode

; ete.

hac. forma mtegrah L jaf =10z (4 — &)™ repraesentatur, ‘cujus ope

ea progressio interpolan ‘ejusque termini mdlmbus fractis respon-
‘dentes exhiberi poterunt. :

Corollarium 3.

§. 4. Si loco m seribamus 7 — i, habebimus

1 2, B PO (n—1)y . f—i tt—-i )
(f+g3(f+23)(f+3g a8 — n—-xfx ox (i-—-'rg)

quae per f—_—F_—- multiplicata praebet

1. 2, - S n 1.
(F+e)G+28) (F438) oo (Fng) ™ —F Lf+ng)

Ve —1 oz (1 — )t =1,

S.choli-on i.

§.. 5. Hanc posteriorem formam immediate ex praccedente
- derivare licuisset, cum modo demonstraverimus esse

N
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JaT 40w (1 — o = ZE [aP 0wt —

siquidem utrumque mleﬂra]e a valore £ =0 usque ad x==1 extendatur,
quamm. integralium determmatloncm in sequentibus ubigue su])mtelhg1 opor-
tet. Demde etiam peirpetuo est tenendum, quantitates f et g esse positi-
vas, quippe quam conditionem demonstratio allata absolute postulat. Quod
autem 2d numernm 7 attinet, guatenus eo index cujusque ‘Lermini pro-
Jres'éionis (. 3) designatur, nihil -impedit, quominus eo numexi quiminque-
sive  positivi swe negativi denotentir, quandoquidem - eJus progressaoms
.ommes lermini etiam 1nd1mbus negativis -respondentes per formulam’ in-

tegralem datam exhiberi censentur. Interxm tamen. probe tenendum- est, -

-hanc reductionen: - : : . .
- - . J—1 m . Mg i m—-il
| | Ja’ Bac( ocf"') _l_mgfscf Bm( @)
non esse veritati consentaneam nisi 31t m > 03 quia ahoqum Pars algebraica
1

ol {1 — af\? —
7 -!-m,g : (1 qﬁ'}_ non ‘evegnescergt p051to ez 1. -

Scholjon 2

§ 6. -Hujusmodi series, quas transcendentes appellare licet, quia ter-
mini indicibus fractis respondentes sunt quantiates transcendentes, jam
olim in Comment. Petrop. Tomo V. (¥) fusius sum prosecutus; unde hoc

- loco non tam istas progressiones, quam eximias formularum integralium
- comparationes, quae inde derivantur, diligentius sum scrufaturus. Cum
scilicet ostendissem, hujus producti indefiniti 1. 2. 5.7 . .'n valorem hac
formula integrali [0 (l})" ab ==0 ad x==1 extensa exprimi, quae. res
queties n est numerus mteger positivus per ipsam integrationem esi mani-
- festa, ¢o0s casus examini subjeci, gquibus pro n numeri fracti accipiuntur;
ubi qqldem ex ipsa‘ formula integrali neutiquam patet, ad quodnam genus
guantifatum- transcendentium hi termini referri debeant. Singulari autem

(*) Institut.’ Cale. integralis Tom. I Sect. [. Cap. IV.
Vol 1L | —— 11




Tra0Tria Uit - (F+n8

“grali b =0 ad x—=1 extenso, ejusdem producti casu ‘gno g=10 va-

g2 " SUPPLEMENTUM IIL

‘artificio eosdem terminos ad quadraturas magis cognitas, reduxi, quod prop-

terea maxime dignum videtur, ut majori studio ‘perpendatur.
Problema 1.
§. 7.  Cum demonstratum sit esse’
1 2. -3 ' .on _f

Pas—

f;'nf”i da (1 —af)" inte-

T
g

lorem. .per formulam integralem assignare.

S o luiio.

Posito g = 0 in formula. integrali membrum - (4 — «f )" evanesclt,
simul vero etiam denominator g, unde quaestic huc redit, ut fractionis *
(L —af)® ' ' :

U,H- .

g :
nator evanescit. . Hunc in finem spectetur g ut qua-ntitaslinﬁuite parva,
et cum sit af = e¥’?, fiet of — 1 |- g lx, ideoque
| (1 —af)y =g (— 12 =g" (&)

ex quo pro hee casu formula nostra integralis abit in :

) o feealEs
ita ut jam hebeatur : : ' o
| 1. 2. . 8...

v

f 2B =t a0

e T 0w (J) sen S

Collariu m 1.

§. 8. Quoties n-est numerus integer positivus , integratio formulae
[o/ 13w (I} succedit, eaque ab o =0 ad &= 1 -exiensa revera prodif

;o

- valor definiatur casu g=—0, quo tam numerator quam denomi-

. e O ke Wl T ST T
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id productum, cui istam formulam ‘aequalem invenimus. Sin autem pro-

n capiantur pumeri fracti, cadem’-formula integralis inserviet huic- pro-
gressioni hypergeometricae interpolandae ' o _
1; 1. 2;.1. 2. 3; 1. 2. 3. 4; 1. 2. 8. 4. 5; 1. 2.°3. 4. 5. 63 etc. seu
13 2; : 24; ‘ 120; - 720; etc.

"Corollarium 2

§. 9. Si expressio modo inventa per principalem dividatur, okietur

) productum , cujus factores in. progressione arithmetica . quacingue pro-

[P

_erit etiam simili modo pro casu g=0

grediuntur . .
. O & LA C i
(f"l‘g) (f+28) (f+38) . (f+ b)-""f a T Il — )

cujus ergo etiam valores, si n sit numerus fractus, hinc assignare licebit.

_ Corollarium 3
. 10. Cum sit

. z — £ J— ng ‘ —--' . - A—f
O fa T o (L e— ) _m—é_fg:flam(?t—»mg)‘ iR

J.mf_.z d o (l’%)n:%fwf—i Do (la%)nn-j,
hincque per istas alteras formulas integrales |
1. 2 F..... Lon=nfr el ow (I et

O (Fg ) fn ) e frm gt (fna) @ T TR

Scholion

§ 11,  Cum invenerimus esse ' .o
1. 2 3..... -n:f""“fwf—‘_ ox ({5"
' : - 14%
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P"ltet hanc fmmulam mten'ralem non a valore quantitatis- f pendere, quod
etiam facile perspicitur ponendo a:f— y, unde fit fe/~'0 =y, et
'l,g:-—ulm__-—fly__}l‘, 1deoquef”(l == (I3)", ita ut sit
s 2 3. n==/3y (¥, ’

quae formula ex priori nascitur. ponendo f=— 1. Pro mterpolatmne Ll%o
-luljusmodl formarum totum negotium hue reduc1tul,‘ ut istivs formulae
integralis' SO x (I3)" valores difiniantur, - quando exponens n est numerns.
- fractus.  Veluti si n sit _';, _assignari -oportet valorem- hujus formulae
SOz V 1L, quem olim jam ostend -esse — = V #x, denotante m circuli

perlphenam cujus diameter —1: pro. aliis autem numeris fractis cujus

-valorem ° ad quadraturas curvaram algebralcarum altioris ordinis revorare
docul. ‘Quae reductic eum minime sit obvia, atque tum solum Tocunr
habeat, quando formulae f 9 a (5" integratio a valore 2=—0 ad x—=
extenditur, smgulan attentione . dlgna videtur. . Etsi autem jam olim hoc
argumentum fractavi, tamen qula per, plures ambages eo. sum pe1ductu‘s?

idem  hic resumere et concmmus evolvere constitwi.

Theorema 2.

§ 12. 'Si-formulae integrales a valore « — 0 usque ad =1 extern- '

dantur, el n denotet numerum integrum positivum s eri

1. 2. B Sl dx (1 —aFY

(n-4-1)(n+2)(n4-3)...2n

~ quicunque ,num_e.rl pos;txw loco fetg acclpmntur.

._.ﬁn o [/t (1—-—5[:*5')"_1 X

Demonstrati o

Cum supra (§. 4.) ostendeiimus esse

S/ om{1— ot
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1. ) 2 :5.'-...71 | f n,b
'(f+g)(f+2g) (f+ng) g"(f+na

]Jaheblmus si loco n scubamus 211

1. 2. B ... 20 __Ji_2'_‘5>__ e o
(f"\'g f—l_zg) (f+2n”) w(f-Jr—an)-[ﬂD B:c(i.-m‘?) e

Dividatur .nunc prima aequatm per secundam, ac pmdlblt ista tertia

20 () () Sttty
(nt1) (n4-2) - - f—\—ng) C T 1aa:(1——'.1:5")”’"""

At si in prima aequatione loco f scribatur f--ng, orietur haec aequatio

)fmf (1 — ),

quarta :

1. 2. 3 ... .n (f+71g)11g - N ,;_;
TR e o) 8 e e

.Multlphce‘tur haec quarta aequatm per 1llam tertlam, ae repeue’cm Ipsa

dequatlo demonstr, anda

1. 2, B n l n | o f:’Lf 1am(1 wg)u-—i
Qn+1)(n—i—-2)(n+5)_ . ____._no‘ mf+ p—iam(i acg) 1 xf-’ﬂf 1 Bac(i mg)_gvz_.—;_

Corollariuom L

, § 13. Sl in prlma aequa’cmne statuatur f—n et g== 1, onetm idem
productum '
1. - 2. N ]
CES IO
'qua aequatione cam illa collata adlpl.scunur
Sa"towx(t w)"“‘ fmf‘aw(i——a:ﬁ"“"
gf /T 0 o (1 — wg)"“’ T fx oz (1 I

—infa" 1 da(1—a)"
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Co rol]ar’i-u'm"Z.
5 14 Siin illa a.eq‘uatione loco o scribamus «f, fiet

1. 2. B.iiieun.. n.
(CESTEEN

ita ut jam’ consequamur istam. cempalatlonem mter sequentes formulas

:érzgfm""’f" d @ (1 — af)" Y

- integrales

S | | a1 (1 — 2yt
S0 3 L s —wgr’—‘ Sca aac(( wa))“’“i

'C_'orollarium 3,
% 15, Si in aequatione theorematis ponamus g == 0, ob (1-’1}"}””"-
-l (S potestates ipsius g se destluent orieturque haec aequatm

. PO T SN o, s - fmf 1333([1)”_ '
( +1)(n+2) ._._-anmf BCC(la’*) ijf—:am(ll)zn 15

unde colligimus

[Jo/" 3 (1“)""‘]2
[:rf =rowx (Ih '“

= g /A (1 ),

seu ob :
j:x;f Yoyt = ffa,f ‘Bw(i 1)” “hane
zf S/ 3o (L o o
FaFTow (i =8/ 0w (T
Corollarium 4
§. 16." Ponamus l1i}:'f_1 g =2 et n=7%, ut m 51t numerus‘

amte'rer pos1t1vl1s, et ob [ (If)y*=1. 2. B ..-;..m, ertt
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. dx Z;%’z '_ ) oo

hincque
m—1 oo 'E-‘-; 1.
_/'acac(l‘.,a)2 Vi o23.. f - Bw(i ahyr
‘ - —_— | ox — |
¢t sumendo m=—1. , ob f Ti—an — z habebitur
faachx_V YauLE. v—s. _
V(-
. Schpl'ion. :
; ' §. 17. En ergo succinclam demonstrationem theorematis olim a me
i . pro]atl, quod sit f Baﬂ/l;:_—.; V =, eamque ab interpolationis ratione,
f Sgua tum ‘usus fueram, hbera Deducta sc111cet hic ea ex hoc theoremﬂte, -

quo mvem . esse

['fcf"’am 15y ' )
f‘w—f—l dx EI%MJ — g./.s"”éu1 oz (t— )"

-Pl'illbi:pa-le attem theo_rema , unde hoc est deductum ita se habet

f:x:f“iam(i af )t Xfa:f"""g"’ -aw(i—mg):”“‘ o s
ol 0w (t—af = [ o (i—--'m) *

untramque enim membrum per 1ntergratlonem ab =0 ad m:: 1 exten-

o Mo et

sam evolyitur in hoc productum numericum
' ) . i. 2. (h. — 1)
: . o (:z+1)(11—{—2)..... (2n—1)

' " Ac st alferi membro sPecwm Iatlus patentem trlbuere velimus, theorema

ita. propom poterxt ut sit

fmf“‘aac(i mﬁ)"—‘ix‘fmfﬂ-"g'—iam(i )n—-—!
~ TG

= ]ffm"k"am(i mA)"_ -
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hicque i capiatur g =0, fit
,[fmf;i B..a‘: (l}n)ﬂ“i]z___
T fe e ()Y T

k2™t 9 e (1= 2yt |

“{mprimis igitur notandum est, qucid illa aequalitas subsistat, quicu;n-que

 numeri loco f et g accipiantur: casu quidem f=—g, ea-est meanifesta,

cum sif . ' A
:  p— -(1_ e a;f:’)" | "
—1. et —_—— -
SF o (1 sc)"‘ T
et enim '

25 [ 0w (1 — by =k S B (1 m P,
et quia - o | - o
S d (1 — ) [ dm (L — )T

aequalitas. est perspicua, quia & pro lubitu accipere licet. Eodem aufem

- modo, quo ad loc theorema perveni, ad alia similia pertingere licet. - -

" Theore m‘Aa.E,

. ¢. 18. Si -sequentes formulae ilmtEgra!es ‘a valore x.— 0 ad Aw =i

_ extendantur, et o denotet numerum ntegrum. positivam  quemcunque,

erit | o _ .
T4, T2 Bai..ioan : ' : \
: — - p—— f S —1 — "=
ATy @n k). an=ing e de (L= af) X
, S faf s (f—af) Tt
Jal 0w (1 —af)T

quicunque Aumeri positivi pro f et g sccipiantury

Demonstratio

* In praecedente theoremate jam vidimus esse
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.~ 2. 3, . 2n f.-2ng '
L — J=1 3 o (4 mw B2
e x @ :
IS Ue o ends = & rang (# = o)
simill autem modo, si in forma principali loco n scribamus 3 n'habebimhus N
1. 2. 3....8n J-3ng - -

S et ~m’5")5"'71,

(/8 (f128) - (f+3Eng) — g (f+38ng)
2Y U0 illa aequatio per hane divisa pre‘ducit
L/ (n )] L an )] o (Frog) 26 (o sng),
(2n-4-1)(2n+4-2) . L f—]—zub) )
fmf 1893( ccg)”‘_
fa}f 16:1:(1 )3:1—1

“Verum si in aequatlone punclpall (8 4.) loco f scribamus ¥ -}—2 ng, adi-

pmmmm haric aequatmnem o _
.2 3 ..., ‘ e on _____(f—}—an)..ngX _
£f—l— (2n+1)g) L/ 2n+2 g] ----- (fH3ng)™ g'(+8ng) o

: jmf+2"g_iaw( mgt)n—i : o

'Multlphceiur nunc haec aequatio per. praecedentem et orietur ipsa -xequatw

quam demonstrari oportet -

1. 2. 3 ... 1-3'
(\211—{—1) (2n+2) ..... 3
['mf"‘iam(i I

e Rl — )T

na fa}’c*'“"g_‘ da (1 —asy X,

Coréllar,.i‘um'i.

§. 19. Eundem valorem ex aequationc, principali nanciscimur, ponendo

Fr=2n et g=1, iia ui sit

I}

1. 27 3. ... ... a1 .' . A
(\').pz+1}(2n+2) 3n %'nfw’ Bm{i-——‘a;)l_ ;

Vol. 1L . ST e
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wquae formula ii}tegralis, loco @ scribendo ack,' transformatur in' ‘11an<:
| tnk a0 (1 —alyr, )
ita ut sit | S
J2/ " e (1 — af)rn =t
S/ 0w (1~ F)FR
o :"kfoc”k_i dx (1 — wk)"'_iu.

gfmf—i—i.ng'-ml D (1 __ -.'Eg)j”_l‘x

;o

Coreollarivm.2
¢ 20. Si hic statuamus g =0, ob 1 —af =gl H habebimus hanc
‘aequatiomemt © . ' '
E o d—1 J (l _1._)9.12--1’ .
. N & & & . g P TLimn
ST 0w (I X fﬁﬁf"’ Fw =1 = kS e (1 —af )
oum igitur ante invénissemus B
[ S/ 0z (LR bt s
_.‘facf“" aEgl%)i”:’” =kfa" 2w (1 — 2y,
_ ‘l‘.rabebimus&'has dequationes in se multipﬁcandd e
‘[,-xf“‘ax(ll"'*‘”-' ' L L o . '
'fw.f——i"aE(lgj)‘s":*:!“ :sza;nk_t 6‘1: (1 — :L,.l).ﬂ—-l. X fmznl.—z- aw(i-——a’:k)"_”.

C o'-i' ollarium 3

§. 21. Sine ulla restrictione hic' ponere licet f== 1; tum ei'go sumto

nE=iet k=3, erit’

dw (18 P % | Y
[ff§:£72$)° L:Qfﬁ'sc(‘ia—m’)_ 'lewa‘a:-(ir:--m‘) 5

1]

et ob

. ' _-’2 ‘ -y . - N . . ‘
Sox (I E:Sfaa: (IH¥et [0 % ({5)°= 1, obtinebhimus

T I SN T

[
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R E a2 ‘ s
| (o P=for(l—a%) °Xfedzx(l—a®) °
tum vero sumto n=% et k==3, erit . ‘
. . -
[fox (i) *13 ‘ —1 —
: ja(az()la%) : =9 xda(t —a®) ‘X/[Fow(t—a)

ol

T geun

HH"
...

. [.'fa;t:(l})%]._‘:é.jmaw(i-'—-m) X fxb r)m(i—cc) %
‘Theo 1 ema ge nle‘r a_l.'e.

& 22. Si sequéntes formulae integrales a valore @ =0 usque ad
2 == 1 extendantur, et n denotet numerum integrum pésitivum quém— -
cunque,, erit -
1. 2. 3 ....n S Ang—1 L . e
‘(/.,n—{—i)(kn—[—Z) tin ~x+1”3fm; da(t — afy ! x
7 fmf_.' de(1— -:;c’*r)’“‘"‘-1 ' A
Sl o (1 — af)Arn—12

jquicunque numieri positivi pro litteris / et g accipiantur.’

Demonstratio.

Cum sit uti supra ostendimus

2, .. f.n » ' . _
(f+ )f+2 (f+ng) g"(f—\—ng)fm awu—-wg)

si hic loco 7 scribamus primo An, tum vero (A ) , nancisceninr has

duas aequatmnes ' ) : . Vo
O A . fring oy . P
f+ g (f+2g). (f+ ?~ng) g*" (f+lng)/w' Banft—afy" et

12%
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; PO SE I. . ' (A"+1) . f. O+ t)ng- '
(e (fd28 - - FF Gt g — g7 L O Dngl

/wf-:aw(i_mg)uwn 1 o
quarum illa per hane dwlsa p1aebet
(fAng4g) (fAAngt-2p) (f+?m +na)

(ln,—ﬂ—i An42) . . . . . '.; vov o« (kn—n)
Mf-4dngtng) _fq:f_i-a'rc(i——aﬁ)l”_‘ _
=8 ) FFrng) Jol dw(l —ah) T

. At’si in aequatione prima loco f ‘seribamus fl-}—lng,, obiinebus:

1. | _ S T :
(frhngg) (fthng+28) . . {f+Ang+ng)
e (ftrnging

p— SAng—ty o fp gﬁ—f— T
.- ”(f+lna+110) f Ba,( .‘IC) -
quac dnae aequationes in se ductae pmducunt 1psam aequalltdtem demnn~

strandam A ' L

L 2. . L. _— ?"n'g Ang— | "\ 7 |

(n1)0nF 2 At T x+1f“f+ 5 ’596(1-_—33'?) !X
| | Sl =1 (4 — it
‘,_/‘a;f‘—i dx (_i_mg)[)«f-nn-—; >

Corollarsium 1.

§ 23. Si in aequatione principali statuamus f==Ain el g==1, re-
" periemus etiam

1. 2.. S eem __ An o ap 4 Co -
T Yy rR an+'n>—a+1f B0 w (1 — ),

quae forma laco. s scribendo a* abit in" hanc

Ank F ];.,
j+1/' An Iam(i )J 1’
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Cita uf hahedmus hoc theorema Iatlssnne patens

2tz 1——-:13"1‘”1”"’11
gl dm (L — ) TR f—iam(( )21”*".*** ,

:':.k/ac "’*’*‘a.x(.-'-.x")"“‘

C o 1“'013Lani11‘m~ 9.

§. 24. Hoc ]am theorema locum habet, etlamsx n. now fit numerus
integer; quin etiam cum numerem A pro lubitw acmpere llceat, loco kn
scribamus m, et perveniemus: ad hoc theoreama,

’ J’m.f—iaa:(i_.__mg)m—» Afacm’““"laas(i—-m)"—"
JalTan{i— gl 0w (1)

Corollarium B

425, 8i ponamué g=19, ob 1 — af =gli, -hoc-:. ‘theorema: ista‘m, ‘
induet formam _ A
! - fmf_‘ da (i)™~ * lfm’"""‘ 2 a(tL- m")“"‘
‘ o ]ccff“:aw(l%)’"’*‘"_ =" fa:fpiaa;(ll) "
‘ quae commodius ita repraesentatur

fmf—'iam(l“‘—‘x a1t ox (I e
. -/‘mf 1am(zf1)m+n_—1 () kf.]}mk_ia’ﬂ(l‘"”m‘«) 1,

ubi evidens est. numeros m et n inter se permutari posse.

'

Sch(jli\‘b no -

- §. 26: Dupllcem erge deteximus fontem, unde innumerabiles formius
fhrnm mtegmhum comparationes haurire licei; alter fons §. 24 patelfmius

complectltur hujusqlodl formulas integrales:

. f‘\_,f ]mp__1aw(1 — ﬁ;g)q-“l'p . . - . ) 7 ‘, .
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quas jam ante alié;{uod tempus periractavi in observationibus cirea inte-
gralia fmmulamm( ) | B '

_ fosp ’Bm(i m")n —1

a valore £==0 usque ad x =1 extensa, ubi ostendi pnmo litteras p et g

' mte& se peunutam posse ut sit

fo:”""‘ﬁm(i )_—iﬁfm'?"“iaw(i ")—'"’1

jum vero ctiam  esse

Lol 0w sr‘
- ',/,‘(1 g ﬁ{_" - n si-n.zg .
4 imprimis antem demonstravi esse - T L
li ‘ 2Pt /‘ osf’+9—“16m o 2P 3 P 3
i fn .—-fn' _xfn —,
R L I

in qua aeguatione comparatio in §. 24. 1nventa jam conlinetur; ita ut hiic

e e i L e s — —

nihil novi, quod non jam' evolvi, deduci. queat. Alterum igitur fontem

%.7.
il
il
] ;

§. 25. indicatum hic potissimum investigandum suscipio, ubi cum sive alla

restrictione sumi queat /=1, acquasio nosira primaria erit
Jox{lz) Tt x fon(E
fa;w (l;)nz+ra_1

cujus beneficio valores formulae integralis S oz (18, qu'amdo'l non est

==k [t dm(1— ;Jo")""—i,

pumerns integer, ad’ quadraturas curvarum algebraicarum revocare licebit;

qpanduquldem quoties ) est numerus integer. integratio habetur ahscluta

Fuoniam est - LT - . "
Somi =1 2.5 . . .. ..M

Mavimi autemn momentl quaestio versatur circa ees casus, guibus 4 est nu-

=i

= e
s e

e e

merus fractus, guos erge pro ratione denominationis hic successive sum -

definiturus,

e e

i

(*) Misceliznea Fauwrinensia. Tom. 1IL
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Prohlema 2.

§ 27, Denotante ¢ numerum mtegrum positivum, definire walorem

Sformulae integrolis [0 x (1 a—,) , \mt'egmaone ab £==0 usque ad w=1 extensa.

Solutio

Ine aequatlone nostra generah iamamus m=n, erltque

aac P . .

,Sitjam n -—~1.._,§, et ob 2n—- 1=i+}+ 1, erlt

' Loy t=1 2.3 ...... (+1)
sumatur porro k—'2, ut sit nk —1 =i 1, ficiqne
o2V (@) |
1. 2 3., . (i1

j=2fa am (1~ o,

L SoxV (LE
V [1.2.3....(i+1)

]iyafwwamvu_mﬁ

ubi evidens est, pro ¢ numeros tantum 1mpares sumi convenire; quonmm

pro parlbus svalutio per se est mamfesta,

cqrolrariam't

§- 28,7 Omnes: autem casns facile reducuntur ad == 1, vel adeq ad'
i==—1; dummodo enim {1 non sit numerus negativus, reductic in-

venta locum lLabet. Pro hoc ergo casu erit

fVl""“'VZ./‘V LL : V?r, oth- /n)_fi_:.



- atque in gen?le

o5 . SUPPLEMENTUM X
Gorollarlum 2.

§ 2 - Hoc autem casu, prlnmpah expedlto, ob

‘fr'}w(ﬂ,)"'—nfam(l i

habebimus

fam]/l,z:"i/ﬂ' _fam(

. l‘.!
‘\
a8

Sonlly r L =hEgg ... 5L Y e

Problema B,

§. 30. Denotante. i numerum integrum positivum, definire wvalorem

 formulae integralis f-9x (I5)= 1, integratione ub x=x0 ad w==1 edtensa-

Solut1iae

Inchoemus’ ab aequaticne praecede-ntis problematis

a lI :r.l-—:{ 2z

atque’ in’ forma generall staj;uamus m:2n ut kabeatur

: aw la% n—1 % a$ l[ sn—1
j ( J)am (‘l'l‘)/fm'—l( ) ____kfmzﬂimlaa’ (1.....31‘)"'"*

at mulhphaando has' duas aequalitates adlplscunur

[/ ()

W—ﬂk’fﬂcﬂ"‘ Ot~ }"“’ X fF 10, (1 I
Hiz jum povatur n:=} ut sit

VCEAU)) ’—‘-zi. 205 ... (L'—— i),




-+ unde concludimus
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sumaturque: k=3, ac prodibit |

0 Z_;' —3& i1 8.__ It—- S,
.ﬂjfzm;/ (l)_ﬁ_g)-—gfm am/ ) sxf 15001’ (Lu-m) s

[

‘/"aw_‘s/ l,;_ i—8 — 5 l I'—i da E N f mg_i._i-am
]/ 1. 2. 3., 1—1) 1./ (1 3)3-" "Iz/(iﬂa:"“)‘”“' |

Corullarium 1.

4

% 31, Bini hic occurrunt casus principales, a qtuhus reliqui omnes

pendent; ponendo scﬂlcet vel i=1 vel 1__2 qui sunt

Iz wd
I'fa = fV(i-—w fl/(i—w

v aa

Fdaw ’e .
i —17;——-1/ fV@,m)xf_' -’:1_,@:)’ ‘

. quae postermr forma ob

a2t 0.
fV(t R 1/(1—93

Bm ‘ ma;
—a') fl/ (1—%)

Gorollarlum 2.

abit in

1/11

g 32. 8i uti in observationibus 1éis ante allegatis brevitatis gratia
ponamuas ' ‘

Vol, TIL T ' - 1B

RS

e e e e S AR AT



e . | SUPPLEMENTUM UL~

f .‘.'Gp'—i dx (%,_)5
| Vg—ay-r
atque ut ibi pro hac classe

2 — —_—
®) T Bsin. T - %

tum verd
’ ' . dm :
== — A, erit

R T
1./ o __1/9(1) =V 904,
=V s2e.

Vo
n _1/ ) (3) =
fV(EI)i\ 8 .

'Corollariu‘m 2.

'§. 33, Pro casu ergo priori habehimus
- [oaV (2 )—z———VsaA fam/z;:;VQ ah, et
. facc-‘/ la;?)arl+ s _'.; z, ' r;+1V9mA
pro altero. vero ‘casu '

. /’ao;f/ l:,% '-———VT fam-l/(zl z._g 5““,. ol

o
faa;V (14)on 1—-—%—.2.g...-....5n;1_ sae,

Problema -4
¢. 34. -Denotanle i nwmerwm infegrum posHvim, definire valorem

formulae inteoralis [0 x (1L < —1 teoratione ab o==0 ad =1 extensa.
_ T 4 E H 5 ‘ . )
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Solutio.

“In solutione problematis praecedentié perducti’ sumus ad hanc aequa-

L S L N SE
fa.:c(ll 511—-—1 ._—fftlr. a:" 11k >\ (1__50]‘)1__71‘5
forma generalis autem sumendo m=3n praebet -

fam(l n-ixfaw(l )Sﬂ'-—i ]A'/stnis-—.-aam\
I
S

S 0w (51 T —afy—

quibus conjungendis adipiscimur

' . [fa m (la%)n—-i]&“_ nk—-i dx 'mﬁ:——i a € snl—i am
| @ =R i - m"f*" *Ja=H

fionem

8it nunc n ==L, -et sumatur k=—4, ﬁetqu_e :

0 x I % 1 wi—iam 2.1-—-1 B:r, _ 3;,4_‘893 ' )
; f ( -'I') __1/45 x fg f .
V1.2.5....(i— V (1—afy i gy

Corollarium 1.

i35, Si igitur sit i= 1, habebimus

. famV(zr)—S—-Vf;sf]/ = foam f}/ji;)x

quae expressio si littera P demgnetur, erit in genere

VL A D k=TI 1 TR == b

Corollarium 2

T

& 56. Pro altero casu principali sumamus i==3, eritque

13 %

\
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100 , _

. e xfowm aP 0w
eyt R
‘ ) fV(i——m‘) j 'l/(i-—ac*)\/-]/(i—m)

seu facta mductmnc ad smlphclores formas

(22X ox mam S
fa V(l‘)““*:ﬂ/ z
1/(1 a:) 1/1--a: f}/(x-—w '

si Tittera Q- deswnetuL “erit Generallm

‘quae expresaio

fam/(zr)é" 334 i Q
‘S c ‘holiomn

L. 3. Sl ;l'ormu‘lam mtegralem -
P 6 T

V(=

) indicemus, solutio. pmblemaus ita se habeblt

hoc signo (—-
el sas A E )
st pro- _binis casibus evolutls fit : L.

p__‘/as B @) et Q= 1/803)(3)

iis formulis quae a circulo pendent:

S e gt R —— e = = = =

STt

Statuamus nunc pro

‘E' )
i T - N 2~ 7
(5) - '_“.—-: et () ="z =8,
4 sin. T AR 10 Nray

pro: tlanbr,endenhbus autem altmns mdlms

‘ Ta«n '
G =7 puns - A,
]/(1-—50 ‘/’]/(1—-:13 :

ermm_us

~ quippe a gua emuncs reliquae pendent ac rep




]

T

PSSR P

o o AD TOM. I CAP. IV. - to1

P= 1/4"" idad AAetQ ]/4 ocuf’ f— - ) )

unde - p__atet £550 . o : ‘ ‘ '

T
PQ=4 =
5‘111

Cum antern sit

et f== %, erit

&= 0y

P""“]/52"IAA. Q .l/sAAe _-:;%..

Preblema 5.

& 38, Denotante ¥ numerwm infegiwm posttivum, definire vm.’orem jor‘~ -
ntilag integrolis Vi a‘ml/(!}};, -, m-tegrataone ab 2= 0 ad x==1 exiensa.
Solu i 1 0.

Bx pmeoeaenhbus sotutionibus jam satis est persplcuum pro hoc casu

pewentum iri ad hanc forniam

faiﬂl/lll—s ‘ 1/5“/‘ t—iaﬁ f 'J.c-—iam .
7105 !.-—-1) V1~ 1/(1__&5}5_.

B 1ow a1z
T | | fV :)vs—- fV( 5_.

“gnae formulae mtegralm ad cl'-zssem qumtam dlssertailonls meae Supra

dlleg‘!tab sunt referendae.. Quare si modo. ibi recepto signum (-—-) denotet

hane formulam. -

f eyl
5 ' s
V( —aye
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erm quaesﬂum ita” commodlus exprlmere licebit, ut sn‘.

Joad Qr=/ 12 =05 () 6 () ()

quandt), antem

valol

em sufficit ipsi i valores qumarlo minoi'es,trihuissé,
esse '

ubl guid
numeratmes qumalmm supelam‘. tenendum -est

+m m .
. ( m—]—i )
" yum Vvero porrg ,
' (io+m m m—]—s ( )
_ m-—l—-: m+ +5
(ia-—]_—:_n m m-+5 711+10 ).
P - —m—l-l " mefi 4-5 m—}—:-—]—in

formnlae quadraturam cireuli mvn‘vunt

Deinde vero pro hac classe binae

quae sint
4 7T . . . T

£ — . el (3 _'._.—-—*—.-,-
#)= 55111 (3) 58in. 5 {3’.

em quadraturas altiores ébntlnent quae popantur.

«. f xxdm :
(%)::f ._.f —A et '
R Vi_@zi S
(8 f xodx l""‘B- :
3 =5 .
]/(1—35

“his valores omnium reliquarum

duae aut

| atgque eX
~pavi, scilicet

g =5 @=5
B=a0=6 0=%
a8 p
L H=7FiB=8
=2t
(i) B

formularum huojus classis assiz- '
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Gorollarlum 1.

3. 39, Sumto etponente i—1, emt

'fam-l/(l%)'_&:-‘/‘t‘i‘ I ).__VS; ab Aa‘.

unde in genere concludimus fore,- denotante n numerum integrum aem-

tnague : . ;o

SowV (ATt g gL Rt fo-“SA“B )
Corollarium 2.

§. 40. Sitpunc i== 2, et cuin prodeat

fa.nV(lI)”"—'l/i 5 (3% © (8), ob
. - (% :’1' 2. (I) et (2) (g)’
evit haee expressio C
5 5 . BB
A @@Vﬁmmf
et in genele

5 S B% .
LoV (I 3=3.3.%.... 255V 5o o

i
1 i :
Py

[

104
s
£a
A

)

G0
o

il

th

S

&7

(e

TR
SR

S

Gorollflai'i_um: A,

A Ay S
gl ok B e

iy

€. 41.- Sit t——E, et folma inventa

fBWVaW*—vﬁswsaenm,m

O=:®; ©=4®; F)=3.5{, sbit i . B
5/ ‘ ' ‘ £ A _ o . '
Vergooo=Veta .

unde in genere colligitur ‘ ' '

SooV qprr =gt 13....._5”-21/52 N - - o

LU MR r RS

FoET

o b - i i L okt AT
T ey

= iy

ey,




teg | | S—UPPLEMENTUM I
Cr;’r_bl'l.arium 4,
§- 42. Posito denique i ;.:4 formﬁ nosira )
sV mr=Vespa@u, s
Q=50 (=114 (4) (¥)=%- IEU ir (I)J “ ' ‘

: _transfornmh:tur in hane

) - aehf
Ve smoon=>s. 52
ila ut sit in gemers -
fa.nJ/ 1ttty 2220V 5  aaff iy g
Scholion
4. 45, Si valorem formulae iniegralis f da (2} hoc signo [i] re- .
p;aesentemus, casus hactenus evolutr praebent 3'
—n=7s". oA L= (Vs 5 AR
C—n=V s e S =1V she T B
: pe A . BT
(—u=Ve Lo = ;/5=—ﬁ T o
g_t] Vs a AAB’ ['Ji_ ] 1/5 D.'. BBA’ . 1
:mcle‘. hinis; quarum indices simul sumti ﬁunt 0, canungendls colhalmus ;
- _ f
9T !
il [—f=a= < ' ‘ ot
sin. F° . d-
R R 1 5= o B |
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3

H‘z} ["‘3]'—'3}9—- niZ
o

[+z] ["‘] 4“—'581 Tx

Et :mtecedente. autem problemate snmll modo dedummus

[—f=P= 1/4“m AA; [+] 1/4‘ A A

[—-:]—-Q—-V4 tmﬁ M, [+31=§1/4 owﬁ &

hincque °
g

- -1 .‘ —.‘1 =:a:.
bl lmd=e=g
' 37

311?

T il

4sin, -
unde in éeneré hoe Theorema’ adipismmur, qubd”'_sit‘
(. —=55 |
' cujus Tatio ex methodo 1nterpoland1 olim exposn‘.a ita reddl potest
o 11_2 9% gi-h g gi-d gd ‘
in T s e o
114—2_2;# :21.4-1-5-—2 31+A.4;3 _ -
1o TTEmn L Te—x e

cum sit A ]=

| erlt[ . l]_.

hiﬁcque

- 2.2 55 _— A
A [ 7“] ,u oA s o =g

uti alibi 1.'1t=.monstr.'al,1r1.= ‘

Vo]l i o ' ' ST g




106 ~ SUPPLEMENTUM L.
P*roblema 6 generale

& 44. Sz Litterae T et M denotent nzmneros mtegros positivas, definire '

walorem formulue uuegralts o - |

fa:n lI ;8818 fam/(z )':‘"",E ¢ _'

mtewratwne ab :_c_..O ad a':::‘i coctensa

Solutlo.

B R

Methodus: hactenus u51tata quaemtum valorem sequenti} modo per gua-

draturas curvalum algebaaicamm expressum exh:lheblt

faaﬂ/ )‘“‘" ' ]/. et - Lo >(‘/‘ :Jc"“‘iam - (h"'l‘""”aw-_ '
V1.2.5.. - 1/(1 iyt ]/(14/:1: i 1/ ""‘
Quod: si jam hrewtatls gm’na fomnulam mtedlalﬂm

—1 a '
f 1/ ki il hoc eharactere ( &),

mﬂ)n -_ q!

*for mulam Vero f am]/(l ‘)"‘ isthoc [w—l deslgnemtis, ita ut [ff—:l valorens
hujus PI‘Odl].C.tl mdeﬁmtl fe B Brv v nne B dbnotet‘ existente: == ’-:-: SUG—

(’m{,’cms valor quaesﬁus hoc modo eﬁpressus Prodlhﬂ; ;- :

. [F= —V 5.2.5... (;-1),"‘() 7) ) | ("_*__‘

unde etiam. colhgltur

R R o S S
Hic semper numerum i ipso I mmorem accepisse’ sufﬁc1et [Iuomal,;] Pm

majoribus. notum. est essc:
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[EE]EER L, e [T i 0]

hocque modo tota .investigatio -ad . eos tantum. -casus . reducitur, quibus

fractionis — numerator i denonunatore n est minor. .- Practerea yero de

formulis mtegrahhus

I f AL —— :';7 . .
LR '5:',‘ PR -1/(1 n)n—q Y ;’,- o o

--'.-; SO _' R L N A

I.. Litteras p et ¢ inter se esse permutabiles ut'sit = -
2 4
=)

IL Sl alteruter, DUMEroruam -p vel g ipsi ‘exponenti n aequetur, va-

Forem formulae mtegrahs fore algebra‘mum scilicet

O=®=pm ==

III. 51 summa numerorum P —]—q 1ps1 exponenn n aequatur formulae

integralis (P ) valorem per circulum exhlberi posse, cum sit

”""9 " nsin. 9”

( )= ("”) eyl

IvV. Si alteruter numerorum -p vel q maJor 511: exponente n, founulam
mtegralcm ( ) ad aham revocari posse, cnjus terrmm sint lpso n minores,

quod fit ope hujus reductionis ¢ . B

=G

V. Inter plures ‘hu3usmod1 formulas mtegrales talem’ relatmnem 1nter~
cedere, ut sit - |



SUPPLEMENTUM 0.

OEH=®EH=H0E)

quas in: observatwmbus -circa

108

cujus ope omnes: reduchones reperluntur,

has formulas exposui.

- .

Corollarlum 1

IV mdlcatae formam inven-
ratlone simplicissime
2 ‘quo nulla opus

¢ 45 8i hoc modo ope reductloms N?,
tam ad singulos casus. ‘accommodemus, €0s sequenii
exhibére poterimus. Ac pnmo quldem pro casu n =

-gst. reductione habeblmus : s

‘&]" 1/2;)-—-;1/

]/m

ll’l"

Lkt

C‘o ro l.l-a'r 1u ‘m- 2‘.,

§ 46, Pro casu n—‘S habebunus has reductlones ‘
. , AR

Lm=Eee
=3V 3 1. Q3
C:I o r"6 1 la T um 3 “

g 47. Pro casu n=4 hae tres reductioneé obtirentuy

. [I] 1/42 {)’ 4) ]/4(;, oh \..]_;"_ o bt
[:1-'*1/4-123)(1)(3) S P

. cum-in media sit ( =GH)= Z, erit utique ut ante .

[%]——_Ez]:'-fiVn. " R

USSR




¢ 48.

5. 49.

g 50,

M=V OO0
m=31V s 0B E (é){ R s
=V @O @E T |
1=4V s 1.2.'3"(;);(;)'(§ @ R . | _' -ji-
CorollarlumS *
Sit n;e et habebxmus has reduutmnes B - E
m= e HOIOE .
m=Veageoseen
o m=ess@rr=em
=iV 2424 HOBOES 1/5 2 (%
1/§12,34(e)(f(%)()() |
. Corolla ;r ianm, 6
Posito B ==, sequentes se& pmdeunt aequationes
‘[1] ]/'36 I) I) r) ® (I) ‘ l ‘_ |
‘mEradeenee T

AD TOM. L /CAP.IV. 108
Corollarium 4

Sit nunc n==5, et prodeunt -Ihge}.'qgét,:uqr reductiones
¥ - - i - ' . T * . . .“:‘

o m= Vvizwa)xx '©
::“'-‘[‘Tl ‘]/13 1*23()(1 ) @) (z) @@

D B A e T
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=Y s HH O @R
5= Vm 984 s(ﬁ)()w()()(

‘ - ;.l
Coroll a_r_.l u;n,'_'i",_ .

¢ 51. Sit n=8, et septem hae ,r'aglugtig':}e; i’mfgtrabuntur
=@ '%> %)*(—ﬁf@)‘ O « |
- m=37 2@ ORS00
- .[%1:%1/ 8. 1. z( ()(s)-(%-(z)-cs);(;a
=iVsasa@oi=asn
B=3 V8 1254000 (?)(1 (':)(
| ]/s=42.ﬁa4 2(5?(‘ @R -—--‘1/324(*' @) &)
3 : Ve1l25.4500 0O OO OO
" schoelion
& 52. Superfluuni foret ‘hs cdsus ultertu¥ evolvere, cum ex allatis

ordo istarum formulalum satis persplclatur Si enim in formula ,proposita

[-—] numeri m et n sint mter se pmm lex est mamfesta, cum ﬁat

["]—-Zﬂ/nﬂdm 1. 2..7..(m—1 ( ) (% ) (m) (u) .
sin autem hi numerl m et n communem habeant d1v150rem, expediet

- quidem fractionem 2 ad minimam formam 1edu01, et ex casibus praece-

dentibus quaesitum valorem petij intefim famen etiain opératio -hoc modo .




1

A TOM. L't CAD, TV ) BRFPLY
1n‘§1i1tul potemt Gum e‘{pressm quaeslta certe hanc habeat formam |
["‘] : "‘ 1/n —m P Q

uhi Q est productum ex n -— 1 formuhs mtegrahhus, P vero pl"oductuin
ex ahquot numeris absolutls, pmmum pro ' jifo producto Q ‘inveniendo, con-

. tmueiur haec formularum serxes (m) (“”‘) (""‘) donec numerator superet

exponentem n., e_]usciue loco excessus supr:_‘ 7 scnbatur, qu1 51 ponatur =,
ut ]am formula ‘nostra sxt (—,,—,-) 1 hslc 1pse numerator o dalnt factorem pro—
ductx P, tum hmc fomulax!urn s&rles porro: stafuatur (——-)( +m) (MHM) cfe.
clonem iterum: ad numeratowm ‘exponente :nimajorem ‘pervenistur, formu-
laque predeat ( » .enjus-loco. seribi - oportet (—-—), simulque hmc factor
g in pmductum P inferatuir,’ sicque progredl ‘donveniet; ‘donec pro @ pro-

. dierint = formulae. - Quae eperatioiies. qiio’ fac1hus intelligantur; casum:

formulae [H} =5 1/12“]? ® hoc modo e.volvamus, ub1 mvestlgatm it

ferayum Q et P ita. mstltuet].lr, 2

po Qe BOEE) OO E <-ié-') DO

- Pro P P ) -!.Gl ‘.‘3 - 9 6 9..75. '3, : . =

J Cﬂ

Aty onor

sicque reperitur : '
Q=@ @ (@ (gr e
P—e%. 3% 9%
Gum 1g1tur sit (1’)_ i, fit Q=6 3° (9)’( e (.g) p 1deoque

[E=3V 126 3. 06

T he .o ¢ W oA

§ 33. Qiucunque numerl mtegrl posmw htterls et n mdlcentur,,

erit semper mgnandl modo6 ante ‘exposite. . ¢ T

1




‘at 51 m::::4 et n=—=6, fit simili modo

. quod etiam ,verum deprehenditur.
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nunec vers per tlemema

Vv ()3 (0)(8) 8
idecque _ilecesse est sit ' ‘

(wa:mam» i¢,

‘ctjus veritas indidem patef.

" Corollari um 3
¢. 56, Sim=—3 et n=8, pervenitur ad haric acquationemn

P=1.2.000®:

P

-fouﬂizswwuﬁm“
HO=10Q O

Corollarlum ff

§ 5% Casus m= 2 el n=—8 praebet hanc aequahtatem

HEHEO=1OCG

-at’ casus. m_.__4 et n— 8 hanc

(&)5 =123 G ® (x) (z) (z):

gasus denique m=—=6 et =8 istam - Lo

2.4Q@E=1.3.50OC 2

quae etlam VEI‘ltatl sunt consexitanene.

Schollon

'

. ¢ 58. .In genere autem 81 numeu m et n_communein ]1aheant fac- ‘

‘ tomm 2, et formula pr0p051ta sxt [21 ] [m] qma est

RN A L




us sﬂpmﬁMEMﬁM L
(5= =V A 23 {(m=1) (&), GIORTICS
Demomstlfa\ilo‘.h= -'

-1 i I T PRI TONLE ST Hj TR I A

I’ro casu, qupr m; et n sunt numem mter 58 'prlml, verltas theorematls
in. aniecedenhbus est ev1cta, quod autem euam locum habeat si 1111 nu-’

- meri m et n commune dmsore gaudeant 1nde quldem non hquet' verum>

AT

. ex hoc 11)50, quod pro casﬂ)us, qulbus m ot n sunt numen prnm, verltas .

constat uto’, concludere Yicet,” theorema m genere esse verum. Minime
quldem cllfﬁteor‘hoc concludemh ‘geiiig: prorsus esse singulare,*ac plerisqie
suspectum -videri debere:- Quare :quo = nullum dubium’ relinquatur; - quoniam
pro (casibus, quibus numeri.m., et g inter. e sunt composfa § geminam
mpressmnem SUIUS - nactl, utrlusquo consensum pro casubus ante evolutls
ostendisse juvabit. Insrgne autem jam suppedltat ﬁrmamentum .casus m= n,
; quo forma nostra mamfeato umtatem produc1t . S .

Corol]arlum 1

§ 54. Prnnus casus consensus demonstratmnem postulans est quo '
m=—=2 et =4, pro quo supra §. 47 mvemmus '
1=V 2035
qune autem vi theorematis est " Ca,
£ _ B
[x].—-ngp 1 (§) )( )s g oo
unde compalatwne instituta fit (2 ) ( )(g) cu]us ver;tas in onservatlom-

4

bus supra allegatis est confirmata. Coher t

ioodiin . T

Cor.llmrlumr 2

" sssslm 2 et n_G ex, superlonbus § 49 esi:r oy

L | — L 2 ’ L spe e
?_f]/s' i "‘5 .- - . Tte e




114 sﬁPPLEM-ENTUM .

[ ::’,’,‘ 'l/n ~71.2.5. .. (Mt (m) (m) (m), ¥ (=N |

arit eadem ad exponentem 2n 1educta

3‘-1/,»::1”’—2’" 902260 (2m 2)* (ﬂm-) (WJ (ﬂ> (2”"2.

Per theorema vero eadem B\PleSSIO it

| E-l/‘?nm—znz 1 2. 3 zm—‘] ( )(217:) (E) (1?%;)

: ,unde pro etponente 2n erit

2 4. G 2m =% (2;;) (E;:) (zm) 2};;3 =
135 0m=1) () (&) )+ (a’;;;

Simnili modo s comumunis d1v1sor sit 3, pro exponente 3n 1epuletm

32. 6" 92 Sm— (5m) (m) (5m (5;;5;0 2.:.-'.:‘
1.2.4.5. (Sm-- (sm—ig( MNEY (m>(7; ““Em’ -

quae aequailo conclnmus ita exhlbeu po’cest

1.2.4.5.'?.8.10...f.‘,.(5m——2)(Sm—i‘)__'
B L6, 9% ... .. (3m—5) A

o <m>< R e

. In genele autem. si commums divisor sit d et exponens dn; habebnur '

[d.2d.5d..,.(dm— € G dm)( )d) | (d'z:-d)] —

. 1.2.3.4.. (dm-—i)(dm) (7) (dm (d’:imi_,.

. quae aequatio facile ad quosvis casus accommodari potest, unde sequuns
Theoreria notari meretur,

. E’.;\
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The01ema.

\

§ 59, Si o ' faexit - dmsor communis numero'rum m et n, haecque

formula (—-—) denotet valorem 1nie%rahs L,

w”"‘i_a @
V=)t

b m—"O usque ad =1 extenm, erit-

[ 20.50. - —)(2) ﬂ;;)(w).....( Y] =
1.2.5.....(m——1)(;;)(;)(; (z_-,;_i R

Demonstrailo.

Ex Praecedente schoho veritas hujus theorematis '_[JEI'SPICH‘,IH', cum
enim ibi divisor® communis esset == d, binique nuineri propositi dm et dn,
horum loce ‘hic scr1p51 m et:n, loco divisoris eorum autem d htteram -~
qudm diviséris rationem. aequahtas enunciata ita complec’cltur, ut in pro-.
cresswne arxthmetma o, 2¢, 30, etc. contmuata occurrere assumantur ipsi
numéri m et . n ideoque etiam m—o et n— a. Gaeterum falexi .cogor,
hanc demonstrauonem utpote inductioni Pot15~=1mu1n mnwam, neuhquam
pro- r1°‘01‘osa haberi posse: cum autern nihilominus de EJIIa verltftte sImus
conwch, hoc theorema eo majori attentione” dignum videtur, interim tamen
pullum est dubium, quin uberior hu‘]usmodl formularum 'integralium ‘evo-

Nutio tandun perfeelam demonstratlonem sit largitara, quo:l au’cem ]am ante

hane veritatem nobis’ Persplcere llcuerlt insigne hmc specxmen andlytmae

m\festlgatmms elucei.
‘ Corolla11um 1.

g, 60, S loco signorum adlnhltcrum ipsas furmulas mtegrfﬂes substic

fnamus, th,eom.ma nostrum ita se habehit ut it -

2%

o

i




e  SUPPLEMENTUM 111
. o .’ ’ oo . a—!am . 3 m'za—-—-iar ' P - -1
o 2050, (m - f/) fn .
N . ‘1/(1 - )ﬂ_m, V ( t—‘wn)nnm V n n-—-m
' a . a . n-—,_.
_'[/12'5,,111——-1/ z mef___.-——
7 I/ rz—-m i ]/( ﬂ)ﬂ—m -]/(1 .27"\” -t

1—x

4

"COlOllallum.-‘Z:;.'

-

§ 60. Vel si ad-abbrev;andum glatnamus

L Y—ayem=X e
o eide eeide L pamiide v
! oo cp.za.Ea.;a(m—a)f X 'fm X w """ f &“X_ﬁ:: “
e o rdm ‘aj'dm ;‘a:.zdw ) " rdx - |
ViZS(m——i)f,X fX X -"""fT X( 'B‘.

T11301 em a genelale

N

§ 62, S1 h11101u1n ‘numerorim m et n divisores ‘communes. Cgnt o .

By etc formulaque (P ) denotet valorem mtegral]s :
f P '
; -r/ ( . mn)n—-g ‘, 7 | : }

ab © = . 0 ad ¢ =1 extensi; seguentes expressmnes ex llUJHSITlOdl formuhs

‘mteglallhus formatae inter se _erunt agquales -

[ 0.5 ool (3 ) ). . '.m)]“i-”-
B3] HEE@- =
_[29’-?’-.5?’-_:%* m—y) (“) 16 ,“' "(u_?)] = oo,
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o Demonslratlo.- |

Ex precedente Theoremate hll]us veritas mamfesto seqmtur cum quae-

- libet harum expressmnum seorsim aequetur . Luie

. o 1.2.3. CER (m— Cm)( )(m) e (1:%)'

gitae unitati ‘utpole minimo communi divisorl numerorum m et n conve- ]
nit.  Tof igitur hujusmodi e\pressmnes inter se aequales exluberl possunt,

. quot»fuermt divisores communes binorum numerorum m et n.

_ C_orlol“l.a'r'i'u‘m'_i.' .

§ 63. - Cum sit ‘haec formula (3) -.:_"~i—, ideoque m—(—’&):: 1, ex=~

. pressmnes nostrae aequales succinctius hoc modo repraesen’tarl possunt

[ogaize...m(£) ()1 ,,,)'-1»--(,,,)] =
BB @7
o s @EE - G

Ets: enim hlc factorum numerus est auctus, tamen- ratio composxtmms fa~

H

etc.- '

H-

mlms m ocu105 ineurrit.

E C"o"r"éhllariufn 2

§. 64. 81 ergo sit m= 6 et n—12, ob horum numerorum dwmo-—,

! " res communes 6, 3, 2, 1, quatuor sequentes formae inter se aequales ha-— 3

hebuntur
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Corollaridm 3 ‘

5 65. Si ul'tima. cum penﬁltim'fco'mbinetu'.ll', nascetuy haee aeqnatic
1.5.5 . (B3 )()()(‘é)( f,
2.4.6  QEEHE®EE’
ultlma antem cum antepenultima comparata praebet
1.2.4.5 (BB ) (1) (2)

Em=thihitee

Schollon

Inﬁmtae 1g1‘a.r hmc eonsequuntur relationes mter formulas in-

fV 1—ijnm ' (__) \

' ‘tegrales formae

qude €0 magls sunt notatu dignae, quod smgulam prorsus methodo ad €as

- hic sumus perductl Ac sl quis dr, earum veritate adhue dubltet ohser-

,'vatmnes 'meas circa has formulas integrales consulat, mdeque pro quovis.

- casu, ohlato de veritate facile convincetur. Itsi autem 1lla tractatio huic
Eun{wmandae mserwt tamen relationes hic erutae eo maJorls sunt momenti,

quod in iis certus orde’ cernitur, eaeqlie per omnes classes ; quantumvie

e\pcnentem n accipere Jubeat, facili megotio. continuentiy; in priari vero -

tmrtatlone calculus pro classibus altioribus .continuo fiat operosmr et inlri-
catior,

Supplementum continens demonstratmnem
. Theommatls§ 53. proposul.

¢ 67. Demonstrationém hanc altms peti convenit; sumatur seilicet

acuatio §. 25, data, quae posite =1 et mutatis tteris est

. il




P B

P

| AD TOM.-I CAP. IV. e
fdm(l”'—i,xfda:(ll)”—‘ o
. fdw(gx)u+4’--1 T —”f'(r_“__'“—)mﬂ
eagque per reductlones notas hac' forma repmesentetur i

fdw(l Y fd( lI)”__ vy [ o e
fdw (JI)M—{-V (u,._i_-y (1__-39?:)1—’1;-

‘ m A ‘ '
Statuatur nume ¥ HTJ et = 7, tum vero x = n, ut habcamus

[N

fdm(ll>pz dem(ll "1dm
'.}—l+quﬁi

A+m n)n.....m

_fdac ZI) n'

guae ‘brevitatis gfatla, more supra u51tato ita concinne l‘efel‘atur ‘

[ ] [ ] Am ‘(@>‘_". }

[’EF_T - k—{—m' pg

Jam loco A successive ‘scribantuz, numen 1,2 3, 4.,+...n omnesque hae.
aequatmnes, quarum numerus est =1, in se mvlcem ducantnr et aeifuatio

: 1esu1tms erit

H'- IR [
e _m+ﬂF+ﬂFWﬂ V+] L
i OO O

(n+1) (?z+2) (n—{-s) :::: (,11,,'1) m) (m) (m) e es ns (

K Smuh autem modo pars prior transformetur ut sit

[ET[Z][2] - eeeeeee [__]
[] [n+i] ESEER. [n+m -

Lu]us convenientia cum forma praecedente multlplzcando per- crucem , ut
ajunt, sponte se prodit- Cum vero ex-natura harum formularmm sit’

,

’

&




é
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[a+i n—’,—-i [ ] [n—]—z“‘l ] n-}-z[ [n-—l—a " w5 [n] cte.

ob lmlum fmmularum numelum = m, eyadet haec prior pars . .

[ ] (n—{— 1) (n+2) (:1+5) ..... (n‘—'\—..m)’

qu'u, cum acquahs sit part1 olteri ante exhibitae -

e ) ><—>- = (—> |

adplscmlur hane aeqmtlonem

P—l “.“3;:1?5 (";)( )() """ (m
[ m<,,,><m><m> ----- o

1
quae cum ploposxta m (s 53.) ob (m) = = omnino congrmt ex quo ejus .

" ita ot it -

veutas nwnc qmdem £x prmmpus CEI‘USSHIHS est ‘evicta.

Demonstl atio Theoremails

- '§. 59, propos1t1.

g, 68. Iltiain hoe Theérema firmiori demmnstranone mdlget quam ex
' aequahiate ante stahlhta : -

IERE ()

[’--1‘“ l+m

tta adorno. PExmistente o commum divisore numexorum m etn, loco A suc-

cessive scrﬂ)antur pumeri ¢, 2a, 30, elc. usque ad n, qumum ‘multitudo
n

gst == atque pmnes - aequahlates hoe mudo resultantes in se mvmem

dummtur, ut. pmdeat haec auqu’ttm




AD TOM. 1. .CAP; IV ) - - 1#1 |

- NLE [ EEy e 0
[:m—{— [m—]-sm] [}71+oa:| e f;i-u] - . :

me 3 mia : m—zlfza ) m‘—ﬁ:sﬁa". et n'?'-ﬁ (m) (m) ( ) - ( )

Jam- prmr pars in hanc formam 1p51 aequa]em ’rransmu‘tetur

[

]n EEEc B S
EEEEE e

quae ob’ [i%‘i‘] — T%‘_“[%] » sicque de caeleris, reduciltur ad. hane

n

[r]___nﬂ/ (oc % . 5&....m<m)() 21 ' o

aecedente comparata praebet hanc aequationem o o

It . A

n & n 7t N -

— . l . & % 3 »

Ln .n-tea n-—[-za n+5m ‘ nm
Posterior vero at,quatloma pars surmh modo transformatur in o A
o : ;
. : oo : : : i
” 20 Ba . F ( ( ) nN " &
 — B e me—— —_ |, — —_— - N
n—}-a nd2a ntss n-]—m m "\ m ( (m)’ 4
. _ ‘ ‘ B F
unde enasmtur 'haeo aequatlo o » S o B
\ ' : 4
nom . " S - _ l
m iz & R
MG G mE g, 20,5 T (—) (“-a (i), ‘ _ - i
) - m R . . ,‘
hincque ‘ - T ‘ ' - i
: - ' . -
a 3
!
i
!

quac espressio cum pr

q.za.sa.....m&j Y () e = )
: 125~-~m()()(m-'“-00 .

qnod de omnibus divisoribus commumbus binorom numerorum m et n o . :
est mtelhgendum. B _ . ‘ R o o - 5
“Vol. 1V, | - 16 R




. rum seriernm infinitaram dedwﬂ,

e e T e

122 o SUPPLEMENTUM 111,
. : ’ ){-——0 —+ z“‘ g . .

2) - De valore foxmu]ae mteglahs f A __5(,1 2) casu quo

ar 2z = 1. No\ " Commentarii Acad.

post 111teg1ahonem pom

Imp Se. Petrapolztanae. Tom SUX Pag B0 — 64.

ratmne mnumerabﬂmm arcuum cn’culanumﬁ, qui

]'lm olim summahoncm dua-
alitatem mamme '

8. 69, - Bx cons1de

communern babent vel. smum vel tangun’cem,
quae ob SUInIAM | crener

memoratu dlgnae videbantur. Si enim litterae m ef n numeros quoscunque

~ denotant, posﬂ:a diametri Jatwne ad perlpherlam ut 1 ad s 1llac duae
summationes hoc modo s¢ hahebant ' '
. - N

A -1 1 [l 4 1

Aoy ot e Lt ee = m &

m n—m  nA4m 2R + anf-m —+ n—m nsin. mr

. ' ' n
¢ 1, 4 S +e —— 7w
m. T atm ‘:2"'“",'” 2n+m © B—Im " a tang, mm?

his duabus serlpbus jam tum tempoms elicaeram summationes

atque e
quarum_ denominatores secundunﬁ potestates nu-

omnium’ ser iernm 1ilarum,
Inerorum naturalinm progledmntm ,
torum et alibi fusms ‘exposui.
ad integrationem formulae in titulo expressag ; quae €0

- analysin mﬁm ‘Nunc autem eaedem series

me perduxerunt
magis attentione digna videtur,

nentiquar ‘exsequl hceat

. § 10 Statlm autem patet, has duas series infinitas orirl ex evolutione

31 post mtegratmnem qumhtatl varla-

qmnnndam formularum integralium,
ies dedumtur ex evo-

il certus valor, veluti unitas’ tr1buatur, ita prior ser

Tutione 1111JUS formulae integralis

quod hujusmodi mte%ratlones alils methodls '

quemadmodum in introductione in

+ e SLr—_—




prlnupns caleuli mtegrahs d

_sunpllcem
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' m—1 ne—me—t ‘
fz 1—:_2;!: dz'f :

jor vero ex evolutione istius

poster
- Zm-—I —_ z d
s
i1-—2

fl—mr-—1

nterrratmnem statuatuy z=—1. Deiriceps autem 'ex ipsis’
valorem' integralis prioris harum

1, “reduct ‘ad hanc formulam

qu1clem post 1
emonstmw,

duarum formularum, gt guidem Ponatur Bo=

b !

‘ m:’
nsin. —
n

integrale autern posterius, eodem- casu z==1, ad islam

“ita, ut ex 19315 caleuli integralis. prmmpm certum sit esse

- !Jl—-l n—m—1
“f dz — — et .
T 1-J,—z ‘ : —"nsm.M_J%‘ ) .

-
,'Zm—i___.zn—-m——l ‘ T o .
| 08 =
/ S “niang oo .

si qui‘dem pest ililtegl'}itionem ita institﬁtam, of integrale evanescat posito
z2— 0, .statuatur 27— 1.~ ' )
§. 1 Quo jam hanc dup

— 24 et m—‘R—-—w,

licem mtegrahonem ad formant propusﬂam

rEducamua, famamus n

nitae hanc-_mduent formam CoT :

, 1 B i _
i i 1 : i ) .
1-—'5;-,‘._‘.1,1_‘.‘-0"\".5/1-7—0'—— 31—}-0?‘- 52..._.05'_.'53_1_0""1"3133.

unde bmae 1llae’ series mﬁ-'




=== mmi e
= e

;
!
|

" Sint enim ‘A ‘et @ numeri frar‘tl quwunque qul e

=

v .

\2a - . SUPPLEMENTUM OL. .

harum igitur serierum prioris summa erit : )
' . oo® T
— =) — oo 7o’ o,
5 sin ¢ )7 9k cos. = :
24 T 2d

posterioris vero sumima erit

-

: : K4
' : 7 tang. —

S " .
.——u-—__-—'_.__‘-__ ——‘_—_-_-—.."__ — »
2% lang z(A—o) _w) . B4 cotang.% 22 o

Qund sl ergo brevitatis gratia pOnamus :

-———————W — 8, et T
- 7z 7 e :
ey e
‘ol oo T ) ,
habeblmus sequentes duas integrationes e )
;L—m__l___zth-m ‘. . S _‘ 7 "
A 2= ot RTINS ‘
1 + z z i ? . 7 ‘ ;-
lz';-l—m__zlfl—@ da o N _ : A
L — PEE R T. !
. : . \

§. 72, Circa has binas 1ntr.grat10nes ante omma observo ) "eas perinde

locum habere, sive pro htterls A et co acclpmntur numerl mtecru, b‘.I.VL fracti.
vadant integri, si multi-

adx

dz
plicentur per e, quo posito fiat z__.a: e11tque -~ = x ; et potestas quae-

cunque Za—_m PI‘IO'[' ‘wﬁur fOl‘l’Illll‘l erlt
o _,Ba(ﬁ.-—c.:) _‘__xa.(i—g—a) wdz
, - f 1+_w2az ' '.'_"__x, ’

“ubi, cum jim omnes exponentt,s sint numerl integri, valo‘r hujus formulae

poslto post integrationem - & — quandoqmdem tunc._etiam fit 2= 1. 8
prae
praeterea hic adslt factor 7 quomrca -yalor 1st1us furmulae erit’

v

Py

cedente eo tantum differt, quod hic habemus @i et oo loco 4 et o, ac
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T ' T ‘
e —— T — —, , S ' :
7w g : ’
Zoalcos.— 27Lcos.—— ‘ - . '
24 . %4 ; C _ -

qui ergo valor 6st='S proxsus ut ante; quae idehtitas eﬁam-rhani{fggto est
in altera formula, unde patet, etiamsi pro A et @ fractlone's quaecunque
accipiantur, integrationem hic exhibitam pihile minus locum esse habituram
quae circumstantia probe notari meretur, quoniam in sequen’ubus litteram

@ languam varmbliem sumus tractaturl.

e

v

‘§. 13, Postquam igitur - binae ‘istac formulae. mtedl:ales litteris‘ Set T
indicatae fuc,mnt integratae, 1ta ut evanescant - posﬂo z:::O 1ntec;‘ra1ia spet-
tari -poterunt non’ solum at functiones quantitatis z, sed ‘etiam ut functiénes
" hinarum variabilinm z et o, qnandnqmdem numerum @ tanquam quantl—:
tatem vma]nlem tractare licet, quin  etiam e*iponentem A pro quantltate
‘variahili habere liceret: sed quia hinc formulae mtegrales alius generis
essent proditurae, alque hlc contemplam constitui, solam quantltatem ®,

/ praeter 1psam_ variabilem ‘2, hic ut quantltatem var1ab11en1 sum tractaturus.

g 74. Cum igitur sit

A— ’ L
§ — g Q+ZA+E.J ds . . 7
— [T a4 e

in qua mturratmne sola z uf variabilis spectatur, erit utique secundum

sxgnandl morem 33111 satis usu receptum

.t

A—t + Zl+m_
— ?

, | 1—\-—z

i
z

"haec"’jmn-formula' ,denuo cﬁfferentletm‘, posita sola litfera w ‘valjiabili,. eritque
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fdds —_:_'Z;,_m__|_z;{+m 'il
(——"‘dzdw-'—ﬂ 1+zaﬁ. h_"—z" %, -

quae formnla ducta in dz, ac denud integrata sola z hablta pro varlalnh, dabit

dds e T
f kd>—"f———ﬁ—-dz,

2A
dzde 1 &
uh1 notetur esse

S;zﬂ,cos”w’- | |
2

jta ut hinc. deducamus

- . JT 6y ‘ ) '

o 'dS) _ :mﬂ:sm.ﬁ i .

. 'dw _' Iy, To 2
4&%((:05.5)

hoe igitur valore substituto, nanciscimur hanc integrationem

- - - frl A
. __Z).'—m_l__zﬂ—[—ra dz :n:r;sm.a
T T e

R 4 (cos.a) .
. 6. 15, Qﬁod si jam altera formula simili modo tractetur, cum sit

T — tand T, erit .

=R )
Id_T)__ ' 2
k,dw ~~_—‘ﬂ/"L/'L(cos.;—z—j‘;‘)z7

ex formula autem integrali erit

arTy _ et dzl" ;o
do )=/ T1—zF T -

‘unde -colligimus sequentem integrationem

A—w 2-—}-&:. . )
T & ds . -
fZ! J'_u Rl = ey
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. § 76. Quoniam litteras 8 et T eliam per series expressas dedimus,

erit etiam per similes series

dSN\ 4 St E 1 P
E; —_ (j__.._c,,)z - (1+m)z _—" (BA— ?,)z + (5;{‘_‘.@2 + (A—w) ‘_3'[0-
_ nﬁsin.’r—:’ '
4&1(005 —
"S1m111que modo. etiam pro a’ltera sorie .
dT
(E;) — (A— m)n+ (A_{-m)z + (3,1 —ay +(51—}-w)9- + (5,1 a}a + ete.

1

| TIC Y =

Tlicet per formulam evohutam quantitatem 7 involventem, tum vero etiam
* per forsnulamn mtegra]em, quae ita est’comparata, ut ejus 1ntbgrale nulla

methodo adhuc’ consueta asmgnau posmt

’

prlmo quidem’ sumamus @ = 0, quo quidem casu prlor integratio sponte

in oculos mcurrlt at posterlor praebet

1—5”’ —ls = — 13 sive

[t idals o ‘ - .
Ja= =T
: ‘hmcque simul istam summaliorem adlplsmmur
L et o Pt e = Hp S
FYRLIEY! 91/1 sﬂ.ﬂ 2512 2544 = A

i =z ‘
T i i eto. = =%,

id guod jam dudum a'me est dernonstratim, : _

'slcque summas harum serierum guoque dupllm modo repraesentavlmus sci-

& T Apphcemus bas mtegrationes ad ahquot €asus partlculares ac .
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N . & T8, ch statim patet perlnde £35€, qulam numerus pro A accipratury

sit igitur A = 1, et habebitur ista integratio

, ) dsls . #%
: rr e
E ey qua qequentla lntegraha slmphclora
dzlz duls
——= et f
i—z 1—]—-:5

derivare licet ope huyus ratiocinii; statuatur
ndalz ’ - -
= P, _ : : : e

' s Fpr . Lo
. d , Lo . '
et p051t0 5z == 9, ut sit zclz — ?‘, et [z = ilv, prodibit

1 pdule
=y P,

~

si scilicet post integratic’mem fist v — 1, quippe quo casu eliam sit z = 13

. " sic lg1tur erit. : ' .
: ‘ : C dvlv C
" . » ! - - - : . v
o ' fi.—-p - 4P ' . : -

ior 111a fmmula addator ad uwentam erltque

nunc ' pr
’ dals J-zdsls’ wa ] . S .
‘ aptE Al =P —"—s o E _ )
) 1e—3% - - 8 o . _ \ .
haec autem formvla sponte reducitur ad hanc o
o ‘ rdzis Zm . - : ' ¢
) 7 : ) 'il‘_"— — P'_' —_2 ) = : L&
i—3a . 3. ‘
modo autem vidimus esse
dylv. lez ar
s sive [ 4P jta ut sit 4P::P——-B—s

i in L ) P ‘ .
unde manifesto sit P == — -, €x quo sequitar fore - S

dals. ___ w
- T — e
: sumh modo erit ,
. . dulz —sdals . mrx - AW
. . f 1--%52 ——P—_—"“-—E’
. quae, supra et ipfra per 1 —2 dividendo, praéhet
i dzlz _;__ :rrc' ‘ -
1—}-5 12’
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quare jam adepti sumus tre§ 1ntegrat10nes memoratu mmnm? dte‘,nas
I' dzlz _ rz:n’ . o oo
iv: — 12’ e .
dzlz . omm ' o T
II o —
dzlz E 4 ‘ .
I11. - — . . I
Com =T |
quibus adiungi potest |
‘ - sdzls mrx. '
., [———=— =
1 —z5 S 24

g 79 Quemadmodum 1g1tur hae formulae ex. 1p515 calcull mtegrahs

prmmpns sunt deductae, jta ellain earum veritas per resolutmnem in senes

-
i

facﬂ.e comprobatur, cum enim 51t : -

! -—1—-z+zz—-z +z——z‘"—\—etc.,

i+z : ‘ -
et in genew ‘ ' ' . .
z“'*"‘ e
z"dzlz_- lg———77x
. / n4 (nf—i)“
ui valor posito 2=1 reducﬂur ad , atet fore ° -
- . d lb Tl'f-‘}' : | ‘l' )
L. f BLE _\___.__.__*_.-_-——\—etc.::—r-—t—z-, sive S .
. . n ' '
o : 1_ﬂ..__}___._.__-+-——etc.::—ig,

snnﬂl modo ob
i—-—"_-_ 1+z+ zz—}-z +z +etc. erlt
widzlz 1 1 i ’

— = —-—-——w————-.———-—etc._.-—_—-Tr—; seu

" - . 1—z % 9 . 16 25

1+ + +1e+zs+ Etc"""_—

tum vero ob

— b zzt 2t 42 -—1—5 —{-etc.‘erlt

1-~— %5
= dzlz 1 i i 1-
e em—l—_— e S —elt. I — s1ve -
{75 9 25 . 49 a1 : - , .
1 1 1 P B : : '
Ll — Lt A — ey » "
1+9‘+25+49+31—\—etc..—8 . ;
’ Vol IV. - ' : 7 ‘ ‘
N I
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Eodem modo eliam

sdslz 1 1 i i
1—z5 & i6 .- 56 64 " s ag -
3
o .

‘ 1 ! p—
'Z+'E"T"—""+ "]"etc '_'? .

_ quae quidem summationes jam sunt notissimae. Neque tamen .qqisquaﬁl-

adhue methodo - directa ostendit esse

—— —— . .

fdzlz . mm.
1-i—z - 12

s 80, Ponamus nunc &= 1, et nostra mtegrationes has mduent formas

I A .
. -—zﬂ-’(if—zz)dzlz__;- m'usm—;i L
1. 1—-[—-2,"’1 ‘ z et
o 41&((:05 —) .

A

' zA~ ”‘(1-—1—zz)d zlz © o
2ﬂ.f =

- J g 423 (cos.2)"

unde pro diversis valoribus ipsius A,  quos qu1dem 'binario mon minores

accipere licet, scquentds obtinentur mtegratl_ones '

0 si A2, erit” - L

.;,:‘ ; ; ‘ {0 [——(1—zz)dzlz__ T

Pl : 1% sV _
i “w, 0 —(i+zz)dzlz N —dzslz _ ﬂz'

- 2 f i—z* “—+ - sive :l—_zz"—'+ g
i i I°. s :5,_habeb1mus‘ ' L -
u‘;‘ [ “‘E o [—2(l—zs)dls _ =¥ - ‘

B hi 1" f 1350 = et )
w i o -—-z(i—[—zz) dzlz - —zdzls. __ ww . )
i \I%i 2 f 1 -8 f:i.-—-zz-|--ss4 - o -
AL lxtl[

‘H[i

Hae autem duae formulae ponendo zz2== ¢, ablbunt in sequentes

—dp{t =iy - 2mmw | . L
o R =

. « . s
90 j‘ dely _ 4nw®
St S e v T 27 -

G i e T T e e
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III“ Sit A— 4 et consequemur .

— 22 i—zz)dz'l.z‘ mﬂ/ 1/2 : mﬂ/(Z—VZ)

143 =iV 2 T 20247V 2) et
— 55 (1 {-22) dalz —zzdsls - nm
{—2z° '—_/1—25 —Q—-z‘i) 6(2+V.2)’

quae postrema fol‘ma reducxtur ad hanc

f dzlz - (# —z)dels __ :::n"

1 —zs i—]‘-z* . ,—8(2—|—1/_'2.)’
. —dzlzs ___ mm .
est vero f——— = —; unde’ reperltur
. 1 —zz 8

f(i—zz}dzlz_ ww(tfve) . mx
T T s(@+4va) — T 8Va

‘qui valor jam 1in superiqri casu A:—2 est inventus.

L/S 81 Nibil autem impedit, quo minus etiam faciamus A=—1, dum-

- modo mtegraha ita caplantur ut evanescant, p031to z.....o tum antem re-

" periemus
o [—(t—sm)dslz l'z__‘_ : . s
o f z(1-23) °°‘?t
o -—(1-—|-zz)dzlz__
2 f 2 (1—24) _'::0’

unde hinc nﬂnl cencludere licet. Gaeterum etlam nostrae’ series supra in-

ventae manlfesto declarant, earum summas esse mﬁmtas, quandoquldem

i
primus terminus utrlusque F—op fit infinitus, sumto uti fec;lmus A=t

A — )2

et @—1.

¢ 82 His - casibus evolutis, ulterius progrediamur ac ‘ponamus for-

mulas mtegrales inventas

_vl—m_{_zﬂ.—l—w I -
. . — 1z _._.S et
1—\-5’ %
A0 ) ) oL _
""_'Z dz — I . ; N
/ % Tz fa=T - .
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ita ut sit = . I

. ome ) ‘ ' N
T 11 "2'7 76 ' .

et T —————3 o

$= 4 A (cos ,_ : S

.2

401 (cos —

© atque.ut ante jam d;fferentlemus solo numero @ pro vaviabili hablto qim

facto sequentes nanciscimur mtegratlones .
B 24 2A e g, : asN
. ) 1_‘_2"2‘& “-—;(Z) do) V(:‘.
N z,l-—mif_.zzl-[—m s : . a7 . K
1—z24 _,,‘(z’) dr.:) .

Hunc in ﬁnem ponamus brevitatis. ergo angulum — —go, ut it

. S_____,znrsmtp___:r.ﬂ:.smqo

4ilcos-2p T AR " cos. 2;0’ et .

T big 4 i
T= 412 " cos. 29°

ac repememus R : - .

sm.én ‘cos. 9-99—}-25111 2;0 d 1+51n 99
T cos 2p T cos. Bp - coalp

~ubi est dp=— dm} unde colligimus

. . :,'z‘o) 2 L ’
a5 [ 1G0T a2 TR
dol — 843 P 3 ——gAd P Tw

(cos. 3 ) (cos. =5) = C08. 55/

zx .1 -
Ei costp
1 2dq;sm q:i

snmll modo ob. T’ erit

cos.2p — cos. Bp
hineque 7 : . - ;

2 sin. — -‘ : ' ‘ !
(dTN AP o 22. . ' .
'dT) — gas’ o
' (cos- ?1) :
. (Consequenter integrationes hinc natae erunt

1




in nihilum abit. Ex priori vero.integrali .

AD TOM. L-CAP. IV. - o s

gh=o geghto ‘dz(l g Y 1

Tiga ET AT
S ((eosffix wE)
‘ . ‘ Ky

' : ) o o sin, 0
R L P S e
. : i =8 = ¢
‘ I—% g Cos. -—)

-

-§. 83. 8 jam eodem modo serias §. 76. inventas denuo differehiiemﬁé,

qumta sola. @ varlablll pervemamus ad sequentes ‘summationes

(. 2 1 -
73 - P a 2 B
§ A3 (COS. g; ’ - CO8. -27 + (},— m)s + (}L—I—m)s ] (31_0)3 "__ (3;1-[—61)3 ’
. / I N )

+ (5).—9 B + (5,1+m3) etc.l"

2

) 2
= —oF (A+ =h ""(sz—a)* ’(aww)a + G

R oW
n3 2 sin. M

—ete.
(cos ¥ oo

.-

§. 84.. SP jam hic' sumarmus @ =0 et A==1, prior integratio hané

mnduit formam : _
Co Lpeda(z® w2 2 2 2. 2 2 2 2
== taoaetata ot et
-t )
jta ut sit : ) ) , . .
, s o - |
ﬁ_53+53 73—'_93 iis“‘“‘ef-c-—m" ) C T

quemadmodum jamidudum demonstravi. Aliera autem mtegrallo hoc casu

f‘dzlzz __m®
14z = 6.

“alia_derivare non - licet, uti supra fecimus ex formula : ,

ydalz - omgm

- =2

lemmzz - s

propterea quod hi¢ denominator 1 —-zz non habet factores reales.
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& 85, Sumamus igitur A2 et @==1, ac prmr mtegratm da]nt

(I+zz)dz(lz)2 st : ‘ .
[ 1452 B2V 2’ '

series autem hmc nath erit

- 13""—_"‘5—"‘"_3'_1‘93‘“[" — el
ita ut sit
) ‘ 1t 1 ) 57
13+—'_—'“77?+93+113 o =22 -

quae superiori dddita praebet 7
1 1 1 1 _x '
7—":73"_!_9—5 ;15'=‘+173 253 et = v

‘Altera vero mtegrauo hoc casn dat

) fds(lz)2 7y

idzd — 16°
c_[uae cum paraorapho praeceden‘u perfecte congruit, quemadmodum etmm

E

» series hinc nata est-
2 3 3 2 2 -2 P : ,
F—gi'f‘?“‘ra‘*“ai“';rﬁ"m'—et“- o :

.

5 86 Quo autem famhus sequentes mtegratmnes per continuam ~ diffe-

" rentiationem elicere ta]eamus, eas in genere repraesentemus, et cum pro
i
i . prmre sit - (} . : ) , . s
. § . ; o o 2 lgos.ﬁ oL . \

-~ integrationes hinc ortge ita, ordine procedent X ’ o
s o AR . D
, i . ‘ L. s — =98, .~ Cen ‘ i
e . “ 142 B o ‘ !
e ' Lo -z"”"—|~z’"‘+“’ s l’ 48 - > !
- o - ‘ 1224 dw)’ o I
] ' - .\ . Z ) . "E
L I ' Com [ i 2 (g = (248 -"
%1 - L o T R d‘*’”)’ |
.

g

i
B
i
b
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_z/'l © zz’t-—{-da dz n atS o
v f i 5 1 = (2D),

. 1+ 224~ % o : -
f ::j;ﬂ+u L %2)’ _ | L
_— f—zi_;—;f“—“ ds (lz)-" -j—i‘s) S

VIL f = :_;Zii“ 2 (L _(jmf)
' ete. - ete. .

§  87.. Pro Lis differentiationfhus contimiis facilius absoluéndis, po-
“namus brev1tat1s ergo +-—w nt sit ‘ o

N3
o o —nao’
- tum..vero sit = :
e © sin wo=p et cos. aw =g,
“o eritque ' oo
' dp__ochm el dq__-—apdw
" Praeterea vero notetur esse ' .
' ) ) Pn np'z—i n 1 ne-1
. k . ) ) d ”+1 - wdm { q"- —l— ( _‘;nlg '

His praemissls “ob Se=e g erit

A B
d—s —et. L, demde
‘ ’ - qq’ cemds
. ) . ddS ‘2 :
(——- i d ) ’ porro

=)= ),

d”‘) 5( ESPP 24?
= (7 +

| dEs o ' |
. | . )_. 61p+180_p +120p) \




-‘12’.6.
J“S)__ )

hi autem valores ob pp=

hmc enim reperiemus

'SUPPLEMENTUM L

61 ﬁﬁﬂ’:p 1520 720
_} P _‘_ P -+ P)

A7 8 1535 7266 10920 5040
)= (T 4 e p)"t“

1— q q ad ‘sequentes redumm’rur

1
S—aer—,

dS 1
dds 1N .
. d“")—d{ (125 )
cf*%# e Sy
—a 1254f22+~

d58>___ﬁ (12345
- - 4+qg

E)=eC

—-) » ete.

¢ 88, Has postermres fmmas reperm, Ticer ope hornm duorum
jemmalum ' ‘
N 4 U (s
L. a e o d O, et
1 T nge  *
~ — q A q .
. P n+1 nj
1. B 'E,ﬂ—'_)-_i'."wdo?{ o a; ..

i
S"""Oﬁ-—: .
q

dS_z-p,

drlS) 2 9. )

dwd ,_._C& (?

7 d8s 2.5
) (e

. 7"

d4s 5 (288 20
— o | ——

.-—-__

d*"s 2.58.4. 6
D= :

.‘-_)

5!30_p+p




-

;-

A

| .AD TOM 1 CAP. IV.
dss — (2‘54;556 13450_4__3_33_:_;_)

g
a’!’S) '_:rp' 5: 840 p' - s.d82p _p

gt gt 79/

ftc

§. 9. Ipsae autem serles his formulis respondenies erunt

1 1o 1 o
S—"/I-—c.) + Ao - H—'_co.__ 5A-4-w —‘_ SA@ + 8idtow

oy

ete, -

’ — e 1 Lo 1 4 .
.—) _'_"'*—'“)” - o7 ~Gi—or T EaFer T T

. i
(5614w)? “, ete.

[

dd Sy e . 4.9 |
(dtﬂ- - (’1_“’)3 + (2+W)3 (5/1-—-6))3 ——-(31._]_@)3 _!_ (52 w):.] _|"' etc.

d¥8\ __ 1125 _'123 1,25 1.2. 8 1. 2.3

dms) - (,1.___;‘,)4 (,1 _l__m)& (5,1__0)4?—‘_ (5’1+ )4 + (52 ) BtC.

74 S C1.9.8.% 1254"1_234 1.2, 8.4° 1254

do” )—(l—wf' o TG (52+w)5+(52. m)s+~ef0- o

d*8 1,2,8.4,8 1,2,5.4.5 , L2545 . 1.2,54.5 1,2,8.4.5
dubd ) - (JL—@)E - (}{.-—1—:.1)'B (52-——63)5 + (5 1-—]—01)0 + (5).-—-0)5
S\ 1.6 | ..., 6  d..... 8 1 .

dm“)_ (.4?.-—1:.})7 + (;L—i—m)"’ — '(3).-—-'1‘:.1)7 (5)-}-0)7 + (52. w)’

-----

748N T 4.0, 7 1.....7 1.

)"" (11--0)3 - (1+ w)¥ (57—-0:8 + (Sﬂ—l-ﬂ)s + (5)'-w)s
' ete. | ‘ ete. ) etc.

Glrca hos autem valores probe memlmsse opportet esse

o
—_— —_— —_— SlIl.
ﬂd , P 31]1 CG C!J ’1

§ 90. Eodem modo éxpedlamus va].ores seu formulas

terms genens pro qulbus est

-
T

T= tang

-

unde continuo dlfferenhando orluntur sequentea mtegrauones

I }l— __Z,H— .-‘.'iI_Z__T‘ )
) 1—z22 = .0 .

, A—w Ao ‘
—_ -—-z v d
I 5 .i%zz._ _ T),
) e ' P . A7)
/T. w__ zﬂ.+a : chT
.1 _-z (1 o '.. dﬂ)z

Vol. IV,

n
: et 2= Cos. txw_cos —

'etc

etc '

étv.

integrales al--

18
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' quae for

d ey "_'(l m)"+ (1-!—@)2 “]—(5),-—@,2"’"(31-5-0)5 + (51—

| '_sUpPLEMENTUM e

IV /- 5
o A—E (a da “ ot .
v f --;(42).*.: “n,

"5~d5T'
w f———-—————i__ D

— A “’——-zﬁ +e dz 8____ T)
m

VL. __ﬂ,_—-—z‘ﬁ" gt 22 (13 = (S ) !
1= 9.;!. — \deb

Ty

§. 91. Ponatur iterum Zoo— g, sin. g @==p, €t cos. wo=q, ut sit-

A
- "‘. T_"_'_"ﬂ{,
3 ] '
1mu'la secundum lemmata § 48. conhmm dlﬁ'mentlata dalnt
T—ao- -L: t =
TN _ e
70/ ™Y "é'g" , o
ddT 321; S e T

*T) 2429 Eﬁ i ' . ‘ . ."
. —_ - qs L
(dST 120 ' 120 +1e) "
¢t 91 ol T
d’ﬁ T) (MOP 480p +. szp) —_—
d’T £5040 - s'rzo 2016 - 64 ’
@)= - )

__.._.._-_._..
6

g q*, 44

etc. o

s 92 Serles autem mﬁmtae, quae hmc nascuntur, munt
i 1 - ool .
e __._' _— zlC.
T:3 +5ﬂ.—-m sl+m+ z'L—-c.J 52+m+blc
4T

i ﬂ.—-—w ﬂ,—]—m

i -|— ete.




ddT
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.2

B -

139

d 7]

: H 1.2 )
)....... A -——c-))3 (zf-—}—m)s + (32—&)3

T @EAte? T Bi-

)3 — etc.

_ t.25 1.2.8 1. 2.8 1.2, & {.2.8
) ==+ orer = GiFar T i T o
‘d'iT 1,284 1. 2. 8.4 1,254 f.2.5.4 1.2, 5. &
' dm‘*) T (A—w)® (/,--[—c.))5 -+ (Si—-—w)s BA4e)® 1 (51—a)d ——'_EtC.
dSTN __T1.2.6.4.5 |, 1.2.5.45 | 12546 , 121645 125.45
) (,zg.—.m)ﬁ + (;._}_m)ﬁ "'”(sz—o)ﬁ +(s,1_|_m)6 + )u + ete.
d‘* TN t...0.6 4008 da.... 6  d.....6 . 1..... :
do® /™ (2-—-0)7 (.1+w)’ —1— (E }1‘.-—-6;)7 (5 }\’,-]—m)’ + (5 A— etc. :
o ete: o efe. -ete. . : .
§. 93.° Opérae‘-preﬁ'umz__erit., “hine. casus’ simplicissimos evolvere, qui

oriuntur ponendo A=—1 el ca: 0,

unde ha bebimus

~ Pro ordine priore

ita ut l':f,it ”m:%, p=06e g—1,

“Pro ordine posteriore: .

. T
§=5
dS
des

— 0‘

ddS)

238
(=)
4S5\ _
7o) =
A58\
75) =
78y
)=

d"S)-_
S

dz .

./1+zz_’- &

’ ./'-dz(lz)z_n'a
B ,'1+zz 15

n,,

—:o

5
32

0

6in”
128

=5

adTN __ ..
de® =0

43T me
) =%

_<§-§):6'

d5T

(dsT -
) '79:: .

efe.

,.‘6

4

Hmc elgo, omissis valnribus evanescentibus, ex pl‘lOI‘E‘ ordme .

habeb:mus sequentes formulas mtegrales cuni seriebus inde natis =

ERE 1 1 1
g —ete
t— + 5 7 s 11 18
2 - 2 .2 2 2 2
—3F T Ty ﬁ'—_]—iﬁ' 113—}-etc.
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d (I z)* _ snS __ 24 24 | B4r v2e , 20 2 ,
fj_—I-zz._'_ _'_3—_:5_5+-5_5~m"7_5+5_5‘_um+3tc‘

da (1Y% _ i 61 :r’ ‘dzo ‘720 , 730 720 | /%30 ' .
f"1+z» — 256 —. 17 &’ “+ 57T~ 97 =+ g7 etc.

/

cele.. ete. - efe
§ 95  Ex. altero autem ordme pro eodem casu orluntur
r_-—-'dzlz. A -

12+52+52+72+92"+ 112+152 etc..

1 —zz

—dz (nlz)s :r4 ST
v { — x5z 14T54+54+74+94+114+ st +etc'
dz (I£)8 :r‘* 430 | -i20-, 120 , 120 - 120 | 120
Tl 1'-—-15.5 = 3 — 16 - 56 '.'T_ G —+— '+' 93 + 15 "'Jr' 133 + t‘tc L
/

ete. . ete., S ele) .

5 ‘)6 Quemadmodum ex’ prnno mtegrah ordmls postermrls deduxi-

LY

* mus has formulas o .o SN
. dzl::. : 2 dzlz : :z::r o
f = tf =ne— -
1i—z €’ 143 ‘ 12’ L .

similes, quoque formulac mtegrales ex sequenubus deduc1 possunt; cum

“enim sit : A
' fdz(llz)ﬂ _ Jﬁ

. {—zz — 187
_ponamns ess¢ S oL _ _

s ' zdz(lz) - ‘ . ) S :

o f T P, erltqne o T e
' dz(lz)? : -
f do) “‘P I, et
1—z °

dr(=s) _ "'“w* ' S
.fi—l—z y —P—=5 . e T T

‘nunc “vero statuatur zz=¢, ut sit” 3 dz:;dv, et {z==}lv, ideoque ,

(15 = L ({v), quibus substitutis L S AN
it pleay _ x ;_'iﬁ S
: 1—v e\~ 18 /7
- aumde fit ‘ Lo
p ' PRI . .
16 P__P-——, 1deoque P'—-————”—-, : L .

2-’10 ~
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iz =7 20
hinc aulem per series erit

f_dZ(lZ) ‘—+15 6(1+z*+54+44+54+64+74+34+etc)

. sicque has duas habeblmus mtegratmnes novas . SN
T :
de(yt - -
. R
' - : da(l5)® - vt

» - . !

1—=z
—dz(l2) Tt
f i+z .“"+ 120 7 ( 2*+ 5t 44+ 54 e*+ 7* + etc.\)
dz(lz)5 FCE sdz(lz)® _ o
§ 917. Porro’ cum f~1_—M—_. e p011amu§ f;sse f'T'—_E'-'“P"
ut hine obtmeamus ‘ ’
. 5 [t :
jdz_(l z) —P — ot fdz z,) P S
i—z ] .

[ . nunc lgltur statuamus ZE=V, erltque
dv (fe)B
P __f 1—p "~ 62 (P Ny

. AR |
” o )
P=—T R .

b04% . o : .

ande sit -

novaeque mtegratmnes hlnc deductae sunt
dz(lz)® __ -8

—-y &t . '
1e-z ’
-jdz(lz)s 5_1::“_"
1+z ,_' 252

et vero per series reperitur . o

cpds(n®__ . em® . . A 1 ’l1 aE! 1., 1 . o
f-T..T—"‘ﬁ—-—izP t+stmtetatatet ete.), et

Cpds(ln)® 0 81wt i, 1 1 1
./‘, 1+zA_'_——‘252_“_—_120(1_"3—@_'—%—5_.?"*—%? es"'r'-,s‘ etc)
' xta ut 511: | .
i+25+55+45+5ﬁ +|65+73+Btc“—_’ et
51::.-“ 51t

1 _F+F ra +5° ) + 7“ 53 - ete. = 30240 — §3.945
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§ 98, Con51deremus etiam casus, qulbus ?L::Z et @==1, ita ut sit

Ce== —3 et aw__.——, hine p ._q._.v » unde pro utroque ordine sequen—-

S T tes habebunus valores ' - |
)J L o - Pro ordine priove : " Pro ording’ ppsteriore
' ' ‘ w S : o« ' o : :
. CS=5n 0 o TE
1 N ' . 'dS)._ _ﬂ’ﬂ).' b dT __:m' B ' :
sl - do) " 872) ‘,{T,,) ry
i i A B . : dds 5::9 _ , ddT ,,a‘
e _ ' Cor d35\ __ 11xt . (d" TN .__.7"*--‘
fiain] - - IR ""Ii_m_ﬂ)'fmsi/.a._h' Sl N\de*/) T te
W ‘ , : . A\ __-5iat g d*Ty st ;
st A - ' E)"’sim/z' - dm‘*)—ﬁ& ‘ . A
el : , ass sein®’ - : dST ar
o o )—-20{&81/27 o ) s
dss __ a27eEm’ . dﬁ T) em’.
o o : ‘ EF)‘“’SH;:MM o (dms 256
;[1 s . T8N __ wmeiam® d’T) 79:::8-'
Mgy - . T Ez?) 2768 V2- -
e D - - SR L efe. - E : ) ‘ete. R
L e - o s, 99, Hinc 1g1'tur sequentes mtegratlones cum seriebus respondenti-
ek - bus resultant; ac pumo qmdem ex ordine primo - _ :
: (1+zz)d2‘ [ 2O S S S N A O SRR U SR
f 1} zt 21/2‘—1'-% 3 B 7+9+11 : _15 cte. -
=G —eRdals __ w7 . RS - ‘
_[ T ——31(2——1 ~ %2 52"'\',2""!"92 -152+etc _ .
8 o2 2 4. %, 2 2 : - :
il . (1--]--255)1:12.(19:)2 A%, 2 ;o2 2 2. 0%, 2 2
AI} ik - [ s ———5‘"—'"_2.‘/2_13"‘"53 — 5 ,a""—gs"l" 113 133 _ete.
| @—andua? a7 L2 &S tete.
; b L /‘ PR 1231/2 YOGEGEEE +9* 1% 1;4 —]—;{etc..
i ' (1+v)d2(l’ﬂ)" 777 s = e - '
3 .[ 14z —12va i‘_l— 5% 75+9‘+115 155 ete
: ‘ 5 & ; 120 120 izo ~
; —(1—zz)dz(lx)° __ se1m° . 120 - 130 130 130 1o 1B .
i s f 142t ——a2048¥2 T 1° 50 55 s + 1% | 158 -}~ etc
: 6 in? 720 . 720 720 g30--, 720 | 720 720 ‘
% it (1+zz)dz(lz) 2768 7 __ T, ta
e f 14zt =aeeva T Fiaar B 5. 77 5 87 +11’ ,137 . el
L (i —za)da(tx)T 24814 xs__soao 5040 5040 5q4o ; 5040 - 5040 —[—etc
! f 142 —Garesve— 18 & g | ar 9% aidl 153 ’

etc, : ete.” . S etc.




AD TOM. I. CAP. IV. o 44m

g 100, Eodem modo integratiohes alterius ordinis cum seriebus erunt

f1+zz = + + _+ ‘ etc,. T '
—dzlz EE
{2z :-8_ 12+5£+52+72+92+ 12+ 32+etc
da(lz)* . n® 2
[1-}-“ -—,"_—7"—3‘ 33+ 73+93 113 ’l““'i's‘é‘—etc

. a,’z/.(iz)8 wt
[ 14+54+5¢+74+Q4+114+134_l_etc

Oonet .6” , .
f z(z) "5+55 75—‘— “5-}—-155—-— LtC. .

1~|—zz - §a,

S

Ed

. . —dz(lz)s #8130 | 420 | 420 | 120, 120
. A=z .——_“‘_~ 16 —i 55 + 56 + !;E- + 95 + 15 + t
S “da ({z)® __e1m¥__ 720 730 o
f1+zz-_' 6""‘1"—3"’+5"' _7’+9’_W~+—6tc'
—dz (I2)T -7 »% __'Goao | 5040 | "5040 | 5040, 5040 5040
. 'fi-—zq—"sz”‘“18+35+53+78+93+113+t
ETTIVRRERRY - A SURTRT etc. S . etc. :

Hae autem serics sunt eae 1psae, quas Jam supra §. 84 et 95. sumus

-

.consecutl _— o o -

§ 101, ' Prasterea. dtiter 11 casus lmpl‘ums notan mbrentur, qu1bus

furmulae miegrales in formas mmphcmres 1‘eaolv1 possunt, Haec antem re-

“solutio fantum spectat ad fractionem . . . . :

/?-m-m__i__ z‘ﬂ.—l—w:
= 1 g%

. .
omisso factur& — (l z)“; ad quod ostendendum sumamus piimo 2,:5 et
=1, unde ﬁt er=Z p—sm. 2y et q._cos.,—, tum autem, ‘in priori

ordine ommrrunt alternatlm sequentes fractiones ,
‘ L zz(i-—l-—zz) I ’ ;
T .1—-zz+z4" o o .

R .y g [ . L .
uae posito zz=—v alnt in - o m
quae p BE2 ra——— f_l'ao cum sit
- . ds i dy i . . ~ . -

z &2 o’ et lZ.—-..-;—ZV,

- g




7O  SUPPLEMENTUM III,
bing talis forma - - -
1 du(lv)‘“' v ‘
. “221"'{"1 . 1—9+ V-V“ L : Y

integrari poterit, .casu scilicet - g=1.

o zz(i——-zz) (2.~ zz),
II ‘ i.—}--.z.6 - + 5 (i —]—zz) S(i-—-zz—}«-z“)’

.“ . A — 2‘_
quae pos:to ZET= Y, ablt in - G _{_0) + Tl +w), quae ergo forma ducta

N

‘ in (lz)zt-]-l vel in " - - IR : "\"_
' Ca de gy ey ' - |
_ ‘gzi‘-i-z"'%'(l‘f)hh'h!, ]

semper integrari potest posito v 1.’

§. 102. Eodem casu drdo'posterior""sequchtes sup'peditat-résoluﬁones

- i z.z(i-—-zz)___ %5 e
L 1+zz+z hi-{—v-{-vv‘

' : 1 d
quae in ~—(l zy*!, vel g ST vp (1z)2F ducta semper est mtegrablhs

. —zz(1+zz) —2 2423
I - 1—z8 — 8{1—23) +'5.(1+zz+i‘)_,"' .

quae faLto 2z =9 fit - S

—2‘ 2t
3(1—-9) -+ 5(1+v+0v),

o

quae ergo formulae in = (l v)‘“"“’ ductae ﬁunt mtevrabﬂes, qula autem in"

~ hac resoltitione numeratores per z vel v dw;dere non hcet , alia resolutmne
© est opus, quae reperltur ‘ '
—zs{ld-zs) " ~—azs z5{i4223).

128 T 8(l—zd)  E(Ifzifs) sive o
_'29'1,_ g (£} 3v) . - ‘ D
C F{@—9) s(Fefer .- SR . -

P
b
v
¢
i
M
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1
quae formulae ductae in —(l z)“"*'* vel in ore 7 ._(Z v)”'"“, mtegratlo—

- .

nem quoque admittunt.

r
:

. ' . l. :'4‘ . L V‘”
§..103. Porro manente A——=3 sumatur =2, ut sit o= p==si
: n . . o .
et g==rcos. — et ex ordine priore oriuntur sequentes rednctiones.

O I z(l-—[—g,‘l) . 2z + z(itzz)

BT S 5(1-—]—zz) 5(1~—-zz-—+—z4)
unde moultiplicando per T % 1z%¢ briuntur formulae integrationem admitientes
cusu == 1.’ T '

e e W (CorT
" Tid L T—sadge

_quae per TZ(Z z)**+1 multiplicata integrari poferit casu z=—=1. Ex ordine

vero posteriorl sequentes prodi])unt reductiones.

I sl —z%) z(i+zz) . o - -
4=zt 7T 1+zz-—|—z‘1

quae ducta in ‘%(l z)* fit integrahilis.

1 —z(t-fat) _ — 2z . z(i-—zz).. - o v
S P e e AT O o e M '

quae formulae in i::(l )21 ductae fiunt integ-rabi]es.

s 104.. Operae jam erit pretlum haec lntegralxa actu evolvere, ‘quare

ex § 101 uhiw=—1, ejusque numero I nanciscimur sequentes integrationes

10 'if dv "“""05—1— T
' f1—vop ™" g 8VS

pode(eyr __ ogq2 1IN __osmt o
_fi—v-{—vv—a‘(q"% . g)_"'snfﬂfs’

deinde vero ex ejusdem §. mumero II ubi etiam haec reductlo lecum habet

Caz(d—zz) _ 22z z5(1—251) _— {1 20)
- A58 _—"—.5(1+zz)'._'5(1_zz+z4)_" 5 (i-}-¥) 5(1-—v+vv)

) . 1 d . .
" quae ducta in - -Tpl ¢ dabit

Vol, IV. : o SRS .19

e sa s rm e o Lo PRIt
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fdvlv 1\fdv(i—-2v)lu w2 == mwx

1o 12 i—v-]—vv gq“"ﬁ’
quarum formularum ]ulor mtccrratlo-nem admittit, est emm
jdv le zm : -
v 1z’

unde invenitur posterlor T
fd!v(i—av)lu ww
i—v + ve T 18

- §. 105, Ex § 102. eJusque numero I sequitur

f a'p'__ 4
—]—v—{-vv — 6V 5B
g0 1 de(lv)® __ _g =®
f1+ Tee % P Vs
deinde VEro ex- numero II fit . _
_fdulu dv(i-[—zv)lu ‘a(x 1‘___;;_;:-.
t—v 12) 1fudve qq 27’ - S
supra autem 1nvemmus‘ esse ‘ o
: "[dulu___ n
- ,1-—0_ P Ed
‘quo valore substitnto fit : ]
fdv(i—[—zv)lv__ S £ : _' . o
: 1—|-u—]—vu — .8’ -

maxime }gltur operae pretium est visum, has postremas integrationes evolyisse:

T

§. 106." Quod si ambae formulae integrales

P : fdu(i—:w)lvl de(t-d2v)le B

. e B 1—v-fwe et f ifvtve

in series convertantur, r.emritur 7 .
'du(i-—-ﬂv)lu___ t 3 1 i 2 1
[ Lt -t R
do(tfao)le __- S 1 i, .2 1
[ =t T s TR TR T e W efc.

unde has. duas summatlones attentmne nostra non indiguas assequimur.
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qudrum priot a postermre dblata praebet

Tx

. 1 _ o
' -'&—“l‘ +64_+'10—08t0.__ﬁ-: o
-qulls duplum perduut ad hanc _ R R
2 1 2' o Copm ‘ .
‘ e X — el = .
+ s s T 25 - ete s

quae quomam cum sec_unda vongrult veritas utriusque summationis satis
confirmatur. Quod sl vero secunda a duplo primae subtrahatur 1'emaneb1t_"
ista series memorsbilis E : o -

1

: B 2 5, 6 : 3 _
.-1—12' _____ +25+h5+_4_9._ﬁ—uﬁp——+ew"—"0

_quae in pe“mdos sex terminos complectentes distributa, mamfestum ordmem

in numerationibns declarat; quippe qui sunt "

L i—3—2—F4 146

.Additam'en\tpm.

§ 107. Quuqumodum superiores integrationes per. continuam  diffe-
rentlatmnem formularnm 8§ et T deduximus, ita etiam per 111tegrat10nem
alias et prorsus smgulares integrationes 1mpetrab1mus, s enim ut supra
fuerit S f ==, emstente T formula ifla
‘_‘P—c) -+ zl—[—m :
+ = zﬂ.l ; L

quae praeter Z ellam etponPntem Varlabﬂem W mvolvere conc1pllur emt '

per naturam mtegrahum duas variabiles mvolventlum

_/'de_ —dem,

ubi in prlore formula integrali f Sdo, ubl z pro consiantl habetur stahm

SCI‘I])I potest z:i hoc :gltur lemmdte praemlaso, quia est
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R L J.—m.:g_'z,%-]._m
N dem: (122415 ’

ambas formulas supra iractatas nempe. S et T hoc modu evolvamus, et quia

| utramque trlphcl moado expressam dedimus; primo scilicet per seriem infi- -

-nitam, secundo, per formulam finitam, ae tertio per formulam integralem,

etiam quantitates, quae pro integralibus JSSdo et yA Tdo resullabunt,
erunt inter se aequales. B

§ 108 Incipiamus a formula 'S, et cum per seriem fuerit

_ . 1 1 4 1
S + J.-[—-m T sile Biitw --l__— BA—w + -5—,1—-]:: - et(_:"
erlt _ . N : . . .
dem::—-—l(R———-w]—-l—i(l + @)1 (Sflr-m)wl(sl{-‘- o) — ete. + G,
quam constantem ita definire decet, . ut .inlegrale evanescat pofito & =0,
quo facto erit ‘
Ad-w BA— 5 /'L 7]
deaJ::l + —I—lsl_]_: + -|—l”_+ +etc
quae explessm redumtur ad- sequentem
— (/'L—}-c.)) (BA—)(5At ) (74— c:) (9.1-{-0) ete.
_ . de l ca)(53-—{-0)(5)\‘.-—-&:)(72--{-&;)‘(9/1—@) etc..
Demde (uia per for mulam ﬁmtam erat

Y S  mdo

Se———2. exit [Sdeo=/f g

208 — - - 2 4 cos. —
22 . . ) 22

oo o — me .
. ubi st brevitatis gratia ponatur — = ¢, ut sit

2idg
A LTICO..._——.;—‘: ellt f&dw__fcos‘p
 quia igitur novimus esse
(:lﬂ

F — ] tang. 1 0,

sumamus sin. f==cos. g, sive 9:9D°—go_£—go, erltque de_—dgo,
unde fit N : ‘ -
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. d 4
fcos ;j_l tang. (_'—_'_90):

quoniam autem est

L TEe er.i_n:__ 1 _ mlt—a) 7 ) T "
P=ai N3 e P = T’ o T

unde nostrum infegrale erit

A _/’de__.—-ltang (_" ""-—1—ltaﬁ°‘-”(ij_‘d)

Bx tert1a aulem formula 1megral1

; - -
| S= f o :j;iﬁ_% . ‘Ti_ colligitur fore - . _ - S .
; o ) dew ._Z:j Q+Z)+m_f_“_ ' | ‘ . 5};
=T A S ”
quod mtegrale a lermino z:=0 usque ad termmum z=1 extendi assi tt[«,
1 mitur; sicque tres isti 'valores inventi inter se erunt aequales. Ac ne ob ’?:
| ~constantes forte addendas ullum dubium supersit, smgulae istae e’tpresqmnes ' E
! sponte evanescunt casu @ = 0. ' ) si%ﬁ
§ 109 Consideremus hinc pmmo aequalitatem inter formulam pri- : ii,
mam et. secundam. et quia utraque est logarithmus, erit . o : .k
ang. :r(1+m)_(;L_[.m)(u_a)(s;a-]-m)(m-m) eie.. T ) :f
_ 4 A 7 (Z--—ca)(sﬁ.—]—m)(sal-——m) (7 A4 w) ete. ‘ ‘ i
cum igitur’ ‘hujus fractloms numerator evanescat casﬂ)us P vel @ =='— 4, ) "(
L vd 0=+34, vl e=— 54, vil o=+ 72 etc. evidens est lisdem ca- ;ﬁ
sibus quoque tangentem fierl = 0; denominator vero evamescit casibus vel ‘:
o=, vel w_——SZ vel &7'::+52, vel @ =—=-— 174 ete. quibus ergo ‘ :

casibus tangens in mﬁmtum excrescere debet, id: quod etiam puluh(*rrime

e

evenit. ~ Caeternm haec expressm congrmt cum ea, quam jam_dudam: in-

veni et in mtroductlom. BYPOSIH
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S. 110 Productum autem istnd inﬁnitum Per‘ prindipia -a.Jibi stabilita
ad formulas integrales reduci potest ope hujus lemmatis latissime patentis
e DR etb a2 efbtaDete
et B e TFatHE+2h cFat2kyete ™
" ' b—k ‘ )
fz“*idz(i——z") k |
_ T — k ’ ) . ¢

femtda(t—7) ko

+s1 -quidem pdst atramque integrationem fiat z— 4. Nostro igitur casu erit

a=A -0, b=r—0, 'ci—_zl, et k==42; unde valor nostri produéli erit
. . o . —8A—0 a ”

Cprda(t— gt ey

’ “Eife— tang, — 5"+

fzfz)_.—1dz(1’;_'z4l‘)—“"4z— .

formulae autem istae integrales concinniores €vadunt, statuendo 22 *=y, .
tum enim erit : ' ‘ S .
- . ) ——F A0
tang, Z0E — Sady(—yy **
& —BAfa

C Say(r—=xn
quae expréssio utique omqi attentione digna- videtur. - Denique ex formula

integrali inventa erit quoque

. . Z.Z.....ca ] Z;._{“ﬁ.’ ds l :r().-}-.w) N
oV - = - tang, AR Shet A
1 + z zls 44 - )

R 111. Operae erit _pretium, etiam aliqu_ot casus particulares evol-
~ vere! .sit igitur primo A =2 et @— 1, ac per expressionem infinitam -
erit _ ' , '
1.15 19,91 -27.29 B5.57

5.5
SSdo=Il= 1z T’ 8551 ete.
. N 1.7 9.1 17.23 25.31 ZB. B9

deinde per expressionem finitam habebimus

.

i
J
;
'
|
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_/'de'—l fancr i
at per, formulam *integralem S,
= —z3) dz
SSdo= =222 I T

Tum vero ex aequalitate duarum priorum expressionum
B ___ 8.6 1115 19,24 '

b e b efc.‘
, tang =15 9,15 17.28 ,
hincque per binas .formulas ‘integrales
‘ . 7

fdf(imyf)_? |

k fd-y,(i—m. DR .

§ 112. Ponamus nunc ‘esse A==3 et o=—1, ac 'per expressionem -

tang

infinitam erit : )
' 2 4 8 10 i4 18 20 22

S8do=lrr g g T E O

secundo, pef expressionem finitam
dem:ztano« __11/5:;13

ita, ut futurum sit- . . ..
Y gt 810 e 1o :
(5 .11 15.17 )
hujusque prodﬁcti valor per formulas integrales erit
~ N 5

Sdy(t=yy) e
Sdy(i—yy) &

Denique formula integralis praebebit .
. dew:f'_z(i..—szz) t::

‘§‘ 113 'Eodem modo “etiam evolvamus alteram formulam T, cujus

" valor per seriem erat

T— . ' _
Jl-—-& J+ﬁ)+ 54—-9 .

1 - 1 1

.
s.a.+a+ ST T sAge T Gle "




#M:i_— = =

s

Trats

b

==

g
%.

;
d

- "

deca""—~£

cujus valor casu & =0 fit sponte

 SUPPLEMENTUM IIL. -

Ak 0dd 8544 -
chlm.,_ T o7 . = ete.

we 9AA—oo 35AA—o00

‘ demde vero cum per fmmulam finitam fuerit

C T= ;vtang —, erit

#e : .
, chlw::f———— tana‘ 237’ ubi posﬂ:o a—m:g), erit

STde=fdy tang go_..——-lcos.go, ita ut sit’
deco.L——-lcos M,

(}u——-ﬁJ)—““!l(?\w-]—ﬁT) —-—Z(SR——w)-—l(S A @) — et

q"uae express:o, ut evanescat pos1to w—=20, erlt .

— 03 denique per .for'mula'm integralem

" habebimus ) .
| STdo=— z____z_'w""zz"w‘.dz
=TT 2/1 zlz’

ubi integrale jtidem a termipo z=—0 usque ad terminum z:i extendl dehet..

g {14 Jam comparatio duorum prmrum ‘valorum hanc praebet

aequationem.
‘ S Ad 9ii’ a5 AA - 8922 ., 1
:rm'—'_').ﬂ.-—-mm ‘9 ii—ow ‘AL —we 49).).—-@(.:80' ve
€08, "
22 .
o
cos. A (1 '——_) (1 9.12.) (1 5,1,1) ( 492.,1) etc.

T

08, — —
¢ 2).

.l--]-m

- vel 81 factores smguh iterum in sunphces evolvantur,

Asw 54 fi—n sAto 84—
° +o, 2. + < ete.

- i

7~ 8A.  BA 84 64

quae formula cum reductione. generali supra al]ata! comparata dat, a=—= A+ @,

b— A, c =—4a, ét k;:zl, unde cplligimus

-

COS.

i
2

et da{t— 224

o ¥

)1_"_' . 0—A

prestdsims
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Ut autem exponentes negativos z7“~! evitemus, superius productum’ ita
repraesentemus A '
‘ Aw ., A—o0 Adoe 5l-d gl lo
- : COS- 52~ "7 171 " &z °_ 54 ?t""

emtque facta comparailane a— A— - @, b= l e=-1- ca, et.k—22, sicque

. per formulas integrales erit

e T o
Cos.n : —— ‘ .

T faﬂ’—idﬂ(l._‘_.il) 2 i , -

a-

quae expresam ad simpliciorem formam reduci nequit.

:

§. 115. Sit nune etiam l._..z, et w==1, eruntque ternae nostrae

[

expressiones

L fT'dw:l—-EE-ﬂ-ﬂétc. sive L

85 99 185

' 2.2 6.6 10.10 1414
fTdo=— TET cte.
f d 11.5 5.7 o1 15,05 CC

II. fT d 6 — — { cos. %:ﬂ—‘% [2, ita ut sit

" quod productum per formulas integrales” ita ‘exprimitur

fdz(l—z) “2'__1]/2_ |
fcl (1—z) N ‘ .

—(tF= z) dz ) -clz
deCJ_.f 1-—z —_f(l—-zz)lz

quod " ergo mterrlale a termino z == 0 usque ad z==1 extensum praebet.

eundem valorem + 1]2, cujus aequalitatis ratio uthue difficillime patet.

| ' § 116. Sit demque ut supla 1_3 et w1, ac ternae formulae ita

1 . se habﬁbunt

" 225 __-'zz.s- 90 9 15.15 24 21

L deca"‘._‘:Z-—- o'm ete. 2.4 8,10 14,16 np.n‘.aem;
Vol IV. - EE T 20
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1. deca""——lcos—— -—zl’-"i +1_—, la ut sit

9 85 8 9 1515 21.3f
Y8 2.4 5.0 FTRTE " 20,520

. ideoque per, binas formulas integrales

i
5 _rz,f Sas (1--——55)_—_5
izl S
Vo fda{t—z%) 8.
m yTde= S
quae 13051to 2E—¢ ablt in hanc
dv(i—]-v)

| C fTde= S oI
Hine igitur patet hae’ methodo plane nova pcrvemu ad fmmulas mtegrales,

quas per methodos adlhuc cognitas nullo modo evcﬂvelc, vel saltem inter

~ se comparare, licuit..

' dal; - .
3). De 1nteg1dt10ne fcumulal, ﬁi—m—;ﬁ;), ab r—o ad r =1

extensa. Acia Acad Imp Sc. Tom. I P. IL. Pag. &—28.

5. 11 Methodus mayime mnaturalis l1t1:|usmod1 formulas / pd xle
tractau.xc—li in hoc (..Onslstlt ‘ut eae ad alias hu3usmod1 formas fgdx redu-
cantur, in quibus littera g sit fanctio algdnalla ipsius x; quandoqmdem_
regulau integrandi potissimum- ad tales formiulas sunt accommndatae Hujus-
mndl sutem reductio nulla prorsus lahorat dlfﬁ(:ultate, quundn funcho p ita
est comparata, ut integrale /pd® algebraice exhibéri queat. 81 enim-
fuult fpdae=—F, ia ut formula ploposn‘.a sit /dP/lx, ca sponte redu-

Pdx
citur ad bane ﬂplessmnem Plo— f ——» sicque -Jam totum negotium ad
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; mtegratmnem hujus formu]ae S ——f est perductum. Quando vero formula

Sfpdx mthatmncm a]webralcam non admittit, quemadmodum evenit in
l
nostra formula proposila /° 1./_(1_”"_i__

)

— A .sin. m, ista reductio daret

s talis reductlo successu pemtus caret.

Cum enim sit / ﬁ

. ‘ d
f dzlz A sinx x lo— [Z2.
' x

i—zm) Asin.a,

slcque posl swnur.n mtegratlonls nova quantitas nanscendens A sin. @ oc-
curreret, cujus mtegratlo aeque est ahscondlta ac ipsius propositae.  Quare

cum rmper smnrulan methodo invenissem esse.

f.'/ﬂ?xl-ﬂ" mbx..-.o]_____n_lz’

(1—x ) adz=1 -
elpressm mteglahs eo majori . aftentione .digna est censenda, quod ejus m
vestwatlo neuthuam est obvia; unde operae pretlum .esse duxi e]us ven—
tatem etiam ex.aliis fonhbus ostendlsse, ante quam ipsam methodumd quae

me-.eo perduxit, exponerem ‘ _ 5

Prima demonstl ailo mtegratlonls proposuae.

§ 118. Quomam hic potissimum ‘ad scries infinitas est recurrendum,'
formula autem I talem resolutionem simplicem respuit, adhlheamus sub-

stitutionem ]/ 1—ga)==y, unde fit ®= 1/(1 —Y¥)> hmcque porro.

z}

hoc igitur modo formula integralis proposita fm—i—:— teansformatur 1n
%quente'n formam o '

1y 4 3' 1
fV(i —79 ( + + + ete-

ubl, cum . sit y__.'l/(i—-ma:) notetur‘ mterrratlonem extendi deberg ab.

y=—1 usque ad y= 0; quare si- lms terminos. 1nterr1°atloms permutare veli-

mus, 51rrnum totius forrnae mutari oporlbt

- N

T
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§ 119. Quo autem minus tali signorum mutatione confundamar,

designemus valorem quesifum litlera S, ut sit .

dxlx abrx =10 .
S"'_./‘}’(t~—xx) ‘T‘d-r:i] ‘
atque facta substitutione y =V (t —um x), habebimu's uti modo monuimus

fl’(1~y3)(yy+7 _'— + Et"‘) [ﬂg:i] .

_ Sub his autem integrationis -terminis, scilicet ab y==0 ad y=1, jam

satis notum ¢st, singulas partes, quae hic occurrunt, ad sequentes valores

reduci

]'b-h
| &

[5]
(Y]

ffydr -
Y{t—ry)
_/ prdy- '__1,5
Y(@—yr

/ yedy _;1‘.5.5' o
'I/(I —r )y 2.4.6 2

u[a .

r_y{ly 1557 T

h/(i—-_yy) 5.4.6.8 %

f §10dy _ 1.5.8.7.9° CE ote :
' 1/(1-—_yy) zassm 2 '

3? 1ta ut L:w expmma* ratmnem diametri
ad “peripheriam circuli.

§. 120, Quodsi ergo singulos istos valores introducamus, pro valore

"

quassito S 1mpctrab1mus sequentem seriem infinitam
- 1. 5 b, 7

1.8, 8
—_ = L. ,
§= (2- 242 '246"+24682+Ltc

-su,que nune  tolam ncootmm eo est reductum, ut-istius seriel mﬁmtae

’ humma mvestmetm, qui labor fortasse haud minus operosus videri potest,

quam 1d xpaum quod nobis exsequi est propomtnm. Tnterim tamen ad

Lorrmtmuem summae hujus seriei lx'md dlfﬁculter sequentl modo nobis per- -

tingere. hc_ehlt.
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‘ §. 121, Cum sit ‘ ‘.
V(tizﬂ)_i {-———zz—l——;'——z 7 '-|—: :; °+ ete.
s .utrinque per d;_ multi phcemus el integremus, obtinebimus
fﬂ,(‘ff_“i_—lz+yz +—- +;:§ 28 - ete. _

sicque ad 1psam seriem nostmm sumus perduch, cujus’ ergo valor quaerl

lz, mtegrah scilicel ita sumto ut

% 3)

debet ex hac expressione f 1/_(17——

evanescat posito z==0, quo facto statuatur z==1, ac prodibit ipsa series
' * 1,86 , 1.3 5.7

24+na2+2462+246&‘+mc

" Hoc 'igitur modo tot-um negotiwm perductum est ad istam formulam in-

tegralf.m f -17(1—’ quae posuo 1/ im—zz)_v transit in lmnc formam
—dv ] : 1+u i4-v - :
T cujus integrale constat esse — - 1—_—0 ‘ lm Quodsi

loco v restituatur valor V' (1'— z2), tola expr essm, qua indigemus, ita se*

habebit ' i ' y

fm_g lﬂiw 1z + C
"—G—l[i‘—[—V (t—z2)],

_abi conetans ita accipl debet, ut valor evanescal, posito z== 0, ideuque‘

erit C—=1/2. Quamobrem , posite z——1, summa seriel quaesita erit 2,

hincque valor Jpsms formulae mtcrﬂahs ploposnae t..l'lt

dalx .
fV __S ?lz.

. ( —zx)
prorsus uti longe alia methodo inveneram, ex quo jam  satis ’im‘elligitur,‘
istam  veritatem uthuc altioris esse indaginis, idcoque attentione Geome—
trarum masime dwnam ‘ '
- Alla demonstratio mtegratloms proposnae.
dx . '
§ 122, Cum mt———— elementum  areus - circuli. cujus sinus = =,

ponamus istum angulum = ¢, ita ut sit-




.

‘Hac igitur® serie’ pro

‘ubi cum sit s == ¢ sin. ¢, 1cleoque s =0, quando sin. p == 1, ideoque ¢ _—53

‘constantea G ita’ definive oportet, ut- p051to 99.,_.—'—90“ evadat s=0,

1587 |  SUPPLEMENTUM I

®=sin. cpetﬂl—d—)mdrp, ’

atque facta hac substliutmne valor quant)tahs S, in quem mq{urlmua, ita

repra esonta]ntur .

“. S“‘fd@lsm- 9 Ly oo ]

Cum emm ‘ante lermini fuissent x=—0 et *= 1, ns nunc respondent

=0 et ¢ —90°, sive go_-- Hie igitur totum 1'](3"0'[.1111‘1‘1 eo redit, at

formula I sin. P commode in seriem mﬁmtam convertatur Hunc in finem

7
ponamnius [ sin. go == § eritque ds— C-Lm—'p « N ovxmus “autem esse
. Sl..l.t q)
WP —2sin. 2¢ - 2sin. 4@ 25in. 6 ¢ | 25in. 8 cp—}-etc. .

S111,
Si enim 1§10trinq_ue, per sin., @ multiplicemus',' ob
2 sin. n g sin. p = cos. (n — 1)@ — cos. (n-+ 1) g,
utique prodit - * '
cos. go__cos g:+cos 399—{—(:05. 5gv+cos 7 go+cos 9 ga—l—iatc
-—-cos.S go—cos 5 ¢p — c08. 7 ¢ -} cos. 9 i — etc.

COS,
o Z: n u.sum vocat'l , eril

S:C-—_I-CGS.’ZQB-—-—- Cos. 4go—gcos 6 ¢ - 3 cOs. Sgo——-icos 1090-—— etc.

i

ex quo colligitur fore

G—-——1+ —-—g—{—z i4ete.=——12

5 123. Cum’ 1nrltur sit _

{ sin. go.....—-—lz-—cos zgn—lcos 4 —}%cos. 6 — §cos. 8 50—:—'{33:.
erit valor formulae propositae ' §
_/'dq)lsm.go (,(——golz-—lsm 299-—-—351n 499-——§ sin. 6 ¢

— 5 sin. 8 g)—- & 5 10 gp — ele.
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[
\

quae expressio cum evaneacere debeat posito gp'”"o constans hic 1ngressa

erit G==0, ita ut Jam in genere sit

' 2 sin, & rp 2 sin, 4-‘99 2 sin, 6 'p 5'5in. 8
Sdoplsingm—@l2— = o — gt —
. ‘ ' 25in. 109  2sin. 12 ¢ '
. _ T e T pz o

. : A . i . H4 i X T
Quodsi jam hic capiatur = 900_-:?, ofpnium angulorum 2¢; 4, _
6 @, 8 ¢, ete. qui hic occurrunt sinus evanestunt, ideoque valor quaesitus erit
. §— [ en s ag=0 " __ % pa.; '
. S=/deglsin.g aclqa:sso“]'—' 212,- .

[

quemadmodum’ etiam in 'prioré demonstratione ostendimus.

.§. 124. Ista autém demonstrauo praecedentl 1deo Ermoe “antecellit,
quod "nobis xion: solum \alorem formulae propositae exhibeat casu quo
90_90 , sed etlam verum eJus Valorem ostendat, qumunque angulus pro
- accipiatur, id quod’ ad ipsam formulam proposxtam’ f 1—/—(1——9:—) transferri
poterlt cujus adeo Va]orem pro quohhet valore 1 1p51us @ 8‘\::]"113]? potenmus.
Quod51 enim 1st1us formulae ‘valorem desideremus ab x-=¢ usque ad x=a,

-quaeratur angulus o cu]us sinus sit aequahs 1p51 a,; atque semper habebitur

2 5in. 20 2 sin.&a 2s5in.6a 2sin. 8a

drix Tapz=07 : N
f’i/(l—-xx) adx=a --och 22 T

‘ Unde patet, quoties iuent tx.._—z: denotante i numerum mtegrum quem-’

cunque quomam omnes smus evanescunt valor formulae lns casﬂ)us finite

e\zprjml per --—-—-l 2. alus vero casﬂ)us valor nostrae formulae per ‘ seriem

.t T
infinitam satis concmnam etpnmetur. Ita s1 caplatur 1 Jouas _—«—2—, ut sit @5

valor nostrae formulae erit

- o= K 2 B 2 2 a -
' m_lz_?_‘_w,wm'_’_-—fhm_kﬂfuew'

guae series elegantius ita exprimitur - ' -

. --"_12—'_(1 52+5z 72—‘_92""“2_%'3“)
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.sicque hic oceurrit serics salis memorabilis

1_____|__ ____|_m--,-m-|—-etc.

cujus summan “nullo adhue modo ad mensuras cognitas revocare licuit.

* § 125, Quoniam iam egregia series hic se quasi practer exspectationem
obtulit, etiam alios casus evolvamus notabiliores, sumamusque e== %, ut sit
w:.50°:?, atque nostrae formulae hoc casu valor erit _ ,rﬁ

[ . : ) C P R
' ¥Ys Vs  ¥Ys Vs ¥s Vs
“"lz—m*ﬁﬂ'@“er*m"—m-l—etc |
quae’eypressio-ita exhiberi potest _ - ‘
T Vs 1.1 1, -1 1. 4 4 '
—sl2 =Tt r et et a et ete)

in qua serie quadrata multiplorum ternarii deficinnt. Sumamus nunc simili

vE - . 7z o . .
modo 6=~ ut sit a:GO"::—3~; ac “valor nostrae formulae hoc casu

prodibit . R J
. ' ” Vs, 1/5 -v8 ' . !
————12—3—;—!—42 102 14-"+162'-_etc‘ !

. ot !

sive hoc modo erlJmf’tllr : Co ‘ h - :

. .
-‘_———l2-— (1_";2—"4.5 52+7n 32+mz 1z+etc‘),

Adhuc aha demonstratio integrationis propositae.

§ 126, Introducatur in formulam nostram angnlus ¢, quus cosinus
sit == x, sive sit o= cos.p, et formula nostra induet hanc formam
— S d@lcos. @, quod integrale a go:.SO" usque ad == 0 erit extenden—— L
. dum, Quodm autem hos terminos permutemus, valor S, quem quaerlmus, :
ita exprimetur '

ap=0
! —fdfplcos @ [:mig._,so -}
Ut hic [ cos. go in sermm idoneam convertamus, statuamus ut ante s= lcos. ¢, -




d ¢ sin. ¢

- . Gonstat autem per seriem esse
cos. @

éritque ds— —

- sin.

? — 94in, 299-—-251n 499—[—25111.Ggo-—,Zsm.Sgo—-]—etC._

€05, @

" Cum emm in frenere ‘sit

Zsm.ngocos go:sin.tn+ 1) ¢ —-}—sm (n-—-—.’l)gy

si niringue per cos’ 4 multlphcemus, ormtur

sin. ¢ == sin. 8 g —'sin. 5 ¢ - sin. 7 P — sif. 9 o - ete.

- sm._cp-—-sm Sgp-—}—sm. 5 ¢ — sin. ']‘go—]— sm.990——etc.

o o sin.
quare cum 51t d.r——--»u, erit nunc

COS. §o

\

= —ele.

- cos.zg; ' 005.499 CoS. Sq: " eLS, Bgo cos, 10
S""'G+ = 2 & - 4 _]—

Quia igitur est .s”—lcos. @, evidens est posfco go.._O, ﬁen debere*s == 0,

unde colligitur - - _ o _ .

-G__—1+g~_g+;_'%+etc.':—12;

sicque erit .

_ CoS.2p ' cos.dg co5. 6@ €os, 8 ¢
leos.p=—1[2-1 T +—5—~—T+etc.l‘

quac series ducta in d ¢ et integrata praebet

8 18 . B2

g in, 2 in. 4 in, 6 in.8gp -
S:fdgolcos.go_:G—gol2+sz‘?-—s‘m tp_'-}-sm PR
.. . ' _ sin_ iog’ ) .
—.+- o - — elc. »
quae expressio qula sponte ‘evanescit' posito ¢ —.0, inde patet fore C"—O
sicque habebinmus

29 . sindgp ,-sin.g in, 8¢ -, sin 10
fdgolcos go"——-—-gpl.‘Z—]— sin. g’-—gi i rl. = qg-wetc)-

2* g% - . 4? - 6%

Sumto igitur ¢ — %“90" oritur ut ante S t———l 2. DPragterea vero

etiam hine intggrale ad quemws terminum usque extendere licet,

-

§ 127. Quodsi formuYam posteriorem a Plaecedente suhtrahamus,

adipiscemur in genere banc . integrationem

-

VoL Iv. _ B!
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fdg)ltang cp.._——nsm 290——1—sm Ggp-———i—sm 10 go—-——etc

i
unde patet hoc 1ntegrale evanescew “casibus go_._.o“ et in genere ¢ =~
Postquam 1w1tur istam’ 111terr1at1onem tllplml modo demonstra\nmus, 1psam
Analysin, quae me prlmum huc perduxxt, hic delucide sum exposituius.

4

Analy51s ad 111tegrat10nem formulae f VT"% aliarumque

: similivm perducens

!

g 128. Tota haec Analyms innititur sequentl lemmatl a me jam ohm
n—n

demonstratu P051to ])reutatxs gratia {1 — " ) =X, si han duae for-
mulae integrales formentur /X af~*d et [/ Xx9"'dx, quae a termino
=0 usque ad ferminum oc—=—1 e*{tendantur, ratio horum valorum se-
quenti medo ad productum ex infinitis factoribus conflatum reduci potest
Xwr—tdo_(mtplg (mbpEn)gn) | (morp2n) (G-Hm

[Xx' T da T p(m-tg) " (pn) (m—-f-q—!—n) (p+2n) (m-+g+4-2n) ete.

. ubi scilicet singuli factores tam numeraidris, quam denominatoris continuo

eadem quantitate n augentur ch autem probe tenendum est, veritalem
1st1us lemmuatis subslstere non Posse, ‘nisi singulae m, n, p et g denotent

numeros posmvos quos tamen semper tanquam 111terrr0:a spectale hcet

'§. 129. Circa has duas formulas integrales, a termino a::o usque’

ad w=—1 extensas, ‘duo casus lmprmus seorsim motari . nerentur, quihus

111tegratxo actu succedit, . verusque valor a])solute assigriari potest. Prior -

casus locum habet, si fuent p==n, ita ut’ formula sit fXa""*dwx Po-

sito enim "=y fiet
o 71— : ’ ' .
X=(1—y) » ,eta* 'da=—dy p
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sicque ista. formula evadet — f dy (1 ~7) -, pariter a termino y=0

usqiie ad y==1 e\tendt,nda, quae porro posite 4 — )r._.z ablt in hanc ’
. m—n : "
formulam —7' Sz n ds a termmo =1 usque ad Z== 0 extenden-
‘ . ) . . m ’ L *
T o L e T
dam; ejus ergo integrale manifesto est ~=or 2% =3 unde facto' 2= 0 va-
lor exit = 5; Consequenter pro casn p _'_—;.lrz' habebimus . - =
—_ abz=q¢ 1 ' | . T
f}xw"’ ‘dm[adz‘" '—_—;:5 . - '
sieque si foerit vel p—n Vel g=—n; integrale absolute innotescit,
. - ’ . ' ' . + ' ' ‘ . -
~§ 130, Alter casus notatu dignus est, quo p—n-—m, ita ut for-
mula. nﬂegranda sit f Xgr—Tm—1 d 2; tum enim, 51 ponatur i
= L : .
x(1—a"y 7 sive —— . T=r. : : y
' — o
posito =0 fiet y=0, at posn‘o n=1 fiet y==uw;. tum autem. erit !
’ - : _lii‘
: L - ‘ ' . ‘ i
: yﬂ_-m:‘ n--.m_—_lx.wn—.m’ ‘ - - Lo ':f
L [
. : . A B—m it i .
unde formula integranda erit [y —- Cum igitur sit , :ﬁ
& 2 . | | o
El erit T = | 4 T
unde colligitur mﬂ:fi_-}—j*j’ ideoque nlez=n ly—I1(1+¥"), cujus dif- e
. ' ’ !
ferentiatio praebet 1 _ - . T A o
' dx dy S ' ' L
— = 3 : : - : il
LA Cle ob VR L - . 2
quo valore substituto formula nostra integranda erit ' 4
; t;
&
i
¥
—an . - - e __‘ — N e o o . ;':l
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. ‘ : ‘ y‘n-—m-—-i d_)’ . —. l
. ! o ] : f 1 _1__;73 2 -. ) ) ) '
' a termino 'y'::_O uéque ad y = w extendenda, quae formula ideo est ne-

* tatu digna, quod ab omni -irrationalitae ,eSt liherata.

G434, -Quoniam lmtur hoc casi ad formulam rationalem sumus. per-
ducti, es ‘elementis caleuli 1nlegxahs constat, ejus integrationem semper
per logar:thmos et arcus circulares absolvi posse, tum vero pro hoc casu

. . " d x :
non ita przdem ostendi, hu]us formulae EETa integrale, ab ax==0

' ‘ ) ' ’ ° " TE . - . ' -
usque ad x—=w extensum, reduci ad valorem ———— facta igitur apph-
: o sin,— - A
i n

catione pro mnostro casu habebimiis ,
- fyﬂﬂm_ldy e om
‘ 3 . n—ny T T Tmm

T ~ 1TJ’ nsm.(—-»-n—) n sin, -

quamcbrem pro casu p==n—m valor integralis sequenti modo absolute

exprimii potest, eritque :
n—m—1 abrx=0] —— " =
SXa" " dx [mclx:i]'_— o
7 i . nsin.—
quod idem manifesto tenendum est, si fuerit g =—=n-—m.

'§. 132. His praemissis, ponamus porro brevitatis grata ~ .

fXéc_P._—id:c. l:“b"’:"]::]? et °

adzr =1
: : — Tabz=0
v me? tdo [a.d.x-—-l:] Q
atque lemma allatum nobis™ pracbet hanc aequationem ' -

—.(mtpe mt-p+m-t+n (m—~]-p—]—2n)(g+2n) ole
= pty Grmetata) Ghrn) e |

-hine igltur sumaendis logarithmis deducimus




s
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'-lPﬁlQél(m—l—p)-—'lp+Z(m+p+n)-—l(p’+n)-}—l(m+p+2_ri)ml(p—};zrzj—|—‘etc.
+lq Z(rn+q)+l(q+n) l-(m+q+"n)—|—‘l(q+2n)——l(m—|—‘z]+2n)+etc
'haecque auquahhs semper locum habebit, quicunque valmes litteris m; n,

p et ¢ tribuantur ;- dummodo fuerint positivi.

1

§. 133. Cum igitnr baec aequalitas in genere subsistat, etiam veritati -
AY .

erit consentanea, quando quaepiam harum litterarum m, n, p et g infinite’

parum immutantur, sive tanguam variabiles spectantur, Hang -ob rem con-
sidere;ﬁus solam guantitatem p tanquam variabilem, ita ut reliquae litterae
m, n el ¢ maneant constantes, ideoque etiam quantitas Q erit constans dam
“altera P vaviabitur; ex quo differentiando nanciscemur hane aequationem

d¥.__ _d_[i_‘\______i_ dp dp . “dp
__P-"""m-l—-p 131—]—p+n ‘P‘-l—n-__l_m—}—})—]-ﬂ.n ptan

e ‘ ‘ - : +m-—[~p+3n‘ .p—]-Sn_I—.Etc',“
ubi totum negotium eo redit, quemadmodum dlffcrenhale formnlae P, quae

est integralis, exprimi oporteat. - ' . )

§ 134,  Cum igitur P sit formula in‘tegralis solam qu‘mtitatem o . tan-
quam var]abﬂem involvens, quandoqxclun n. EJUS mtegraimne exponens p
ut conslans tractari debet, - demum- post mtegratlonem ipsami quant1tatem

P tanquam functionem duarum variabilium z et p spectare lcebit; unde

quaestio hu¢ redit, quomodo valorem hoc charactere (T) etprsml solitum,

investigari oporteat, qui si- mdlcetur littera H, aeqbatm ante ]nventa hanc

induet formam

I 1 1. 1 i 1 o i
P — m-]—p.—‘-;—‘,‘m:-l—p—l—n_“ —[—-n—l_m—-]-p—l-zn_- —|-2n+etc'

Hanc vero seriem infinitam haud chfﬁcultcr ad BKPI‘GSSIDI]L.D) finitam revo-

care llceblt hoc modo: Ponatur

N
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gmAp P gmtPET Cogpn gmeptan 'pp+2n‘+
= ——— e ‘ — ——efc. .
m~+p . P m4p+n - p—’r.n m-p-+2n pt2n . '

< . ) L .
32 ut facto ¢==1 littera s mobis exhibeat valorem quaesitum -z at vero
differentiatio nobis dabit :

ii.i.—- pm+p—1 — pP—1 '_‘_pm—l—P—l—n-—i . Vp_+:‘z_1 _|_ pm+P-+*2ﬂ—1
dp o ' . v
. N __UP‘-I-:Ln—-x +etc.
cujus seriei infinitae summa manifesto est
S mermigpmt i)

1—0"’ 1——‘9” ’

Hine igitar vicissim concludimus fore™ ‘ _
' —1(,m ' ’ o SR .
pP—L{p™—1)dv : : o
s= f — ( ) s

1 = p" : P oo

'quae' formula integralis a v —— 0 usque ad p—1 est extendenda; sicque

. 'hgbebimus S |
T 0 et e —1)de [ g =
| i-’":./ 1—v" [&23]:

:

g 135. Ad .valorem autem (;T_;])’ quem hic littera I idicavimus, in-

\ . vyestigandum, X principiis’ caleuli integralis ‘ad functiones duarum varia-

.bilium applicati jam satis motum est, differentiale formulae integralis

P=fXzP'dw ex sola variabilitate ipsins p oriundum eobtineri, si for-
mula post signum integrationis posita X xP—*, ex sola varishilitate ipsius P
differentietur , atqué clementum d p signo integrationis_Praefightur;' at vexro
quiz X non continet p, hic-ut constans tractari debet: potestatis vero o™
differcnliale hinc natum erit o' dplz; quam ob rem ex hac differen-
tialione orietur dP — dp/ X xP ~1 d gz le, ita ut tanfum post signum in-

tegrationis factor I 2 accesserit, ex quo manifestum est, fore - ‘ : R
. . \ " .
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-~ . \
N R .P—;i abx:ﬁ '
M=/ Xz~ tdale[2i221]

hinc igitur sequens theorema generale constituere libcebit.

Theorema generale.

n—7
N

¢ 136. Posito'])r_evitatis gralia X::;(i-——:c”) n , si sequentes for-

mulae integrales omnes a termino &= 0 ad termino x==1 extendantur,

_‘fX&:P”"'dcclm pr—‘(a:\_-——l)d. C

fXa:P"‘da: i —x"

nihil enim obstabat quo minus loco ¢ scrﬂ)eremus x, quandoquldem isti

valores-tantum a termlms mtegratmma pendent

§- :[5’7 Hoc igitur modo deducti sumus ‘ad 111’reﬁ1'atlonem hujusmodi

formlﬂamm f XagP=tdxle, in thus quanhtas looanthmlca I post sig-

nnm 111tegrat10ms lanquam factor inest, quamm valorem wpmnere 11cu1t
per binas farmulas 111tegrales ordinarias, cum git
_ _ a:P"i —1 z;l
_/‘Xw” iclaclm'-‘me” 1d.ﬁ (o™ ) =,

1 — "

mtegrahbus sclhcet ab ac__.O ad x=1 extensls, ubi brev:tatls graha po-

m—17it

smmus (1 —a™) =X Hinc mtur pro ]Jll‘lls casibus memoralnhbus_:

supra exposiiis hina theoremata parucularla derivemus.

Theorema particulare I, quo p=n.

. C L . = o
§. 138. Quoniam -supra vidimus casu p=n fieri fX " da=—s

hoc valore substituto habebimus istam~éequatibneln satis elegantem
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mn—;i (wm-——i]'da} '

me”Tidmlw:i ppa—— ,

F7

* dum scilicet ambo integralia ab o —=0ad x=1 extenduntur. .
’ L

~ Theorema particulare L, quo p=n—m.

§. 139. Quoniam pro hoc casu, uo P==n-—m SUPra ostendimus esse

-5

. o ’
o sm. —
. . R

fXa:",fm*i dm::

‘nunc deducimur ad sequentem inte
by fm"—”“"(scm——-i)dm

. mimw T [
nsin. — 1—x

grationem maxime notatu dignam

2

_fXx"‘“m'—idwla:::
si quidem haec ambo integralia abrm:o‘_psque ad z—=1 extendantur;
~ubi meminisse. oportet esse :
ST ‘ ‘ m=—n !
X=—=(t—a") = . ST . )
. ~ ' - N . - 7 ) .‘ i ) ' v ) l
o6 140 ILC probe notetur, theoréma gencrale latissime patere, prop-
-ierea quod 1n eo insunt tres exponentes indefiniti, scilicet m, n et p, qui
penitus arbiirio noslro relinguuntur, ' quos ergo infnitis modis pro lubitu-
definife licet, dummaodo §
~.yalor hujus formulae integrali

ingulis valores positivi tribuantur, ita ut semper
s [XxP~tdzxlx, quam ob factorem lx
fanquam transcendentem spectaxi oportet, per formulas i’ntegralesr ordinarias
. exprimi quest, &Iuae cum sint generalissima, operae. pretium erit nonnullos
casus speciales evolvere. | | '

1 Evolutio casus quo m==1 et 2=2.

¢. 141. Hoc \1g1tur casu erit X= Ti—wa)" unde pro hoc casu

“theorema generale ita.se habebit

t
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- ebse ‘ _
i;f$:2 sin. 2D — 2 gin. 4}@) ~}= 2 sin, 6\(}) — 2 sin. 8§ P 1~ ete,
Cum enim in genere sit
2 sin. 7 Q cos. O — sin. (n—}- 1)(1) —I—-sm. (n — 1) Cb;
si ‘utrinque per cos. CD multiplicemus, orietur

sin.p— sin. 3 O —sin, 5@)—}—8111.7 ] — sin, QCD-I-—etc
~4-sin. (P = sin. 3 O4-sin 6 O—sin, 7. —4-sin. 9 9 O —etc.
quaxe cum sit 9§ = B?UZZT&)(D , erit nune’

S"‘C-—[—cos 2@ - c05-4¢+cos.6¢ cos. 8(D+cos.iocp

— g,

Quia igitur est s —7cos. O, evidens est p031to Cb: 0, flerl de-
bere s = 0, unde colligitur _ :

C=—1+4+4 ~‘+~—’+etc.—-‘.__-—-zz;
sicque erit | '
Leos. ) =72 - 2510 o ""’—1—"“ PE— R0 et
quac series ducta in 9 et integrata Plaebet ._
S—-fB(I)Zcos.q}_._c_.c‘bzz_].q”" 2Q __sin. 4‘13__1__3&" 5513 fm o)

a3z
sin- 40 @
- = —ete.

quae explessm quia sponte evanescit posxto ®: 0, inde patet fore
C =0, sicque habebimus

-fa(I)lcos.CI)__—Cb12--]—-5(“_"‘1&1’_,._35"-@. Sin-!‘aq)__sm 8¢+5tn m@-etc.)

2% 32
Sumto igitur(b_:'g:: 90% oritur ut ante S*-""»-u---Zz Practe-
rea vero etiam hine integrale ad quemvis terminum usque extendere

licet,

§o127. Quodm formulan posterzorem Y pxaecedcmte sub-
tmhamuq adipiscemur in genere hane integrationem
29
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. ! : . . i ] " . .

._/'B(I)Ztang._tbz::——vsm.qu — 57 sin. 6 ¢ — ;v; sin, 10 O — ete..
unde patet hoc integrale evanescere casibus P == 0° et in genere
Q= im  Postquam igitur Istam integrationem triplici modo de-

=

monstravimus, ipsam Analysin, quae me primum huc perduxit, hic de-

lucide sum -expositurus.

Analysis 'éa.d_ integrationem forlmu]aﬁ f%ﬁ aIiarumun
R similinm perducens: '
§ 123; Tota hace Analysis innititur  sequenti. lem-
mati & me jam olim demo'nstratb: Posito brevitatis gratia

me—rn . :
(1—z%) » ==X, si hinc duae formulae integrales formentur

SX zb—1) et fXaxlt 0 x, quae a termino « —— 0 usque ad
terminum x —— 1 extendantur, ratio horum valorum sequenti modo
ad productum ex infinitis factoribus conflatum reduci potest

SRt~ 0w __ (mip)q (m+p-n) (g4+n) (m—+-p=+-2n) (g-+2n) of

meq'“ia;mp(m—kq) (p+m) (m--g-+m) " (p+2n) (m~+q-+2m)
ubi scilicet singuli factores tam numeratoris, quam denominatoris

C.

continuo eadem quantitate 7 augentur. Hic autem probe tenendum
est, veritatem istius lemmatis subsistere non posse, nisi singulae
litterae m, 1, p, €t g denotent numeros positivos, quos tamen sem-
per tanquam integros spectare licet.

. 129. Circa has duas formulas integrales,' a termino
xz—— 0 usque ad x =1 extensas, duo casus imprimis seorsim no-

tari merentur, quibus integratio actu succedit, verusque .valor abso-

lute assignari potest. Prior casus locum habet, si fuerit p == n,

ita ut formula sit f Xxnr—19z.  Posito enim 2" =¥ fiet
: M7z ' e .

X ::(i — y)'_n—, et a:“""i dwi=5noY
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m—1

‘sieque ista formula evadet /0y, ({ —y) » -, pariter & termino

~= 0 usque ad y —= 1 extendenda, quae porro posito 4 —y=—z

m—17n
abit in hanc formulam — 3./2 7 "7 0z, a termino z:=— 1 usque
: i
ad-z== 0 extendendam; ejus ergo integrale manifesto est —fz 7 1-753

I

unde facto z — 0 valor erit —= 5. Consequenter pro casu p—n

habebimus

abx:o I,

men_i aﬂ”‘[adx__i ——am
sicque si fuerit vel p —=n vel g —— n, integrale absolute ‘innotescit,

'§. £30. - Alter casus notatu dignus est, .quop=—n—7m,
ita ut formula 1ntegranda sit /X "=19z; tum enim, si pona-

. § @x

-tur x(i—m”)'ﬂ sive ——— =Y, p051to x—= 0. ﬁet y: 0,

(1—=")n
at p051to xr—1 ﬁet 7y —— ¢v; tum autem erit
wn-—m

Nty e —_— 1 ==
gy t—m = .n_m__._.Xx A

(1—a)

- unde formula integranda erit /y#—™3% . Cum igitur sit
& ) :

@x x¥
-—I-:‘_".y,, erit }—-— -

—y”,

unde colligitur =% == I:?—I—?’ ideoque nlawc=nly I (i-l—y”),
cujus‘diﬁ‘erentjatio praebet | |
LN T
y(1-+57)’
quo valore substituto formula nostra integranda erit

21%

=3

A5
i
sl
\’:l

S TE LT
T

Y

A A

]

5 B B AR SR e S

L ey




duci ad valorem
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f-y'ﬂ-—m“iay |
f4y® 7

2 termino ¥ =0 usque ad y == cv extendenda quae I'onnula. ideo

'~ est notatu digna, quod ab omni irrationalitate est liberata,

§. 134. Quoniam igitur hoc casu ad formulam rationa-
lem sumus perducti, ex elementis caleuli iritegi:alis constat, ejus in-
tegrationem semper per logarithmos et arcus circula_i'es absolvi posse,
tum veroc pro hoc casu non ita pridem osténdi, hujus formulae

2™ T10 2 S -
f —— integrale, ab x— 0 usque ad -z = o extensum, re-

1-}-2™

facta igitur apphcatmne plO nostro casu

7 sin S
habeblmus ‘

A -y — e, W 72 sin, mF

n n

‘quamobrem pro casu p —=n'—m valor -integralis sequenti modo

absolute exprimi potest, eritque-

S gha=0 T
fx-wn-m-iax [adac.':i]::

- o 3
nsin, BT
n

quod idem manifesto tenendum est, si fuerit ¢ —=n ~= m.

§. 132. His praecmissis, ponamus porro brevitatis gratia -

SXx?—1lgx [22;-—_1] —Pet
_ b

SXa—tx[BiE =0,

atque lemma allatum nobis praebet hanc acquatioilem

e (mtD)g | (mdptm) (pbm) | (mbpf2n) (pt-2m)
Q — plutq)  (pn) (m+g+n) (p-+-2m) (mtq-42 )

Hine igiter sumg_ndls log_arlthmls deducimus




AD TOM. L CAP IV. 465

IP-—ZO""Z(m+ p)=Ip-+l(ma-pn)~I{p4-m)4-I ma-p--2n)-I(p-+2n)+ete.

-»-l—lq-wf(n’l.—l—(])-i—l(q—[—n)»Z(J'?’J,-—l—-@'—i—??)—l—l(q»—]—u?Il)*l(??l.ﬁ—-q'-!-QH)—I—Etc.l

haecque aequalitas sempér locum habebit, quicunque Va101es lltteu&
m, n, p et ¢ tribuantur, dummodo fuerint -positivi.

§. 133. Cum ngtur haec aeqUahtas_ in generersubsistat,.
ctiam -veritati erit consentanea, qiando quaepiam harum litterarum
m, n, p et g infinite parum immutantur, sive tanquam wvariabiles
spectantur.  Hanc ob rem consideremus solam quantitatem p- tan-
quar@' variabilem, ita ut reliquae litterae m, m et ¢ maneant con-
stantes, ideoque etiam quantitas Q erit constans dum altera P va-

viabitur; ex quo differentiando nanciscemur hanc aequationem

ar.__. 9p _ ap 9P op - _9p
P mtp +m+p+zz 13—]—n+m-}—_p+2n‘. p+2n

BP Lo
-+'m+;p-—|-3n p+3n+€tc

ubi totum negotium eo redit, quemadmodum differentiale formulae

P, quac est integralis, exprimi oporteat.

§ 134, Cum igitar p sit formula integralis solam quan-
titatem  tanquam variabilem involvens,_'qﬁandoquidem in ejus in-
'tegraﬁone exp‘onens}a ut constans tractari debet, demum post inte-
'gla’uonem ipsam quantitatem P tanquam functionem duarum variabi-
liim x et p spectare licebit; unde quaestio huc redit, quomodo va-
lorem, hpc cheiractére (%%)' exprmu solitum, investigari oporteat, qui
si indicetur littera II, aequatio ante inventa hanc induet formam

Iz ! 1 _r 1 .t : _
P m+? b '—ld'm-{-;p—}-n P+n+ m._l_.?r,_l_zn- ?+272‘-=l_ etc.

Hane vero seriem infinitam haud difficulter ad expressionem finitam

revocare licebit hoc modo: Ponatur
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gy b gmiir ppte mpdIn g
T — e b Bl
p— m--p P m—1—p+n - pen - mp+2n p--21

ita ut facto v =T 1 littera s nobis ex.hlbeat vanrem quaesitum “11% s -

at vero c'liﬁeren'tlat}o nobis dabit =
%;s, —_ Um—:{-—i‘n-—-ﬂ. bt ,'_l;,vm-—HJ-l-n—i — vp+n—1+vﬁz+p-i—2nﬂ1
B . — Il ete,
cujus geriel infinitae summa manifesto est ' '
et Pt —__vp—-i (.Um. — 1) :
r—ot 4—uv"

Hine 1g1tur vicissim concludlmus fore
pP—1 (vm-—— 1) ov
v

1_'__ .U?Z

——

§ —

quae formiﬂa intecrralis a v— 0 usque ad v= 1 est extendenda-_‘

1
=

. gicque habeblmus

/ ?—1(1; —_ 1)81)[,1.,,:-_0

adv—1

P -

§ 135. Ad ‘valorem autem (-gf) quem hic littera I7 in-
dicavimus, mvest;ga,ndum, ex principiis caleuli integralis ad functio-
nes duarum variabilium applicatl jam satis notum est, dn‘f‘erentiale
formulae integralis P —= /X zP~*0x ex sola variabilitate ipsius p
" oriundum obtineri, si formula post signum integr ationis- posita Xt~ |
_ex sola variabilitate ipsius p differentietur, atque elementum B p
Signo mtegratmms plaeﬁgatux, at vero quia X non centinet p, hic
st constans tractari debet: potestatis vero xb—1 differentiale hine
natum erit 22—1 9 pla; quam eb rem ex hac differentiatione orie-

tur 9P =0 prXat—1dzlx, ita ut tantum post signum integra-
tionis factol la aooesserlt ex quo manifestam est, fore
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— abx—— 0
= fXazt—10als g

hine igitur sequens theorema generale constituere hcebit

Theorema generale.
T - . L omeE
§. 136. Posito brevitatis grava X == (4 —x"y > Y
sequentes formulae 1ntegrales omnes a termino x== 0 ad terminum

—1 extendantur, sequens aeqt.ahtas semper erit veritati consen-

tanea

'.1 __mn

Xmi’"iaxlm‘ _ pxp—i{a™— 1oz

Salad ___f "~ 1)d=

nikil enim obstabat, quo minus Joco v scriberemus &, quandoqﬁi-
dem istt valores tanfum a terminis 1ntegrat10nls pendent.

, §. 137. Hoe jgitur modo dedueti sumus ad mtegratlonem
hujusmodi formula.rum SXzP—ioxlx, in quibus quantitas loga-
rlthmlcfllm post 31gnum 1ntegrat10nls tanquam factor inmest, guarum

valorem expnmem licuit per binas formulas integrales ordinarias,

cum sit o
. —_— o
wa?‘iaxlw"meP“‘iawme (mm 1)3:&’3

{—z®

1ntegrahbus scilicet ab x=—=0 ad x =14 extensis, ubi brevitatis
m—n . '
gratia posuimus (1-—-3:") 7~ — X. Hinc igitur pro binis casibus

memorabilibus supra expositis bina theoremata. particularia derivemus-

Theorema particulare I, quo p-=n
' §. 138. Quoniam  supra vidimaus casu p — — n fleri

/X "1z — %, hoc valore substituto habebunus istam aequatio- -

nem satis elegantem ' ‘ o : .
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m”;l(m”zm'$)a -

{ =™

fxs‘cn--faa;zx.—_:g,f ,

dum scilicet ambo integralia ab 2 == 0 ad & ==t extenduntur.

Theorema particulare II, quo p:n»—m

§. 1£39. CQuoniam pro hoc casu, quo p=—n—m supra

‘ostendimus esse’

.

—

[ Xgre=m—lg g —

n sin, ™’

n
nune deducimur ad sequentem mtegratlonem maxime notatu dignam
gn—m—1t (g™ 1}z

Xxl“m”‘iaxlx__—— _
/ ‘ nsxn?’_’“?’_ 1 —z" - _’

g1 quidem haee ambo integralia ab x— 0 usque ad 'z = 1 ex-

tendantur; ubi meminisse -oportet esse

M =72

§ 140, Hic probe notetur, theorema generale latissime
patele, propterea quod In eo insunt tres exponentes indefiniti, sci-
licet m, 1 et p, qui penitus arbitrio nostro relinquuntur, quos ergo

infinitis modls pro lubitu definire licet, dummodo singulis valores

* positivi tribuantur, ita ut semper valor hujus formulae integralis |

SXxP=tgxlx, quam ob factorem ! x tanquam transcendentem
spectari oportet, per formulas integrales ordinarias exprimi queat,
quae cum sint generalissima, operae pretium erit nonnulles casus

speciales evolvere.

L Iivolutm casus, quo mo-= {° ef, n—2.

§ 141, Hac 1g1tur' casu erit X == V{f p ),undg pre hoe
casn theorema generale its ce habebit
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f ”‘Bmlm___ a?1ox xt—lo
]/(1—-—3:93) ]/(1-——3933)' 1tz
siquidem singnla haec integralea ab @ == 6 ad m——lt extendantur.

Quoniam igitur hic tantum exponens p arbitric mnostro relinguitur,

hinc sequentia exempla petlustremus,
Exemplum I quo p=1
§. 142. Hoc igltur casu aequatio superior hamc induet

formam
oxlae

f';/(i—mx) ' _f1/(1--mg) fi-{—x

ubi, integralibus h £ =0 ad x —1 extensis, notum est fieri

dx —
f'.l/(i-—-acoc)'—' 2 et‘fi—l—m 12;

ita ut jam habcamus

Jelx . [abx=07
f]/(i-——xac) -adm:i] ._[2

qué.e est ea ipsa formula, quam initio - hujus dissertationis tracta-
‘vimus et cujus veritatem jam triplici demonstratione corroboravimus

§ 143, Fundem valorem elicere licet ex theoremate par-
ticulari secundo, quo erat p——n-— M, 31qu1dem nunc ob 7= 2
et m——=1 erit p==1; inde enim ob X .._,}-,FL-—S, istud theo-

rema " praebet,

————-—amzf‘-@!«:m—?«n——--f A o -T2
V (imm;r) 2 sin T J L=

Exemplum 1L que p == 2.
. 144 Hoc igilur cast aequatio superior hanc induet

formam ' : ,

. xorle %oxE xam
j-p/(i—-mc) fmf(1-—-:m) Jitx

‘

Fol. IF. 22
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- Jam vero iniegralibus ab % — 0 ad w——1 exwensis, notum est
fore , -
20 g ot fERE o | e [ 2
fm;‘)wictfi_l_x__.i l2,
‘ . ita ut habeamus

xoxle [abe—=07] — =
'-f?[i-xa?)— adx:i] “‘"‘.22 1.

. . . - - x 0 X
-8 145... Quoniam in hac formula integrale fm-;—), al-
'gebraice exhiber! potest, cum sit =—— 1 — ]/(1-——a¢x), valor quae-
situs etiam per reductiones consvetas erui potest, cum sit "

co&lx ; . 3 x .
Sty — T VY (4 —za)lle—/Z =/ (1= @)l
positoque # == 1 erit o , '
wdxle _ B
ﬂT(I:&T).H“le:i — Y —=zz)l, ]
ad quam formam integrandam fiat 1 —y (1 — xx)—=, wde
colligitur z @ == 2z — 2%, €Ig0 2 lo—1z3-1(2—2), sicque
fiet %:g—?ru:;?, ‘quibus valoribus substitutis evit
' 0 % . az{1l—z)
+ [F I — V(i —zz)l=-+S "3
qui ergo. valor erit == Com z—I1(2-—2) Quia igitur posito
o — 0 fit z == 0, constans erit ¢ ——-}-12; fdcto ighwr === 1,

quia tum fit = — 1, iste valor integralis evit {2 — 1, provsus ut

_ ante,

§. 146. Eundem valorem suppeditat theorema prius supra

' e e — D Y . LT p— ®dx,
allatum, quo erat p—=n=—2; inde enim statim ﬁtfm ,__f—-m
”; — 4 — 12; ita ut etiam hinc pro-
deat valor quaesitus I 2 — 1.

T ]
Ante autem vidimus esse /7 T

Exemplum 1L quo p==3.
§. 147. MHoc igitur casu aequatio in theoremate generah

allata hanc induet formam

e
e

xxdmle ___ xxdx, x20X
; Sy ti—zm — — JAi—w) S

Sk
= Fae e S

B e

TR
e

=

T

Za i

a3 -
ST aoas
e
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Per reductiones autem notissimas constat esse
wxdx abx—0 A

f]?(i-ocac adoc__ =z E
at vero fractio spuria 1—_,~—~ esolvitur m has partes x— 1 -y,
nnde erit
muda ) -
_ S émw—mxTICIA— z), 7
quod integrale jam evanescit posito m—=0; facto erge x==1 gjus

valor erit =— — 14 12; guamobrem mtegmk guod qu*teumus erit
exdxle [abe=—0]
= —102

fj/(i—-—xac) ad =1
Exemplum TV. quo pz==4.
§. 148. Hoc 1g1tur casu aequatio superior hanc indust
formam
w? Qo la x® o %z
fn/ t—zx) fV(ifaFBc’) it
Per reductiones autem notissimas constat esse

Y ®33x abm=— 0,
V{i—nax) Lade=—1 3"‘"3"
tum vero fractio spuria vesolvitur in has partes & x ~— &

x
1
i R 1i1 » unde integrando fit .

ag .
f;°+;xia:3 —lmx e — (L 4= x),

ox qub valor formulae erit == - 79, His erge valoribug stubstie

6
tutis adipiscimur hanc intégmtionem

f}/"axlm abx:()]m__ %(% — 32-).

{12 20) ~r:d.oc —1

Exemplum Y. quo p= 5.
. £49. Hoo igitur casu asequatio superior banc induet

formam
@iSxle . x* 8w u““E)rn
flf(-imxﬁ“"‘" f'p’(i—-:ﬁx) f'l

SRR

B R

PR

- 4

adi g

e e T PP e
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Constat autem essc
%0 ® abx—0q o 1.8
f'|/(:[-e-x—x_) [adx::i]"_' 2.4
tum vero fractio spuria T%—'E manifesto resolvitur in has partes
3 . Ay int :
x xx -tz L4 i unde Jntggrando fit
4 5 .
fﬁ%:%x"——-%f’—l—gwm — z 11 ),
ex quo valor formulae erit == — z 4~ 12, His igitur. valoribus

substitutis prodibit ista integratio

iy
P ?

x"axlm abx——0 —— : 103-1 —
fi/(l—mﬂ[adac:i]”_mﬂ 2 (12- )
Exemplum VL qio p==6.

§. 150. Hoe igitur casu aequatio superior induet hanc

forram _
' cexSomle wfdx xida
f]/(i—xx)"'—'_—_f'l/(i——xx) f‘l-}-x
Constat autem per reductiones notas esse

fx5aac_[abac:0 “““‘?'—4-:
Yii—zx) tade——1- 3.5
. . s b . .
m e S ar
tum vero fractio spuia j5 resolvitur in has partes
b __ .58 1
x zd frxzx—x+ 1 PR

unde integrando nanciscimur
x5 g x L5 4 3
@OIE 3 8 e L 1 —
fi T % G x + 3 z
-ex quo valor hujus formulae erit

2zt =11 = z),
— 7 2; quibus valoxibus sub-

8\1’2 =t

stitutis prodibit ista integratio

xwfdxlx rebx=0 SN LY. O T R
f‘v’(i'-—xx)[adaczi:]——' . (35 12)'

IT, Evolutio casus quo m=—3 el n——= 2.

§- 151. _Hic ergo erit X:}/(i —:c.'r:), ande theorema

nostrum generale nobis praebebit hanc aequationem
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'P”‘i(a: -i)Bx

Ll AR 1

S2t=t owlz ./ (4 -—ua:a:)-*-fa:?"*iawy (1 -—a"m) f

ubl cum sit
B R S .. Ty |

I~z — a1 :-—--a:—-—m:
eut postrema formula integralis
[Pt a x
— f2P0x _J ;
| quae integrata ab z— 0 ad x=— 1 dat
1 2P~ 1%
p-=1 Az’

quamobl em hab eblrnus

e O =

Hine igitur sequentia exempla notasse _]uvablt

Exemplum L quo p—1.

§. 152.  Pro hoc .igitur casu postremus factor evadet,
1312, ita ut sit
Sozlx. ]/(1—--39.:19) ——-(—I—Zz)fax]/(l——-a:x)
Pro formula autem fa 2/ (1 s—-.:c.x) statuatur 1/ (1—2z ) == 1 —vg,
fietque

e—-27 e ]/Ci—wx):::w”:

1Fvw? v
20w {1—
atque 9 = m—@f—”), unde fiet
__2o0v{l—wvw)?®
cujus integrale resolvitur in has partes

2w .
(1_’_@.«”)2"_‘ 1-}-‘7_:'1; '—]—' Are. tang. v

quae expressio, cum extendi debeat ab z— ¢ usque ad x —= 1,
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0, alter vero terminus est v = 1; ita ut

prior terminus erit v =

d a v=0 usque ad v —= 't extendi debeat. At vero

integrale illu
illa expressio sponte evanescit posito v —=0, facto autem v = t,

valor integralis evit == %, quamobrem habebimus

fowin.y (1—as) [i2)]=—RE+12)

§ 153, - Hic quidem calculum per longas ambages evol-

yimus, prouti reductio ad rationalitatem -formulae v (41— xxz) Wa-

af vero solus aspectus formulae sozy (1 —-—~xm) statim

adrantis civculi, cujus radius ==1;

nuduxit;

declarat eam exprimere aream qu

quem novimus esse -~ T Caeterum adhiberi potmsset ista reductio

A x}/(i»—-xm} -1 x]/(i-——a"m)—l-— /‘V(i_xm
— 1 extensus manifesto dat F.

cujus valor ab % = 0 ad =

Exemplom IT guo p== 2

'§. i64. Hoc ergo casu postremus factor fit”

wox .
ST =4 — 12
sicque habebimus o

i'mawl.m.]/(‘[;wq:as), et Eﬁ}f;:: g%/ (1 -«:c'zc)
pemplcuum autem est, €S8€ '

Jedxy (L—a@)== Cm-(1w~xm)

qui valor ab ®7= 0 ad x == ¢ extensus pme'het 1, ita ut habea-

mus

alf & T —

fwaa-‘fw.]/(i_-—-mm) [ﬂdm %(g-—z_z);
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T1I. Evoluiio casus quo m==i4 et n==3.

L 156, Hoc igitur f:asu erit X :1/(1 iws)i”. unde
theorema generale nobis praebet hanc aequationem -
x?=tdzlx 2?1 Pz x?—t (x—1)0x
/;1-/(1-—9:3)2__' V(1 —a?)®’ § — z? Y
ubi postrema formula reducitur ad hane | |
21Dz
S ) ezt

ita ut habeamus
zP—toxla __ fmp—iax zP='0x
Ty JVG—ay S mee T

tcquentia igitur exempla adiungamus.

Exemplum T quo p= 1.

§. 1566. Hoc igitor casu postremus factor evadit so 7>

cujus integrale indefinitum reperitur 1-72—3 Are. tang. ﬁ/—z, qui valor

posito x == 1 abit in 573 quocirca hoc casu habebimus
) a X . [z . o a [y ‘
V{i—a®) T Ay (t—a? N
al vero formula integralis [ —————peculiarem quanutatem trans-
- V(1—=%) -

cendeniem involvit, quam neque per logarithmos, neque per arcus

circulares explicare licet.
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Exemplum IL quo p=—a2.

xdx
1+x~l—x:x-

" § 187. Hoc igitw casu postremus factor evit,

qui in has partes 1'esol‘vatur

2xax+ o x
2f1:x:—-|—-m—]—oc 2fi+x+.'x::x:’

ubi partis prioris integrale est
5](1 ~ztxx) =113 (posito scilicet x"—‘ 1)

alterius vero partis integrale est == i'avs’ quo valore substituto ha-

xoxlx xax
Vci_;s) —z(s — 3#3)/1/(

Nunc vero istam formulam integralem commode assignare licet per

bebimus

reductionem supra initio indicatam; cum enim hic sit m_—:...i'-‘et
73, tum vero sumserimus p —— 2, erit p ==n-m, Bupra au-
tem §. 131. invenimus, hoc casu integrale fore

7L 8in. T
-

ui valor nostro casu” abit in
q

v s
3vs "

] iy

3 s1n. 3

Hoc igitur valore substituto, nostram formulam per meras quanti-
tates cognitas exprimere poterimus, hoc modo

Sﬁaﬂ?l.‘}b ab a——0 — .. T
f /(1 )2 E~acl.vc:il ""’ﬁg% ([3"“ ﬁﬁ)
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Iv. Evolutio casus guo m—2 et n== &

:
§. 188, Hoc igitur casu erit X ==+7 7 (1 5% unde theoe
-t

rerﬂa generale praebet jstam aequationem .
gt—1oxle __ 2tz fat?=!(ee—1)0x
[ ==~ = [ya== e
whi forma posirema transmutatur in hane ;
/"gg?""i o (1 "'I“!E)r
=] TTxetse

‘

unde fiet . .
/‘mi’iamlmm fmf""'i'am &P“iaw({wﬁmx)
Y({—a% T - =rJs L ott A%

nnde sequentia exempla expediamus. o

Exemplum L que p== 1.

§. 4169, Hoc ergo casu membrum pﬂstremum erit Wiy fiﬁjﬁg

cujus integrale in has ‘partes distribuatar.
2xdx-4-0x

K
3 T agws T BT |
unde mansfesto pro casu x == { prod dit 3 (18 ,,{_5_%)5 quamcbrem
nostra acquatio- erit :
dxlw f

e e 2 (18

§|/(.i___w3> z( 31/.5) V/(im‘“ﬂsj
Tn hac antem formula mtegralx ob mo= 2 et n=2 3, quid sumél.

wmos p o= 4, ertp == 71 =3 pro hoc ergo casu per §. 134, vas

lor istins formulae absolute exprimi poterit, eritque
Vol, IV.. . 23
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— 2m
f]/(i—-:cs) 31/39

consequenter etiam hoc casu per quantitates absolutas consequimur

hane formam

oxlz abx—0 :
]/(i 3)[adm:1] 3V3(Z3+37)
§. 160, Quodsyhanc formam. cum_popstl'ema casus prae-
cedentis, quae itidem absolute prodiit expressa, combinemus, earum .
summa primo dabit o : '\_
Gy 7y = T
- sin sutem posteuol a pr101e subtrahatur, orietur ista aequatio,
xdxlz dxlx _ pon
[G ==y y(i—a®) ™ =

Ouomam hoc modo ad expressiones satis snnplmes symus perductz,

operae pretium erit ambas aequationes sub alia forma repraesentare,

qua binae partes integrales commode in unam conjungi queant;
7

statuamus scilicet Vms— — z, unde fit m:zz, sie-

que prior formula induet hane speciem /- —Z—ZM - posterior vero

zdolx 5’ 3

istam f———- tum ve1011abeb1mus—~—xa —— z°, unde fit 2%~

1 + z?
ideoque

l:c—‘lz-—---l(i -;—,..3):_2

o= N o
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hincque porro o
dx___ 9= zzam A=

T = :L-|-z"’“_"2‘}(1—]~z°)’

quare his valoribus adhibitis, prior formula integralis evadit

%9z =z .
i =%

altera vero formula erit

j.az 7 Z
BT T T 21/(1—1—-2:3)

§. 161. Quoniam autem integralia ab z ¢ ad =1
extendi debent, notandum est, casu @ 0 fieri 2z — 0, 'at vero
casut x 1 prodire z::oo, ita ut novas istas formas a z=—= 0

ad z— oo extendi oporteat. Quo observato prioxr harsm formula-

rum dabit ,
. %% ae— 07 wis3 T .
-fsl-]-z“ : ]/(1 +Zs)[adm ] T/é_"‘"ﬁf
posterior vero
- i?_ ;g 2 == 0" .. w13 maw
Sirw t 3/C1+53) i:,,:; z:w'_] : 3vs~ 21°

Hine igitur summa harum formularum erit

faz(1+z) 7 z ______27:13
B s s T

at vero differentia

Dz izm—1 z . SaTm
/- ( )

9zlz=1) —
23
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§ 162. Hic non inutile erit obselvassc, istum iogarith.

mum commode in seriem infinitam satis snnphcem cone
V(12"
verti- posse; cum enim sit
_--—-l za-—-’;_—;.—-zli,““"zl
1/(1+z ) Es N

erit per seriem
1 i 1 1
P 2T g 1 3ge e - ppm o etel)
i/(i_l_zS) 3 % 2z 3z La 5z )
verum ista resolutio nullum usum praestare potest ad integralia haec,
per series evolvenda, propterea quod potestates ipsius z in denomi.
natoribus occurrunt, ideoque singulae partes: non ita 1nteg1a11 pos-

sunt, ut evanescant posito z = 0,

"Exemplum IL quo p— 2.

§ 163. Hoc igitur casu factor postremus evadit

%02 (14-%) : ) el ‘ ax
STresaa qui- in has duas partes discerpitur /g a — [TT o
cujus ergo integrale ab x——0 ad x=={ extensum st == 1— 8—%.

Hine igitor deducimur ad hanc aequationem

f]/m(?ilxx) . 3]/3)/"/50833

Hic autem notandum, istam formulam integralem nullo modo abso-.

L

lute exhiberi posse, sed peculiarem quandam quantitatem transcenn
dentem involvere.

V. Evolutio casus, quo m=—=2 et n == 4.

1

§. 164, Hoc igitur casu eritX__..v(i —=7 unde theo-

rema nostrum generale nobis dabit hanc aequationem
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z?=lpxle - ' xl‘""“.iaml 2ol S
1/(1-—504) 1/(1-——-‘x1‘) .[ 1t ax’

at vere. problema paltlculale prius pro hoc casu praebet

“afbclx ke x?3x
STt — 7% zfi-l-mx

Cuom autem. sit

wroe _ T
fi»—]—axoc 5-— 12

erit absolute

wPdmin ab.i\tﬁ& _—
f‘lfL:l-—-.‘X-“) dd:_\::i] (1“12)’ -

at vero hic casus congruit cum supra §. i44. tractato. Si enime
hic ponamus xZ Y, quo facto termini mtegratloms manenty —— 0
6t y— 1, erit Ix—Llyet z0x=50Y; qmbus valoribus sub-

stitutis nostra aequatio abibit in hanc formam

yoyty . YAy -
A Tamy = —3(L —12), sive [y — 12— 1,

prorsus ut supra.

~ §. 165. Alternm vero theorema particulare ad praesentem.
casum accommodatum dabit o
JEEle - x pEoE
(4— :x.‘) 4/t txx
est vere
FEE =y (ha) =412,
ita ut habeamus | '

woxle [abe—07 ___ T
f'l?’(:l-—s..“) adm:i]"—'“—lz'

Quodsx vero hic ut ante statuamus & ==Y, obtinebitar

gylty
fV(i—w)“" 12’

qui est casus supra . §. 142, tractawss. His duobus casibus ex-

1

ponens” p erat numerus par, unde casus impares evolvi convenigt.

2o e e ¥ e TRl S
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_ Exemplum I. quo p==1.
§. 166. Hoc igitur cdsu formaula integralis postrema fiet
S 2% — Arc. vang. z ita. ut posito % == 1 prodeat Are. tap .
g %, wp prc &

I-xx

x_.f, tom vero aequatio -nostra erit

dwle ___ T
fV(i-—x‘) - ‘/‘1/(1—-&:") ’

‘integralibus scilicet ab =0 ad z-—1 extensis; ubi formuls

S V—-—.(ia ”w;—)- arcum curvae elasticae rectaﬁgulae_ exprimit, ideoque ab-
solute exhlbeu nequit. :
Exemplum IL gquo p_s

§ 167. Hoc ergo casu formula integralis ' postrema erit
2xdx
J:+mv'-ﬂfamnnjl+mm’ .
<wjus integrale posito o == 1 fit — 1 — 7. ita ut nunc aequatio
nostra evadat

2xdaxlx 3 a 2xde

-/V(iw—x“) - (] )fT/(i—-”«“"'J’ ‘
quae formula  integralis pariter absolute exhiberi mequit; exprimit
enim applicatam curvae elasticae rectangulae.

§. 168. Quanquam autem haec ‘duo exempla ad formulas
inextricabiles perduxerunt, tamen jam pridem demonstraw, produc-
tum horum duorum integralium

220 x

St Sy

aequari areae circuli, cujus diameter —— 1, sive esse -— s

brem, binis exemplis conjungendis, hoe insigne theorema adipiscimur

axlw wxdxele .
(1~—x“) f‘l/{(i-—:x:“) —— T (1 - sg)

Facile autem patet, innumera alia hujusmodi theoremata -ex hoc

guamo-

fonte hauriri posse, quae, per sc spectata, profundissimae indagi-
1nis sunt censenda. ' -




