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§. 1.

Cum methodus certa huiusmodi ‘problemata foluendi , qui-
bus curuac algebraicae requiruntur, quarum longitudo
.per datam formulam integralem exprimatur., etiamnunc den-
fifimis tenebris fit inuoluta, plurimum™ad fines Analyfeos am-
plificandos fine” dubio conferet, fi plura huius generis proble-
mata particularia omni fiudio euoluantur , fthdem tnm  de- |
mum {perare licebit, fore’ vt tandem haec myferia’ Analyfeos
viterius penetxemus Hunc in finem conflitui- formulam pro-
pofitam accuratins perfcrutari , “cnins quidem duo cafus nulla
prorfus laborant difficultate : alter fcilicer, quande m=— 22/,
vel etiam m —4n, vel m__érz, etc. quid tum formu-
la integritionem admittit, ideoque omnes plane curuae al~
gebraicae re@ificabiles fatisfacere funt cenfendae; alter vero -
et m—=n, tum enim nofira formula, pofito ¢"==z, abit
in




'“'f““""" (849) m

in hanc: —-22 ideoque“arcum circularem refert. Confiat

aAViI—rZ) °
autem iam fatis praeter circulum nullas. ahas lineas curuas al-

gebraicas fatisfacere poﬁe. .

§. 2. Vt augtem nofiram quaeftionem in genere fol-
vamus , defignemus coordinatas curnarum cuaefitarum litteris
x¥ et ¥, ipfos autem earwm arcus littera s, ita vt fit 0z
vV (8 x*+0%); et quaefio huc redit, vt pro x ¢t y einsmodi
functiones algebraicae quantiratis @ 1nueihgent1r , Vvt-inde fiat

mr—-z a
0y :/}/ .- cui quidem "quneﬁlom fatisfieri pofiet,

(x — ™)
i eiusmodi angulos w affignare . liceret, vt ambae iftae formu-~
g™t g fw _ o™ T dwofin. w
lac: dx— " veo et 0y.——= . - » enaderent
V (1 — o) VY (x—w

integrabiles. Verum nulla via patet in huinsmedi angulos in-

guirendi, nifi ipfa formula propofita ante in aliam formam ad

calenlum angulorum magis accommodatam transformetur.

. 8. Hunc in finem f{tatuamus 2" == fin. vt fiat.
. b

¥V (1—o*™) == cof. @, tum-vero erit o™ — fin: QBE, vbi brenita-
tis gratia faciamus Z==a- 1, vt fit o™ =fin. p***, vnde
differentiando erit '

m o™ 0w == (e 1) 0 @ coll O fin. O,
ita vt nunc formula refoluenda proditura fit

0§ — 2t B'EI)‘ fin, Q* — 5 0. fin. P~

Quo ' antém hoc negotium facilius expediamus , dms fequen-
tes formulas:

2 — fin. A O fin. @“'*"’f et &= cof. l@ﬁi‘ Qe
ftudio- euoluamus.

E a | Euolutie




— Jam in {ubfi dinm_vocentur redudtiones notiffimae :

= (3§) === | 1"

Euolutio formulae prioris B
z = fin. AQ (fn. P* 5 b

§. 4. Quodfi iftam formulam differentiemus , prodibit |

23 = heof. AQ (fin. q))“+‘+(m+ 1) fin. Aq)cof CI)(ﬁn )i
five

’%:f'n @ (A cof. A ¢ fin. @ —+ (2-+ 1) fin. 2O cof. G))

fin. A cof. @ =1 fin. (A +1) @ 43 fin. (7\-—1)(13 et
cof. AP fin.  — i fin. (A +4-1) O — i fin. (?\—I)CD, |
‘quibus valoribus - fubflitutis reperiemus : ;
' ’%a—qf:ﬁn Q* [(c,+1-+-7\)ﬁn (}\+I)(I)+(or+x-—-}\)ﬁn (7\——I)CD],
vnde colligimus hanc integrationem :
afin. A Q fin. O+ = (a+14+1) S0 fin. ¢ fin, (A+1) @

(a4 1 —N) 2O O fin. A — 1) D),
vbhi notetur efle 0 P fin. P* —n 0

§ 5. Ponamus nunc flatim A== a--1= T, atque
- integratio innenta plaebeblt

Z O fin. (Dn"—mfa.rﬁn (”‘*”“)(b

vnde v1c1ﬂ1m conﬁmtur

~ fosfin. m”’““d)——rﬁn ’L".C[)ﬁn (;DE'_

Hinc fi fuerit ¢y — osfin. 2=y O, valor 1pﬁus y erit al-
gebraxcus o

§ 6. Sumamus nunc in nofira integratione genemh
A1 BEZ BT, atque habebimus '

2 ﬁn
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“fin. (m—"gq) CI)ﬁn. (;,g +ﬂ)f3.r {in. (ﬂm—s f.) cp
o -—-—-ﬂfaiﬁn (m—l—n)cb’

vb1 valorem integralis poﬁworxs iam- ante: defininimus > quare
integrale prins - fequenu modo exprimetur :

/9 s fin. (”'};“)(b_ ﬁn (m"‘”‘)d)ﬁta (Dn
e, 0. 2 O i _q w , fiue
S3sfin. (Bt3t) =t Kon ® [fin. ’m+““)<b+—ﬁ'n-ﬂ<b]-
"y 7§ 4. Ponamus porro in forma generali ?\-—~I"‘""——+T‘L”§
five A==""tar  qc repenemus ‘ U
ﬁn (m"’““”)(bﬁn CI)— |

=(m+ 2n) [0 fin. (2L O 27zfa.rﬁn ("”‘“)Cb,

vbi cum pofterius integrale modo inuenerimus , prius fequend
moedo. exprimetnr :

[m —i—n)

| Jos fn <m+f“><1>—m+m i, (247 & fn. OF
. -+ fa.rﬁn @2 Q.
§. 8. Simili _modo {’tatuamus nune A =TI,

fine A =TT, atque -nancifcimur fequentem integrationem:

fin. (’“”““’“)(I)ﬁn (Dn
= (m—+3n) fosfin. (’”"“”‘)CD 3nfafﬁn (’““““*)CD,

Vnde contlndimus fore :

Jos fin. (m+‘“)¢__m+3nﬁn (m55) b fin, Q%
-/ 0 s fin. (%£27) .

i -3 e
. F

§. 9.
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§ 9. Lex, qua bhae formulac continuo vlteriug
procedunt , fatis eft mamfeﬂa, ita vt non opus fit calculum
- vitra profequi. At quo eas diftinétius obtutul -'éxpommus,

fit brevitatis gratia fin. C]:u = (D, et ﬁngulac formulae integra=
les hinc oriundae ita {e habebunt:

—

L fosfin. (A2 = % @ fin. 2 P, A
I11. fa.f ﬁn.‘(’"_’“;:_sl‘__ -—:zu> q)

o

(m—-i—n)q)_
1L fa.s‘ﬁn. (m”‘“‘)q)_,_____q) fin. (m—l— n>q)

V. f2 . fin, (m—*—w)q; =

m — 6
) m—!—sn fl] (___.._....“E)q)

S [y fin. (B D,

m—f— 57 o
V. [3sfin. (P20 G = —M;H ® fin. (22 O
fa.f*m ¢,
VL fa s fin. (m+IIﬂ.) (D — (m+mn) q)
. m+5nfasfn 2D P,
ete. etc.

§ 10. Quodfi jam in fnguhs his f'mmuhs ‘valores ine
tegralis praecedentis fubftituamus, adipifcemur fequentes mte-
grationes ad noftrum vium accom1nod1tas

L fosfin. (D O =24in.2 0,
11. fa s fin, (m_';l.-.....mt) Cp — ._¢— (fin. ('M—}-an) (D"'}"%ﬁﬂ- % q)] ,.
IIL /0 s fin. (2528 @ = 2 [fin. (%32%) <D
e 0 PR Qe 2R fin, 7
iv.




st (47 )

V. [0 B (359 ®

. — +3n [ﬁn' (m+6ﬂ>tb+m+zn fin. (ﬁ+4n)® S
N T "“i‘ 2. 3 ﬁn (mv-:'zn)q) : © M.am. 3n . mq)]’

(m—+n)m--2n) m[m—i—n)tm—i—nn}“

V. f2sfin. (B2 O
=l G0 s fin <m+“>q>

+3 :
) . BM.at Tl g 1t 7. 3N AT mt e
+gm+zn){m Sn) ( 7t )(D (m+n)(m-!—2n)[m+3n) ( >¢}
T 2R 37 4T m :
+m(m =n)y m--an) (m—!—sn) (D]
VI fa.ffn (”H'“”) CI)
m—i—sn
© am.s® Mt 61 3n. gmn. 5% e
+(m+3n) (m+4n) ( n )q) (m+zn){m+3n)lm+4n) S
s rmdean oan. 3f. 4N ST mt2n
x fin. ('—7;'_) q) -+ (m+n) (m’-—|—-2ﬂ.) {m+31?-)(m+4n) ( )q)
- LT 2f. 80 4T 5T - m:l '
m ;'m.-l-‘n.) (7 d~en) (m--3n) (m+an} {m—{—sn)

Cl’C. etc.

- vbl tantum meininiffe 0p01tet effe '® — fin. CDn

§. r1. Hae formulae adhuc concinniores redd1 pos-

funt ponendo ™ =—k, vt fit ® = fin. P, tum vero fequentes
n .

ouentur formulae mtewrales

I fasﬁll.(k+1)®__ kaD fin. 2],
-

11. fasﬁn (k+3)q)__-ﬁn d) [ﬁn. k+2)<1)+ fin, k §],

III. fa.rﬁn. (k+5)CD

__ fin. *
T (k—+2)

fin.

k(h—H)ﬁn kq)]

Noua Aéla Acad. Imp. Se.T. VL. F 1v.
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IV. fosfin. (b + )P
mmWﬁn@+®¢+#Jn@+@® |
7 L—*“S) ﬁu.(k+z)<1>—+-_£-*—3—-——ﬁn.k¢}

Bl -y -2y

1

G
fasﬁn. (k+9) P’
fin. (k—+ S)CD—!——_-_ﬁn. (k—a—ﬁ)d)

fin. Q* ) fin. (k) P+ = ﬁn G2
= n(k+4): m o 4) (J'a-i—rltk+2-)Lk+3)
: B : I. 2. 3.
7 7 o ¢1ﬂk+ﬂﬂik—-}-r:~}{k+ag ﬁn. k CD 2. :
VI.fB.rﬁn.(k—;— 1) P e

ﬁn._(k+1o)q>+__ﬁnn(k+8)® .
fin.(h+6) P+ 7 fin. (L+4-)CI>

O VP
ﬁn (D UH—3) kw:) gkfznkﬂwk—:—ﬂ
?1 k—i"' e 2. 3. 4.5 . .
( 5) lk+x)‘,k+2]{3ﬂv{wj]tk+4)ﬁn (k+2>(1)
+ T fin. &k O

Hik 41} (k-+2) | RA3) 1kt 4

§. 2. Hinc igitur patet, fi ; denotet numerum po=

fittuum quemcunque, generatim integrale huius formae:
[ 35 fin. (kA= 27—+ 1), adtu exhiberi pofle: legc enim pro-
grﬂ{ﬁams probe obferuata erit :

fa.rﬁn.(k—-{—-zz—l—-l)tfp : S
fin. (k+2z)(}')+_——__ﬁn (k—r—az—-"—,)cb

__ fin. Q* i
_—-m ; -+ U{—i—-l-—-a)‘k r‘i—-l)ﬁﬂ. (k"l’" 2Z-—-+) q) .
‘ s (= E - fin. (k-+ 2z-—6)¢+etc

Ue—t—n-—-s)ik—i—;—-znk-e—
Vbi tantum obferuetur haec 1ntegral11 quandoque incongrua
fieri poffe , guod euenit , quoties in denominatoribus ‘harum
fra@ionum factor. quispiam nihilo fit aequalis , fiquidem his

ca,ﬁbus integrale non amphus erit algeblalcum. Hoc autem
‘ con-




C43)

conting@re 'potérit"," ’q‘uoties k, hoc eft ™ f'uerlt vel =0, ’Vel
numerus -integer negatinus, ipfi ; aequahs vel mmor, fin at=
tem ‘ifte ‘valer ‘megatinus -ipfius & fuperet.: %, mem(natum 111c0m-
modum non amplius erit metuendum :

Euoluuo fo1mulae poﬂemons ,‘
% == cof. A fin. [t

§. 13. Quodﬁ haec formula diffefentietur ,. prodibit
o3 = fin. Q" [(a+-1) cof.P.coll A P — MMin. @ fin. ?\CI)]
- Lum&uncﬁpm49tas redudiones Jﬁrﬁﬂf‘wrmfmf R
ceof P ol A Pr=icol. A —1) P+ cof. (k- I)CD et
fin. @ fin. AP == cof. (A — I)QD———cof 1) P,
his fubfhtuus peruenictur ‘ad hanc formam :

_ %aif? — fin, @a [(a—r—x-—-?s) cof(h—1)®+(rx+1+?\) COf(n‘i—I) Cf)] 5

vnde deducn‘ur ifta integratio :
-, 2¢ofA P fin. Prr = (aH-I —2) /D <J> cof (A— I) ® fin. c,b@
, +(oc+x+?\)faq3cof(7\+1)q3f11.

| § 14 Quonlam 1g1tur fupm v1d1mus effe a(})ﬁn CD”"'
"=—#nds, Ob a1 :%:L ,» ifta integratio ad hanc formam’

i redibit:
: 2cofhd)ﬁn.@)"__n(%w—-?\)famof(A--x)qb
] —-}—ﬂ(k-{—?\)fascof(?\—f-;)_cp, |

€x qua deducimus

- f9scols (A+i)¢*' cof. A Q fin. O .

(R A}

RS9 cof. (A~==-I)(D
F 2 §n 5.
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§ 15. Ex hac forma generali iam derizemus cafus
fpeciales, vt fupra fecimus, ac. primo quidem fumamus A=k,

_vt obtineamus _iftud quaﬁ principium fequentmm 1ntcg1at10- '

num , {cilicet:

I /9 col. (k+1)(1)__ﬁ:] f]cq)

Sumamus nunc A— 1 = k-1, fiue A=k 2 et mtegmtlo

 generalis dabit

11 fa.rcof (k—f—g)(b

L ﬂﬂ(ll’ldfl) cof (k+2)q>+ fa.rcof (k—i-I)(D

Fiat nunc A — 1 =%k - 3, fiue ?\__k—:-4., ac prodlbnt
4L fascof. (450
__ fin.®*
fz( +2)
Sit iam vlterius 'A—-—I_._.k——}—5, fiue A—=k-+-6, ac prodibit |
IV. /35 cof. (k+7)¢> '

h) cofi (k+-6) O —r—k+3f3: Cof;‘(k—-}-S) (D |

Sit porro ?\.—-I__lc’.—i—"'7, fiue A-::k-l—s, ac ﬁet }
V. foscof. (k4 9) D B

;En i)-~—-t:of (k+8)q)+—fa‘ COf (k+‘7)¢):

etc.- ete.

§. 16. Quodfi iam in fingulis formulis integralia prae-
~ cedentia fubftitnvamus , nancifcemur fequeites integrationes:

I f9 s cof. (& I)@—_ﬁ—l:—]?— ok O,
11,




(4-5) ]

II f"’scof(k+ 3)(}};{13—@—]}:0{ (k+2)¢+kcofkq)]

(k

111 [0 cof. (k-—i—-S)CD |
E N hl ﬁl]
mn(k-a—z 2

IV fa.r cof (k-!—-])d)

B e cofka g

klk+ )
__.fin, (Dk
ﬂ(k+3)

-

===k cof. &+ 23‘13

1

cof (].:+6)CI)+ __cof (k+4.) j

‘1.2, 8 ﬁﬁ{’ﬂg

(G T
Vfaxcof(k+9)q> .
' cof(fc-}-s)(b +k+ cof. (k-l—G)(b
=an) e, ¢§
' (k+!){k+2){k+3)

+k (k»-r-I; 1:—?—:)(!&—+-s] COf k(b
VL fascof (k-{—n)cp

‘ COf (k -} IO) (D-{-— COf (k+3> (-D
__ fin. <I>" g 8

+ue—+ﬁﬁ"+_) cof. (k+ 6) O

ﬁ(k—}- 5) Sy yrwry fk_"‘_:“k_ﬂ) cof. (k—+ 4_> o
, + tR+1) 1 kz-ié'sz]?kff-?ahk_g_‘”COf (k~+2) q)g

} T. 2. 3.4 5 .
~+’*m+xuk+~znk+auk+4) cof. kC})
etc. _ etc, -

quae formulae 2 praecedentzbus hoc tantum d1fcrcpant, _vt fi-
nus angulorum hic i coﬁnus ﬁnt transmutau

F 3 | . | § 17
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§. 19, Ex his igitur cafibuis fa_cllc deducxmus ,{equen-
tem formulam integralem: - 1 ¢

SSfFscof (i@ D gy

(cofs (k-+=24) C;D + m—_-cof (k—i— 2{—2) CI)
[k+i£-a[-1.;111—}i—i-—1] cof. (k- 21— 4) O ?

(f—o}{iemxli, '. Lo cof dep_‘zz_.vd)@f)

(k+z—suk+1—¢uk+1~n

étc.

His lgltur duabus formulis genelahbus euoluns quaeﬁmnem
propoﬁtam fequcnn modo_facile “refoluere Ticebit.

Pmblema. ey
. Inuenire. curuas algsbmzm;, quarum Zongzzudo it exprz-—
mamr s U eius arels, quicungue indefinitus ,f‘ 73
AV e F T

1/ (x— v“‘) oL RN

_ . .Bolutio. = -

§. 13 Quaelatur primo angulus Dy vt it fin. P =wt,
ideoque cof. O =/ (x — +*™)y tum vero, poﬁto bleuuws
gmtla =k flet’ 0. =} 0 Ping GDk"“l,) quod cum fit ele-
mentum . curuge, fi- coordmatae mthogwaies vocentur x et y,
in igenere habebimus 9 x == dscofiu et idy == ds ﬁn L@, quans
doqmdem hinc prodit’ ax ~+— 0y =0 o

_ §. 19' Totum negotlum ergo huc 1ed1t cuinsmodi
~ angulos Pro @.accipi oporteat, wt. binad iftae f@rmulae diffe-
rentiales euadant integrabiles, id quod oftendimus femper fieri
fumendo 0w == (fc—lr- 2i4 1), ita vt fit
Cx=foscol. (k4 2 z—T-I)Cb et
=/ 0s fin(k2id+1)P;

tum
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tuny enint habebimus fequentes formulas algebraicas &
’ - 'cof(k+2z)$+(k_i____cof (k-a—-zz-z)fb"f
fin. O e ar—rl COf (k+2i— 4) ¢

(k+z—xa {k-—i—z—.-)

— : oy T — b — ) — ?
n 1 (k—+17) e e _cof. (}'+2z 6) P
z(z—:)(z—a)(z——o) -
e +1k+z—~x)(k+z——”](k+:-—-s)(k4z 4}‘C0f Ck+2z 8)4)
© etc.
et
{in. (k—b-zz)q}—i—(k_l_z ﬁn (k+ 2i—2)P Y
(H—1) - — )
—_ fin, q)k +(k+zi-n th—1— ﬁn (k +oi—g P y '

T n (k=) %iﬁﬂ_ligil};;},i:(;)_,_z : *111{*”"'2*24‘"459@ N

Ty

+ i [2_._1'1(1-—2)[1——!—3) ﬁn (]c-}—21“"8)q)

lk+z-u[k+z~—-ﬂnk4«.-—3){1{—1—2 4)
etc.

vbi loco 7i.omaes. nmumeros integros pofitivos ; ‘a o in infini-
tum vsque; accipere licet; vnde fequentes folutiones fpeciales
euoluifie inuabir. . o o
I Solutio fpecialis,
‘qua ¢ —o.
§. zo. Hinc igitur refultabit folutio- fimpliciffima, am-
bae enimn coordinatae x et y ita exprimentur vt fit
__fin. Q" cof. k@ ___fin. Cbkﬁn kqb
ety =— >
. nk - nk

quae folutio femper eft reahs, nifi fuent k=0 , tam autem
dv o®

foret quoque m—o et ds = vade

o ?
v/ (1— o ”) n ﬁn.(j)
fit s—1% Jtang.2Q, ficque arcus per fimplicem logarithmum
exprimeretur ; tales autem curnas algebraicas nullo medo ex-
hiberi




mememee (4.8 e

hiberi poﬁ'e fat1s eft euictum. - Caeterum. .pro. . omnibus, reliz
quis cafibus , quemcunque valoxem muonalem habuerit. £,

femper erit

XX —Iffy.i

fin. (D”‘- - gtk R

o— = ,
nkk nnkk = mom

m.

ideociue “chorda Y (x x —1—}}) — .
"

L So]uno {pecialis,,
qua i== 1. oo :
§ 21, Hoc 1g1tur cafu ambac coordmatae ita erunt
expleﬁ'ae :

e ,———-——z(k+1) [coﬂ(‘k_,—.}«.g)q,)—%-];_coﬁk@] et
—_— f‘ . o ; 3 e e m w =
n(k—~+ 1) in. (£ 2) q)+k fin kd)]_,
vnde conficitur chorda
— fin. CD”“
1./(""-"' -.I"J’J,’)_ - (k—}-l) ]/( -——-—+——-COf 2(1)) fiue
o™
s (m—{—-n)

haecque folutio femper valeblt, praeter duos cafus exmpwn—
dos , qm {funt vel k=0, vel k= — 1.

Y(xx+yy) = 1/[(7)1—]—11) ~——4mﬂru“]

III. - Solutio fpecm is
| ' - qua i 2, '
§. 22. Hoc igitur cafu ambae coordinatae erunt ita-

expreffac: -
X =




e (+9). '

__ fin.
Tz (/d—l— 2) [cof k+ 0

= cof. (b2 —]—-—-_— .—.cofk :Iet
e cof (it 2) - ¢

NN

n(k-+ 2) |

i fin. (k+2 CI>—I————--~ﬁ11 kdb]

-k—i— ) (k—=-1)

Hic igitur tres cafus excipi oportet, quibus hae formulae. ces-
“fant effe algebraicae: piimo fcilicet fi £ ——oj; 2% fi k=—1;

30- fi k: — 2. ]

IV." Solutio {pecialis,
qua i =—=3.

§. 25. Hoc igitur cafu ambae coordmatae fequentl B

‘modo 1epeuentnr expreflae :

. fin. Q*
¥o= X | cofl (k+6 -+— co['. k-
D) k+6)O ( 2P
3 e 2 ol ]
Y k-+— col:( +2)®+ k+2 k+1x kco P
—_ fin. CD fin. (L -+ 6) CD—{— ﬁn. (k-4 O
ﬂ(L—i—g) _
3 . fin. (k- 2)(1)—}— 2L ﬁn’fcq):l
k2 k+1 k-2 k+1 K -
Hae ergo f'mmulde quatuor cafibus elunt mutzles 1% k—o;
Sk —u1; 3% k= —2; 40 k._.—:;, quippe - quibus

ter.miui in infinitum: excrefcentes abirent in arcus circulares,
-neque igitur formulae amplins effent algebraicae.

Noua Aéta Acad. Imp. Se. 'L V1. - G - V.




V. Solutio fpecialis,
' qua 7= 4.
§. =24. Hoc igitur cafu coordinatae fequenti modo
exprimentur :

fin. (k-4 8) O~ 2 ﬁn.'(k.-l—'ﬁ')@-

k+3 _

_ fin. O "*—ka,_s-ki_g-COﬂ(k—in-)q) |
b X ' 3
ﬂ(k-i—zi-) 2 +kff~3'k—3i'—2'k:—IC0f' (k—P-E)CD

a4 e rxeal Py T )
k—r—s"k—i—a'k%—r'kCOﬁkq}'

fin, (k= 8) P 4 2 fin. (k + 6) o >
et fin, (k4D

43 " k2 <
i e e - 0 (e 2) O
SR 8 2 fin kO

Rt+32 k42 k41

+

fin. O
‘”(kﬂ’*“‘i‘). 7

. 3 r 5 ) .
«bi manifefum eft has formulas, praeter quatuor cafus ante
notatos , infuper cafu k= — 4 fieri-inutiles. '

Corollarium.

| §. 25. FBxceptis igitar cafibus guibus & aequatur nu-
mero integro negatiuo, methodus noftra femper fuppeditat in-
numerabiles curuas algebraicas ; neque tamen idcirco haec fo-
lutio pro -generali eft habenda, cum etiam cafibus memoratis,
quibus numerus folationum noftrarum limitatur', nihilorminus
infinitas folutiones alils methodis affignare liceat; vbi quidem
T © femper excludi oportet cafum k=—o; quippe quo <certum
eft unullas curuas algebraicas fatisfacere poffe. Innumerabili-
‘tatem. folutionum , pro cafu A== -1, oftendiffe operae erit

pretium. |

Fuo-
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Euvolutio cafus .
quo k= —r1.

§. 26. Hoc igitur cafu nofira methodus vnicam prae-

bet curuam algebraicam, his c00rdmaus contentam: ¥ =—%. Jf;j g
et y =%, quae ergo eft lmea redta axi parallela. Cum au-

tem fit B.r_nﬁn'q), erit s —=— L cot. ®; ficque omnes pla-

ne curuae algebraicae reQificabiles hoc cafu. fatisfaciunt. Sum-
ta enim ‘quacunque tali curua, cuivs arcus s per formulam
qlgeblalcam exprimatur , femper affignari poterit angulus
vt fiat —I cot. q}_s, vide patet praeter lineam rectam quam

mucmmus, omnes plane cuﬁm—rﬁéﬁﬁtz{bﬂeﬁmsfaterefi*ﬂ*"""

- Corollarium.
§. ew, Cum igitur formula noftra differentialis 05 —

femper abfolute euadat integrabilis, quoties k
1/(1 fz)”)

m

-~ fiue =, fuerit vel numerus-.ipteger pofitiuus par, ‘vel etiam nu-

merus integer negatinus impar; manifeftum eft his omnibus ca-
fibus omnes plane curuas algebraicas reificabiles perinde effe-

‘fat;sﬁuftums , ideoque reuera his cafibus infinities plures cur-

vae. algebraicae noftro problemati fatisfacient, quam noftra
methodus nobis fuppeditauit. Verum etiam, dummedo £k fit
numerus negativus integer , femper innumerabiles curuas al«
gebraicas affignare licet, quod pro cafu & — - 2 oftendifle
fufficiet. - - ‘

Euolutio cafus
quo k=—=—z2.

§. 28. Hoc igitur cafu méthodus fuperior duas tan-
tum nobis largitur curuas algebraicas, fcilicet:

G2’ ' .7 1%)




= (52)

o —_— eof. o] — fin. e

X = 2 n fin. P2 ety — ~ ou i @2 ?

0 _— 1 I — Jine® o.q)
2% & == — re (X acof.z(I)) et y = —Jr2s.

Cum autem hoc cafu fit s = “7"? , fatuztur cot. P =1,

eritque fanq)z — — 0, ideoque Bs———mffcp ,» quia vero eft
ﬁn.(l)_,m] fiet 05— 201y (v ~-11), quod cum fir

elementum arcus parabolici, nuper iam demonflrani infinitas
curuas algebraicas fatisfacere, atque hoc idem quoque tenen-
dum eft, fi littera & cuicunque numero gmpari negativo ma-
iori aequetur. :

Scholion. |

§. 29. Ex his iam facile colligere licet, etiam in ge-
nere pro omnibus valoribus lpﬁusklcueu infinities plures cur-
vas algebraicas effe fatisfaduras , quam mettiodus noftra nobis
fuppeditat, etiamfi adeo innumerabiles exhibeat. ‘Interim tamen
duos cafus excipi necefle eft: alferum quo k=—o, pro quo
iam notanimus, pullas plane curuas algebraicas fatisfacere; al-
terum vero quo k£ =1x; cum enim fit ds == X3, arcus s ipfe
arcui circulari aequari deberet, cui covditdoni folus circulus

" fatisfacere eft monftratus , id - quod etam nofirae foluticnes
‘manifefto declarabunt.

~ Euvolutio cafus
! © o quo kI=r1.
§: go. Pro hoc ©rgo cafly folutio fpecialis pr1ma prae-
bet has coordinatas:
¥ =1 fin. Dol O &t y =1 fin. O~
Cum igitur fit
x_—_iﬁn 2@) et "—in(x — cof. 2 Q) erit,
L cof 2 Cf) =L,

‘

additis
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additis ergo quadratis erit

xx+(--—~y) 4”’
quae aequatio manifefto eft pro cnculo.

§. a1, Secunda vero foluuo fpecialis pro hoc cafu

nobls dat : L
' o x:fﬁ(cof 3(D+C0f®) ct B

=9 (fin. 5 O 4 fin. ),
quac formulqe per redultiones notas abeunt in has:
anx —fin.gP et guy—1—cof. 4.,

'***ideoque cofe 4 Q=1 — 4 my.  Additis igitur quadratis orictur
| 6nnxx—-(r— 408y =—1, quae itidem eft pro circulo.
§. 82. Simili modo folutio fpecialis. tertia praebet
=22 (cof. 5 O+ coft § P cof. Q) et
y:f”‘ q’(fn 5 ¢+ fin. 3 @ + fin. D),
quae pariter more folito redufae dant 6nx — fin. 6O et
6ny—1—cof. 6D, ynde fi augulum 6 eliminemus, ma-
mfeﬁo refulrat aequatio ad circulum.
§ 33. Quin etiam boc idem in geuerc oftendere 11— ‘
cet ,, quandoqmdcm fumto k — x reperitur '
col. (2 i 1) P+ coal. (2z~—1) [o)
¥y 4+ coft (20— 2) P coft (2i— 3) O
~-etc. « . o . Fcoll D
| ' fin. (284 1) O fin. (27— ) P ;
e +ﬁn.(2ii—-42)®+"ﬁn;(25-—-—3)43‘;-
“ e B s e e ~+fin. Q, )
Redudtionibus igitur adhibitis colligetur fore -
: G 3 © an




29 (ft 1) == fin, (2i~+2)P et
2 (i~ 1)y ==1 — col. (2i—2)],

vnde patet curiiam fatisfacientem perpetuo manere circofum.”’

Scholion. | -

§. 34. FEuidens autem eft, reliquis cafibus omnibus
folutiones methodo noftra datas maxime a fe inuicem effe di-
fcrepaturas , atque adeo continuo ad altiores curuarum ordi-
nes effe afcenfuras. Interim tamen, etiamfi folutio noftra infi-
nitas praebeat curuas fatisfacientes, nullum plane eft dubium,
quin praeter eas innumerabiles alise reuera affignari queant,

quemadmodum pro cafibus, quibus curuae debent effe recti-.
ficabiles , idm fatis eft oftenfum. Eandem folutionum mul-

tiplicitatem infuper alio cafu, quo k=3, declaraflfe ivuabit.

Fuolutio cafus
quo k=

§. 35. Hoc quidem cafu noftra methodus infinitas

exhibetr curnas algebraicas; verum praeter illas fequenti modo
innumerabiles alias inuenire licebit. Cum enim fit ds= o Pfin. @7,
“erit 0 J::"q’ (1t —cof. 2Q), quae formula llOblS fequentes

~ valores pro x et 0y diffumendos fuggerit :
dx=22(z —cof. 2 ®)-cof. A et

B_y“*aq’(x-—cof 2 @) fin. A ],

quac formulae manifefto femper mtegranonem admlttent, folo
caflu A —— -2 excepto. < Quodfi enim reduciones notae in
fubfidium vocentur, proueniet

4;;’”: 2 cof. A@—cof(?\—P@@—COf (7\—2>CD et

_%g,___p_ﬁn )\Cpn—ﬁn. (A4 2) O —fin. (A —2) O,
quac




(55) ===

quae ergo formulae integratae nobis prasbent

) e fin A g3 " Jin.(h—2)0

O ) it L MR, )e;
- __._'-E‘-CO'-' d cof. 1A -2 . eof. (A —2

4ny = " ke = el

. § 36. Quoniam hic pro A non.folum omnes nume-

yos integros , verum etiam omnes fractiones affumere licet ,

euidens efl iftam folutionem infinities latins patere’, quam fu-

pra exhibitam. Quin etiam manifeffum eft iftas nouas folu-~
tiones omnes a {fuperioribus penitis efle dinerfas.

b §. 37.. FEodem modo cafus tra@ari poterunt, quibus
b litterae % valor integer pofitinus quicunque tribuitur , propte-

I

Y. rea quod poteflatem fin. OF femper in finus vel cofinus fim-
' plices refoluere licet, quae partes deinde tam in finus A
quam ia cof A dultae euadent integrabiles, dummodo A Q
mou tale fit multiplum ipfius @, cuiusmodi ex illa refolutio-
ne {unt natae. :

% 38. Quoniam haec maximae funt generalia atque
«©b hanc ipfam -caunfam :mmajori illufiratione indigeant , refera-
mus formulas fopra inuentas ad cafum quempiam {pecialem et
in curnas algebraicas indquiramus, quarum arcus. filue per ar-
cum coruae elafticae /2%, fine per applicatam eimsdem

V(1 — %) 2

curuae, J ﬁ), exprimatur.
Exemplom 1. ,
8. 59. Inuenive curuas algebraicas , quarum avews fis

R = S w_i.f_ﬁ. | -

Cum igitur hic fit m — 1, et n — 2, et k=1, i
de folutionum {pecialium fupra datarum prima nobis ‘praebe-
bit x =coliPyfin.® et y—=fin.i Py fin. . Quo nunc
hinc angulum @ eliminemus , quderamus X x <-Jyy =— fin.
ef 2 xy = fin. O fin. O colt 3 § = fin. P*, eritque

o

: . : 2xy
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axy = (xx-yy)P°, quae ergo curua eft ordinis quarti et
fub nomine Lemnifcatae cognita, cuins adeo omnes arcus pari
_modo, quo circulares , intér fe compalau Poﬁe iam dudom
1 Geometris eft oftenfum.

.

§. 40. Simili modo fequentes folutiones fpeciales per-
ducent ad alias curvas algebraicas einsdem indelis, quae aue
tem ad multo- altiores ordines aflurgent, quas h1c 1dc11c0 fu-
fius euoluere fuperfluum foret. :

Exemplwn 2.

v UFU

g = ="

ch igitor eft m— 3 et n== 2, 1deoque k=i, vnde

fpecies prima pnebet _ -
' ’ 3

x = i fin. q)“ coli® ety —1 ﬁn."(I)"‘ fin. 2,

vade erit - ' -
9 fx x—yy—=fin. @ et

18 ¥y — 2 fin. & fin. $ O cof. O == fin. (Ds fin. 3 (D
Cum igitur fit fin. '3 O = 3 fin. ® — 4 fin. <I>3 erit

18 xy — 3 fin. (D'*%%ﬁl’l.__@s | ' K

hinc porro
3 fin. @ = 18 xj—[—-gzq. (x x -—l—yy)” fine

fin. @r =6 ¥y - 108 (¥ )"

Hinc igitur deducimus binos valores pro fin. @™, vnde’ nafci-

tut fequens aequatm.

216 [xy+13 (x x=4-5 )] = o* (xx»[-yy)‘*
quae aequatio affurgit ad ordinem duodecimum, videturque efie
fimpliciffima ,. quae- huic conditioni fatisfaciat.

§. 4x. Inuenive formuiam algeémzcaﬁz, cuius arcus i

Scho~
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] Scholion.
§. 42.- Principia autem , quae hic fabiliuimus, quae-
ftionibus ‘multo magis complicatis refoluendis fufficinnt, quem=*
§ admodum in fequenti problemate adhuc fumus oftenfuri. -

+

{ - Problema magis generale,

\ Inuenive curuas algebraicas , quarum arcus indefiniti s iia
exprimaniur, vl fis -
- ™10y
: § =

‘.- ]/(I — "U2 n)

(@ -+ 50" 0" - d O etc.)

. Solutio, :
' §. 43. Quotcunque terminos ifta expreflio contineat,
' fufficiet folutionem ad tres terminos accommodaffe , quando-
quidem hinc facile perfpicietur ,. quomodo calculvm ad quot-
“cunque terminos -extendi oporteat. . Statuamus igitur vt ante
o" == fin. O, ac pofito ™ —k, quia inde fit ‘

a—I 7,
LA VY PG kN

Ja—on
. pro noftro problemate habebimus : o

L =12 Qhn §F* (a — b fin. ¢° - ¢ fin. 2.

F §. 44. Cum nunc hic habedmus tres partes, in qui-
bus exponentes ipfius fin. O funt £—1; k1; k433
qui binario afcendunt, ponamus pro parte fecunda o=k

ac pro tertia k —— 4 = &”, vt ternae noftrae partes fiant

'Y e @30 £ PE— Bod i R—I cd® Bt ey i
3 | 05 == ¢2% fin. OF 7 - 2 fin. O fin. @ .

b s e . . . ) L .

Has igitur fingulatim multiplicermus per cofinum et finum eius-

| - “dem anguli (k4-2i—-1) ®,. qui pro parte fecunda erit

1 Noua Acta Acad, fmp. Se. T. VL - H (4
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4~ 2i—1), pro tertia autem (k”—-2i—3)P; vbi tan-
tum notfari oportet numernm integrum # ita accipi debele, vt
vltimps numerus .2 — 3 fnaneat pofitiuus.

: §- 45. His igitur conflitutis ex formula ds prosfus
¥t fupra determinare licebit eclementa coordinatarum o x et
2y, ponendo fcilicet

Bx:arcof (L-+—22—i—1)(}) et
0y =0 s fin. (k4+2i4 1),
' quandoquidem hinc fier 9 4° ~ 05 == 0.s° > vinde térnis partis
bus pro- 95 fcribendis ipfae coordmatac ita exprimentur:
2SO fin. PFTF coft (k424 1) O
y—=1{ L[ 0P PF¥—* cof.‘(k’ﬁl— 2i—1) Py,
L 0O i QT cof. (B - 2i— 3) O
(2P fin. QF— fin. (k2 1) O
J =2 0P QY i (M i — 1) S
+ /0 fin. Q¥ fin B 427 —3) O
Vbi integralia ﬁugu]arum partium per formulas fupra §. 13 et

§ 18. exhibitas aflignare licet, fiquidem ibi dedimus integra-
lia. harom f'onnularum ‘

S0 s fim (&+2z+1)¢) et foscol. (k+-2i— I)(I},
exifiente s = 22 fin. Pt

_ §. 46. Cum igitur hic loco 7 innumerabiles nume-
ros integros aflumere liceat, manifeftum eft etiam pro hoc pro-
blemate infinitas exhiberi pofle folutlones, i modo excipian-
fur cafus illi fingulares, quibus quispiam denominator enanes-
‘cit, id quod euenit, qumdo k vel cyphrae, vel numero nega-
~ tivo
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tino integro aequatur. Caeternm hoc problema exemplo par~

I ticalapi illuftrafle inunabit.
~ Exemplum.
§ 447, Inuenive curvas algebraicas, pro quibys St
—— ey ° W2 AW
| = a2 ebeden.
: Hic ergo erit m—1; n=—=1 et k=1, ideoque &' =< § et .
V=75, quamobrem ambae coordinatae in genere ita expri-
mentur :

(. afoQeof(2it-2)P )
¥r— < —tbfaQfin. @ cof (2 it 2

DA
~+¢ /0P fin. O* col. (27 4 2)@5

af3Pin. (2 i+ 2) P, -
= g—l- /0@ fin. ¢ fin. (27 - 2) CD% .

~+¢f0Q fin. QP fin. 254 2) P,
“'Vbi autem notandum eft numerum ; vnitaté maiorem capi de-
bere , ne 2i— g fiat negatinum.

§- 48. Quo igitur curvam fimplicifimam fatisfacien-
tem nancifcamur , fumamis 7= 2, atque formulae integrales
' pro coordinatis erunt :

x—=af0dcol 6
{ ~~& /9 fin. (Dﬁcof.ﬁqb
~+c/0Qin. P col. 6D et | \
v‘ : y=afoQfin. 60O
~+4/0Q fin. @ fin. 6 O
¢ /0 ] fin.' O fin. 6 O. o -
Iam pro primis partibus eft k —1 et 95— 2, vnde erit | h
- CH e . Sfos




ool (G0 ) e

fa.rcof 6(]) fa.rco{'(k—]—s)cb '
~—f’” ¢ (cof. 5 CI)—I—COf 3®+C0f (D) et ;:‘"= N
fasﬁn 6(]) fBJﬁn (L—} 5)@ ﬁya

_:M (fin, 5 O~ fin. 3 4 fin. O)
gni valores reduéti dabunt : ' .
fa,rcoftSCI):éﬁn 6D et '

S oTin. OLp:_—.,-ggI——cm 6Py
guas formulas per quantitatem @ multlphcau Opt}lfet‘.

§. 49. Pro partibus fccnnd:ts habemus ds==o® ﬁn (I)
et £ —= 13, vode papcifcimur :

. fo®fin. ¢ cof 6P __.f-a-k-s cofe (k300
"‘ﬁ”" ¥ (cof. 5. D45 col. 3 D) et
fBCDﬁnCI)ﬁn 6 p—= fBJﬁn (k-+-3)P
=2 (fin, 5 O~ fin. 3 D).
' Prior forma ob fin.¢* —3fin, Q)—«ﬁn 3@, tranfit in hanc:
" foscol 6P =5 [oﬁn.CD cof.s P —fin.gPcoli 5P
A+ fin.Qecofig O —ifin.gPcofia ],
idegque

faJcofG — X (— 2fin. 4. +  fin. G'q)-—iﬁn.sd))-
| — — & fin. +<D—l—nﬁn 6CD——5ﬁn.gq).
Simili modo habebimus : '

S0 fin. 6 O =4%[3 fin. P fin. 5‘(I)~—-"fn 3¢ fin 5O

| 4 fin. ¢ fin. 3(Dm—im 3(})], V
ideoque

fafﬁn 6 =23 (2cof. £P—{cof. 6®+cof 3@) |

= -t & finog4 O — & fin. 6Q)+3aﬂn 8-
§ 50,
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§. so. Verum in hoc negotio formulis f{upra datis
penitus carere poﬂ"u.mus; cum enim fit fin.* — i —icoliz P,
erit primo pro partibus fecundis littera & affeéiis :

[oQfincof. 6P =i/0Pcol 6O (I—-—COf.2®j
=if0] (col- 6P —icol g O —icof 4 D),

~ cuius integrale manifefto eft

Deinde ob : N
fin. @ fin, 6 O == fin. 6 —; cof. 2P fin. 6P

— 1 fin. 6 O — Lfin. 8 P —ifin. 4O
habebimus . .
ooy

Hfin. 8 O — 5 fn 4P,

[05fn.6p —=—4% col. 6O —+ & col. s+ & col 3¢,
quas formulas per litteram & multiplicari oportet.

cum fit
fin.Pr=%-—icoli2P+3 cof. 4O,

erit : . '
fin. ¢ cof. 6 ® =3 cof. 6 H — 3 coll 8 P —3cof. +Q
L cof. 1o Ecoli 2@
vnde integrando nancifcimur : B
[ fin. @ cof. 6 O =& fin. 6 P — 5 fin. 8 P
— & fin. 4 O -~ s fin. 10 O+ Lfin. 2 .

Deinde vero erit |
SO fin, O fin. 6 =3 fin. 6 G—}fin. 8 O—F6n. 4O
: 4 fin. to P+ & fin. 2D,
ideoque integrando habebimus : -
£ fin. ¢ fin. 6 O —= — & cof. 6 -5z cof. 8 )
1 % cof. 4 P — 1k cof. 10 P —gs coft 2 .
) H 3 §. 52.

§. 51, Denique pro tertiis partibus littera ¢ affeciis
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§. 52. His igitur colligendis ambae coordinatae x et

¥ fequenti modo expreflae reperiuntur :
¥ =g fin. 2 q)*"'(-b*?{;—c—]ﬁﬂ- 4O (¢+ % ~+15) fin. 6 §

e (B+e} c ‘

'—g“rﬁn- 3 C.D'—’—?GO ﬁ]t]. IO@,

J=—g5cofl2 CD—;—”’_I:‘“G_‘" cofig & — (F+ & -+ &) cof. o

-—+—b;_° cof. 8 q)—”igaCOf‘-.IO(Do "
¥bi conflantem 3. in prima parte pro y ingrefam omifimus.
DE




