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§. 1.

n hac formula litterae #, p et ¢ “flerpetuo defignant numec-
ros integros pofitinos, et pro quolibet nutmero 7 binis lit~
teris p -et ¢ omnes. valores tribni concipiuntur, ita vt hinc
pro quonis numero # innumerae nafcantur huiusmodi formu-
lae integrales , quarnm valores plurimas egregias relationes
inter {e feruant; ynde i eorum aliquot fuerint cogniti, reliquae
omnes ex iis definiri queant. Jam dudum equidem plures hu-
jusmodi relationes demonfiraui; cum autem hoc argumentum
tum temporis neutiquam exhaufifem, nunc accuratius in iftas
relationes inquirere conftitui, et eiusmodi methodum adhibe-
bo, quae omnes plane huius gcneus relatibnes fic exhibitura ;
his
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his enim inuentis innumerabilia Theoremata condi poterunt,
quibus vniuerfa Analyfis non mediocriter locupletari erit cen-
fends. :

§ 2. Quoniam igitur hoc modo pro quolibet nume-
ro # ambae litterac p et ¢ infinitos valores recipere poffunt,
ante' omnida hic~obfernari’ conuemt, omunes - hos. innumerabiles .
¢afus fcmpcr ad numerum finitum teuocari pofle. Quantumuis
-enim magpi numeri pro litteris p et.g dccipiantur; eos cafus
femper ad alios reducefe licet, in quibus numeri p et'g quan-
titate- 7 futuri fint diminut. Hoc igitur ‘modo omnes huius~
modi ¢afus tandem co. redigi poterunt, vt ambo numeri p et
g. infra exponentem # deprimantur ; vnde pro quolibet nume-
ro n eos tantum cafus confiderafle {ufliciet, quibus litterae p
et ¢ minores valores recipiant quam 7, vel faltem hunc: li-
mitem non fuperent. Hoc igitur modo pro quouis numero #
multirudo cafoum , qui in computum veniunt ; et quos inter
fe comparari oportet, proxfus erit determinata. |

§. 3. Qduquﬂ odum autem ifta redncio Ltterqrum P
et q id- numeros continuo minores inftitui- dcoedt, quamiquam
id fatis in wulgus eft notum , tamen .ad formulam praglentem
accommédf{f{e iunabit. Statuatur fcilicet ham formulq alge-

—

braica: xf (I — x“)n =V, eritque.
IV e=plrt L] (x —a"),
‘hine dlff'eremmndo |

oV —pox qx“““ax pr~(p—+—q)x"8x

v x —_—%" : x(x—-x)
vbi fi per 'V multwhcemﬂs ac per partes mtegremus orie-
‘tur lﬁa acquatio & :

V =
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- Quoniam, igitur quantitas, V., pro, wtroque integrationis termino

euanefcit , hinc. adiplfcunur lf’tam zedu&mnem :

g—1

[RTTII (Y = S dx (i) 7,

cnins ergo reductionis ope exponens ipfius x continuo quan-
titate # diminui poterity donec tandem infia # deprimatur. - -

]
4

§. '4.  Deinde formula pro av :pﬁx_-— _(p—/a—q).'xl: a_x
| v ¥(1—x")
inuenta hoc modo referri- poterit:
V_ (p+pdx(r—ax")—godx
’

v X (i —axn
quae forma per V' mulfiplicata ac denuo per partes integrata
dabit : -

V= CP+9)fxf’“3 x (I~x")“——qfxi’“3 x(1—x) T
vnde quxa pofito X = 1 fit V== o, oritir haec fedudio :

... . —n
fxi’”‘ax(l— “)n — fxf"""ax(x—-x")qn
P+q .
crius reductionis ope exponens Binomii 1 — x™ vnitate minui-
wr, fine quod eodem redit, numerus ¢ numero # imminui-
tur. Tali igitur reductione, quoties opus fuerit, repetita, ex-
ponens- ¢ tandem- infra.z deprimi poterit.

af

- 5.-»,.;__;Quo-ni;a;n? igitur pro quouis numero 7z ambos
exponentes p et ¢ tanquam minores .quam: # {peQare licet,
for-
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Sicquei-dehonftratumt - eft ambas “litteras p: ctng fcmper mter -

fe efie permutabiles. = - B

i

coiv 08wt His;praemiffis,) quo-'ealculos fequentes magis in

- compendium redigére. liceat, loco: formulae hmus integralis :

meee f xP—‘ax | f ' xg‘“’“ar”‘* Coe
TIT ? e

Va—wyt Yy ey

fcrlbamus ‘hunc chara&exem' (p, 9, vbi perinde e{’c “fiue p ante

g, - fite g ante p collocetur ; femper autem hic ceitus expo-

nens # {ubintelligi debet. -Hic autem duo ecafus prae reliquis
maxime memorabiles occurrunt. Prior cafus eft, quo numero-
rum. p.et g a]teruter 1pIi exponenti z eft aequahs, fi enim fu-
erit g —=n, ent ex priore formula (p, #) "-—‘fx?_lax_?,
ficque perpetno habebimus (- ) = =}, “hincque etiam (7, ¢)
—%. Alter cafus notatu digniflimus locum habet, quando
p+g—=mn, quo cafu {femper eft

Pty S
(2 Q)_ﬁﬁn.%f' nﬁn._

Ad hoc oftendendum- fit ¢ = #——p, hincque formula propo-

xXF71ox .
fita |} : , tum ponatur — —=z, et quia
]/(I-——x“)p Y (@ — 5"

x? . 2.0 x

—= =P, erit S:‘/--—-_— Ex faQa autem poe

V(x—*“)p e F |
S SRR zﬂ o

:[1t10ne feqmtur L ,- hincque
-T2 ,

nlx-—nlz---l(x ——l—z" 5
ergo dlfferentmndo

hoere
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DX .- O Hz:“i—‘az“ ;35 ] e
T e— V vl -
I Td . ]’L . .
t X 2 1.+ & (I E49
g T R %P‘*"‘I B
: ita viilam fit Sz e Qun aytem fumpto ¥ — o fit
b ' o +Z”'
etiam z — ©, at vero {fumpto * =1 pl‘Odlt % =z oo, hoc in~ . .
tegrale 2 telmmo z— o0 vsque ad ZT=00 extendi debet.
?’Q ‘Norum autem eft valmem hoc mé‘do reful‘tantem efle
L Vel ) : SE D i T ¥ IR ?Iﬁn.Mﬁ'a
xl . V. L \‘ _ﬂ;' ..,\ o % H N B Lo y
5 § 8. ngrediamur nunte ad 1pfum f'undamentum, Vi~
de. omnes 1elat10nes, quas . quAErimus , deriuari conuenit et
[ quod redudioni-pripri- innititur; vade. it . =
i R f x’l"““a,x __p—l—-q x“‘*'?"lax e
Y foe
~4 V(s Ly ey
R oo comere aman Eimvt Yis BTias HA
L ; _'vb1 loco 1/(1 x)”"‘q fcnbamus X vt ﬁt L o
i _ b — n-—|—- L .
, -’hP : ax PI‘]‘? f P ‘ x,
h ) . Jop D L I AT
_ hinc iam ﬁl‘fllll— modo,- £i- Ioco P fcubamus A= P, erit
fxn—i—?—l a x n—i—p—l—q ARt e R
. ‘ » .

X "" fz—l—pﬂ,_q;{-.ﬁ_._,_“,..n-};;
hifcque fequitur fore; . . ° TTULER T
X2 a,,-?f P"r" ql A —=p + g ‘x'*““*'i’—! Bx

v . oS X [ n—p X

Quodﬁ fimili modo vlterms progredmmur, peruememus ad ham:

aequatloncm . ' SR -

P*‘Bx tr—f—q n—+—p+q 2n+p+g xs"*i’“‘a”agﬁ
oo X P mD. 20 P § ‘[2(
| Quare fi hoc modo in - infinitum progrcchamur, habeblrdr)&mm_“
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§ 9. Quodfi iam -loco . p; ahum quemcuuqne nume-
i'um # ipariter ipfo # minorem, aﬁ'umflmus, erit fimili modo :
x”"“ax r+q H—t 7 g 2n+r+q
S AN T T Tadr L 2mer
. " o iﬂ+r'+q x"'*'”‘"*"‘"’ ox

» KT .o
L [ . W 'e T i 1

v‘. E' ' 4371-'-1’ L ‘ X
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¥

vbi httem i euﬁdem numerﬂm infigitum- deﬁgnat, ita ve virine -

que idem" faGorum numerus adﬁt. Dinidamus- iam ‘priorent
exprefionem per iftam, et quoniam extremae formulae mtegra-
les, ob litteras p et ¥ prae (z+1) n euanefcentcs, pro aequd-

. libus inter fe ﬁmt ‘habendaé ,» fada ‘divifiorie per ﬁngulos fice

tores repenemus han¢” aequationem .
fap "‘Bv&*'r”i"r(p-a-q) (7z+r)(fz—+—p+t])
a0 v X j)(f—-f—q) (n+p)(ﬂ+r+q) '
(2724—1:) (2ﬂ+p+q) (371’*""*) (3#2+p—+17)
(2fz+p) (2n+r+q) (3fz—p—p) (352—1-4'—&—9)

x etc.

res ante ﬂsﬁbmtos " atque adiplfcemun 1{’mm 1cht1onem notata

dignifimam o’ oL s

_ (P, g — TIP—"‘?} (""'F"'"] (ﬂ"+“15+q) ("n—'—‘” fz““*"?—"q’ . Blc. |
([ o ST p(r—!—g) —j—p)‘x(n—!—r—i—qu (27 —p) (zn+r-+-q)

gued preemé%‘hm £ -mﬁmtl.s ~membsis compomitur, quopm fin-’

gula funt frq&?{onés, iquarum ‘%tam numeratores quam denoml-
natdx‘ts ‘g inis “fa&b’l‘ib{ls ‘coliﬂ‘aﬂt;“ ‘Hos facores ‘fingulos eo™
dem’

din—+p - 'éj" 'x‘iﬂ‘?”F"'?‘f‘ dx -
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quem €rgo exponentem # quouis cafu ‘excedere; non oportets,
quamobrem cuolutionem formae generalis in tlieoremate con-
tentae itz in claffes diftribuamus, quae inter fe‘per maximum

valorem termini a — & diftingnantur. . Cum igitur nulla litee- -

rarum &, b, ¢ nihilo aequalis fumi queat, ac efle debeat &>,
minlmus - vqlor7 "quem terminus a -+ b recipere poteft; erit 3,
in quo.ergo primam claffem conﬁztuemus,*fcquentes vero clas-

fes conflituentur, dum termino a—f-b yalores 4, 5, 6, 75 etes’

tribﬁuantur.
1.~ Euvolutio claflis
st qua a—}—é:g.
§ 12 . Hic ergo neceﬁ'fulo erit ¢—1, b=—2 et 6‘_"IA,

ita vt hic nulla varietas locum inueniat, vnde theoremfl 10~
ftrum fuppeditat hanc, vnicam 1clatlonem- (1, 2) (3, 1) =
(1, 1) (2, 2). Dummodo igitur exponens z non fuerit mi-
nor quam 3 , femper haec infignis relatio locum habet : '

i

0 x xx0x _ 0x x0x
fn - W —f a “f-n ¥
]/(I n)n-—: ]/(I—- n)n-—: * V(I_' N\ —E ]/ I__x'1>'ﬂ.'-—-”
quae forma, quia in quohbet charac"cere terminos inter fe per-
mutare licet, etiim hoc modo repracfentari poterit:

| xax i ox - -/ _ 0% *k - ""a’_’,
il s iy

n)n-—: "/(I B]/(I .

et e 'II Luolutio claflis
‘ * qua a+b:4~ L f

§. 1 Quonram b bmarlo minor efle ncqmt, hic erit™

vel b =2, vel b —— 3. Sit igitur primo & — 2, eritque ¢ —2

et .
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et ¢ = 1; ‘vnde ex noftro stheoremate fequitnr haec relatio :
(2, 2) (4, I)___(p., 1)(s, z), quae forma manifefto oritur
ex claffe prima, fi ibi termini priores culusque characteris wni- -
ate augeantur, id* quod etiam inde mtelhgele lu:ct, quod'
omEnes termini pr101es litteram @ connnent, qua viitate andia

procefius femper fit ad claffem fequentem. ‘

+

§. 14, Deindc vero -hic quoquc‘ ftatui poteft & — g3,

vnde fit.@ —1; at vero littera ¢ iam duos valores, vel 1, vel

« o fortiri poterit; priore cafn, quo ¢ =— 1, prodibit ifta aequa-
tio: (z, 3) (4, 1) == (z, 1) (2, 8);.alter vero cafus, quo
¢7—2, pracbet hanc aequationem: (1, 3) (45 2) == (1, 2) (3, 3)«
Sicque haec claffis omnino fequentes tres relationes tontinebit:

. (2, 2) (4, D) =(2, 1) (3, 2), o o
(ty 3) (4o =(, 1)(2,3)y,
3% (15 ) (4 2) =(1, 2)(3, 8) '

HI. Euvolutio claﬁis
o qua a5 =35.

_ §. i5. In hac igitor claﬁb_ primo occurrent, }‘.res rela-
tiones praecedentes, fi modo termini priores - cuiusque charac~
teris vnitate augeantur- hinc ‘enim cafus exfurgent, quibus eft
vel b =12, vel b_ 3. De nouo igitur hic accedent cafus ,
‘quibus 6 = 4 et a=—=1x, vbi ergo erit vel ¢ == 1, Vel 6=z,
vel ¢ —g, quibus ergo, trxbus cafibus euolutis omnino in hac

claffe fex continebunfur” ralanones, quae erunt:
1% (3, 2) (5, i)z (3-; I) (4—1 2),

2% (2, 3) (5, I): (25, 1)(35 3)»
3% (2, 8) (5, 2) = (25 2;);(%_7 3) R




S 965 D=, 2) (8 8)s |

B D6, D= Db Y, B
‘ v ) o _r'.f-%"""',"f:‘i‘.; i fr = ‘s * -
V. Evolutio claflis
.~ qua e+H=6.

A

§ 16. Hic igitur primum occurrent omnes relationes _
groxime praecedentess fi modo termini priores cuiusque chas
racteris vnitaté dugeantur : “hi fcilicet pafeuntur , fi fuerit vel
b—o2, vel b= 3, vel h==4. Practerea vero infuper acce-
dent cafis b =5 et a==1, ¥bi littera ¢ recipere poterit vae

lores I, 2, 34 4, ficque omnino in hac clafle occurrent de~
cem relationes fequentes.

. (4, 2) (6, 1) = (45 1) (55 2)5
2% (3, 3) (6, 1) =(3, 1)(45 3)>»
3 (3, 3) (65 2) =185 2)(5> 2)
4% (2, 4) (6, .1):(29 1)(35 4)»
5° (2, 4) (6, 2) = (2, 2) (4, 4)5
6. (2, 4) (63 3)=(2, 3) (5 4)
v (1, 5) (5, 1) = (1, 1) (2, 5)s
8" (1, 8)(6, 2) =(%; 2)‘(3, 5)y
& (11 53(67 83 = (x5 3)Ch> 5)1.
10%°(x, 5)(6, ¥) = (1, 4) (55 5

V. Euohitio claflis
qua e+ 4 =1

§. 1-. Hic Igitir ‘primo occurfent omnes relationes
Claffis 1V. poftquath “{cilicet omnes termidos priores ‘fingulo=
rum
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yum chara@erum vnitate augerimus; ‘quos igitur hic appofuiffe
mon - erit necefle , ac fufficiet eas tantum- relationes. hic expo-
nére, quae de nouo: accedunt et'iex valore b : 6: orumtur y
exiftente a—'i, wbi pro ¢ Tumi poterunt numeri ¥, 2,'3, 4, 5,
ith vt hawm numerus fit quinque. Hae ergo 1e1at10nes funt :

(z,6) (7, 1) =(1,1) (2, 6)
(1;6) (75 2) = (%, 2) (3, 6)
(x,6) (7,8) =(1,3) (4,6)
(1,6) (7,4) = (1, 4) (5,6)
(z,6) (7,5) =(x, 5) (6, 6).

V1. Euolutio claffis
qua a5 = 8.
| §. 18. In hac jam ‘clafle primo octurrent omnes de-
cem relationes claflis IV, dum {cilicet omnes termini priores
Binario Augentur ; praeterea quoque accedent qumque relatio-
nes in claffe V allatae, dum partes priores vnitate augebuntur;
praeter has vero- de nouo accedent 6 fequentes relationes ex
valoribus ¢ ='"1- et b=+ orivndae, dum litterae ¢ valores
I, 2,35 44 55 6 ordine tribuuntur, quae ergo erunt:

(157) (8 1) =(1,1) (2,7) -,
(1,9) (8,2) =(1,2) (38,7) '

(1,7) (8,8)=1(%,3) (4 7)

(157) (8,4) = (1,4) (5,7)

(157) (8,5) = (1, 5) (657)

(1,7) (8,6)=(x,6) (7,7)-

VIL Euolutio claffis

qua a-+4 —=o.
§ 10, Vt omnes relationes ad hanc claffem pertinentes adipi-
feamur, notandum eft primo hic occurrere decem relationes claflis
Noza A&a Acad. Imp. Se¢. T V. N 1V.

Y
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IV. dum partes..priores ternario angentur. . Secundo,adiici opors,

tet quinque relationes in claflfe V. exhibitas, vbi partes prioses

binario: iaugeri debent. . - Tertio huc referri debent fex relatio=

nes . claflis VI. partes priores: voitate avgendo., Infuper vero
de  nouo. accedent, feptem’ relatioges iex valoribus 4 — 1 et
b—3 natae, dum " litcerae ¢ tribuuntur ordmc valores 1, 2,
8y 4 5, 6, 7. Hae relationés fant:

(x,8) (9, 1) =(1,71) (2,8)

(1,8) (9,2) =(3,2) (3,8)

(1,8) (9,3) =(1,3) (4,8)

(1,8) (994) =(1,4) (5,8) _

(x5 8) (955)=(155) (6:8) ‘

(1,8) (9,6)=(1,6) (7,8)

(I: 3) (97 7) = (Ia '7) (8,.8)-

§ 20. Hmc jam ordo progreﬁioms tam cIare per{pi-
citur , vt fuperfluum foret has euolutiones vlterins profequi ;
quandoquidem ob ingentem multitudinem relationum, quae in
fequentibus clafiibus occurrerent, nimis moleftuin foret omnes
percurrere. Quin_etiam noftrum inftirutum vix permittere vide~
tur, vt in noftra formula generali exponentem # vitra fex vel
feptemn augeamus, fi quidem omnes relationes ad eum perti-
nentes enumerare voluerimus. Sin autem animus fit aliquas
tantum expendere , clafes allatac abunde fufficiunt, dum ter-
mini priores cuinsque claflis quouis numero augebuntur.

§. 21, His irn clafibus expeditis formulam integra-
Iax
lem propofitam f — f{ecundum diuerfos valores
.‘/ ( I~ " \n—q
exponentis # per-tm&cmus ] .dum fcilicet {ucceue aflfumemus
= 3; BI=4; #=75;etc. et pro quoliber ordine omnes-re-
- latio=

g
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lationes, quae in. ¢o occurrere “poflunt, . cxpendamus. Enidens
autem eft, quicunque numerus exponenti # tribuatur, formulas
-omnium- clafinm.- inferiorum, in quibus  (eilicet. terminus 444

pon fuperet n, in vium vocuti poffe. Ex quo intelligitur, fi fue-
it # = g, ¥nicam relationem, locum inuenire; ftatim autem ac #
magis augetur; NUMEIUS omninm relationum mox ita increfcit
vt nimis moleftum foret omies recenfere. Hos igitur diuer-
{os ordines, ex expounente 7 conflituendos, a primo: 1nc1p1_e;1dg,
ordine euoluamus.

L "Oldo I

o 7==135 et forml,ﬂa
q

.- P ?—"""I ax . ...‘. xq_.lax
K e ey -~
y (x— ) AP

'“r‘ux

§ 22, ' Cum Inc fit » == 3, erit (3, 1) —1; fo1mulae
autem mtegrales hums ordlms emnt tres, fc1hcet 1° (1 1);

2% (1,2); 8% (2, 2), qmrum medm, ob I4+223, 2 circulo
pendet, quae,,egg’g, qum eﬁ cogmm, ponatur
=T = T —=A 0

g fin. ¥ 3 1/ 3 .
Hic igitur tantum claﬂis pmmq locum hqbet, qme 1]0b15 haunc
vnicam aequationem fuppechtat A= (1 I) (o 2)

§. 23. Hinc ergo patet prod‘u&um ex b1ms formulis
rranscendentibus (1, 1) et (2, 2) aequari qmntlmn circulari
A= 2%, ita vt pro ipfis formulis 1nteg1a11bus habeamub hanc
relationem: 5 )

. . " x0x 2'11."_ -
fl/(l ; f]/(l—-—-—.%'" 31/3 )

2 vnde
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vnde fi altera harum duarum formularum fuerit coonita, etiam
valor alterius affignari poteft. Spe@emus ergo priorem quafi
‘nobis eflet .cognita, etiamfi fit transcendens, eamque ponamus.

. R 9 . a‘x . Ly
(1, I)-’::f-,. =P
V(1 —ay
-eritque (2,:2) == L. Sicque nihil praeterea in hoc ordine no-
‘tandum relmqmtur.. Lo '

Ordo II.

uo n_+ et formula
q

T ke ket

V(1 =yt

§. 24. Cum igitur hic fit ﬂ:q., erit (4, 1) =1 et
(44 2) = }; formulae autem mteorales ad hunc ordinem perti-
‘nentes ‘erunt fex fequentes. I .(I 1); 2% (x,2); 3°%(1,3);
4% (2, 2); 5°(2,3); 6 (3,3), inter - quas - ‘ergo reperiuntur
duae formulae circulares (r,'3) et (2, 2), quas propterea litte
ris A et B defignemus, -ponendo

m T
(1 — — — A et
( )3) 4_ﬁn.%" _'/2
(2,2)*__ Fr—2B B
ﬁn.”’rr

ita vt fic -:_:]/2.

§ 25. In hoc ergo ordine aequationes tam primae
quam fecundae claffis locum habere poffunt; fecunda autem
claflis nobis, has ‘tres . -praebet aequationes :

1% Bz(2,1)(8,2); 2% A=(1,1)(2,3); 3% A=2(1,2)(3-3);

claffis

I




(I9 2):]‘):/‘1’/’{1?:&”:
(13'1):“}5—?5

B (293):‘:%-:
(3,3) = A.

Ex pofiremis ergo erit

(2,3)":(3,3)::2B:A::1/2:1 ,
ita Vvt etiam hae duae formulae inter fe
gebraicam , qua eft

X x0x X¥xJdx
f‘;/(I——-.X‘“) _‘-]/ /f/(l__xs;)

Aliis infignibus relationibus, vtpote fatis cognitis, hic non im~ |
moramur.

habeant rationem al- :

Ordo I1T.

quo » =15 et formula

xP—1 04 . XTI 0
(p? Q)—"—'/.‘?CI_xs)n——g -—/\“S/(I-—xs)n‘—i’

§- 28. Hic igitur ob #=3 ante omniz erir (5,1)=1;
{5, 2)— 2; (5,8)=1; formulae autem integrales huius or-
dinis erunt hae decem:
% (35 31)5 2% (1, 2)5 8% (1, 3);5 4% (1, 4); 5 (2, 2);
6% (2,3); 7% (2,4); 8% (3,3); oo (3, 4)5 1% (4, 4);
inter quas quarta er fexta funt circulares, quas ergo ita defignemus:
T

I — = A et
(54? s5fin.ix

a0
2 — — B.
(,E) 5 fin, 27

5

Prae-



(103) ===

.4 Praeterea vero binas formulas, quae in ordine praecedenti erant
! circulares, nunc autem funt transcendentes, etiam peculiaribus
literis notemus, feilicet (1, 3) =P et (2, 2) — Q. Mox enim

| patebit, dummodo etiam iftae formulae tanquam cognitae fpec-

tentur, reliquas fex omnes per has quatuor determinari pofle.

§. 29. Quoniam hic tres clafles priores locum habere
_poflunt, confideremus primo aequationes, quas tertia claffis fup-~
peditat, & quae introductis his valoribus erunt:
1% B =P (4, 2);
2°. B=1{(2,1)(3, 3);
3% B=120Q (4 8);
4% A= (1,1)(2,4);
5% A= 2(1,2) (3, 4);
. A—=3P (4 ‘i—)_'
Quas hoc modo fuccin@ins repraefentare [licet:
A=, 1) (2,9 =2(1,2) (3, 4) =3P (4, 4);
) B=="P (4 2) =(2,1)(3,3) =2 Q (4 8);
vbi fex occurrunt produd@a ex binis formulis integralibus, quae
fingula quantitati circulari aequantur, vnde totidem egregia
theoremata formari poffenty nifi hinc iam clire in oculos in-

[ currerent.
;
L . : C . . .
g § go. Iam videamus, quot formulas integrales incogni-
’ tas ex quatuor cognitis A, B, P et Q definire queamus, at
vero prima dat (4, 2) = 2-; terta praebet (45 3) = iﬁi" fexta
dat (4., 4) == ; hinc autem porro ex quarta deducimus

; _ 4 — AP,
% (L) =gn= 77 | _
i ex quinta vero deducimus . '

I,2) =2 . —=*1i%,

(352) 2 (44 B

Denin J—




mem—= (104) mmm—

‘Denique ex fecunda elicimus o -

~— B BB
(3, 3)"—{"2,_5“—17;1’

ficque ex his fex aequationibus fex determinationes fumus
adepti; atque adeo per litteras A, B, P et Q valores omnium’
reliquarum litterarom affignauimus.

§. 31, Quoniam igitur ha&enus tantum .clafic tertia
fumus vifi, confideremus etiam aequationes fecundae clafiis y
quae funt: :

1% AQ=B (2, 1);
2° AP=B(1,1) et

3% P4y 2) = (1,2) (35 8);

verum {1 hic valores modo inuentos fubftituamus , aequationes
mere identicae refultant, ita vt hinc nulla noua determinatio
fequatur. Idem- vfu venit ex aequatione primae claflis » quae’
erat (2, 1) (3, 1) = (1, 1) (2, 2), quae facta fubftitutione quo~
que fit identica, ita vt duae priores claffes nihil noui inuol-
vant. Neque tamen hinc concludere licet, etizm in fequentibus
ordinibus clafles = praccedentes praetermitti pofle,, fiquidem in
ordine fequente ftatim contrarium fe manifeftabit.

§- 32. Cum igitur hic ordo comple@atur decemn for-
mulas integrales, - earum valores per quatuor litteras A, B, P
et Q ordine ita afpectui exponamus:




e (105 ) ===
o (=5
8 (3,8) =33’
9% (8,40 — 753

10°% (4r4) = 53"

: A _finim :
§. 35. Cum fit =35 " = col i m tum vero
‘B fin.iT7
‘ I o I4V3 . A —— IV . .
cof jm——IFTi, erit o= iVs, ideoque quantitas alge-

praica. Hinc igitur -aliquot paria formularum integralium ex-
hiberi poterunt, quae inter fe teneant rationem algebraicam ;

erit enim :

, (1,1) — V35, (,2) — & — 4
! {r,3) = a2 B T 3,3) 4 ? (r, 4}

vnde totidem egregia theoremata condi poffent, hifi-ex his
formulis manifefto elucerent.

Ordo IV.
quo »—=¢6 et formula
xP—Tox x1~0x
(pi 9> —f_"/(-l ___xs)s-—q —#/‘]6/(1 ___.rxsl)s—P

(3,4) — I-¥5 . (4,4):r¥FV5; '
S

§. 34. Quoniam hic eft # =6 , habebimus ante cm-
nia (6, 1) = 1; (6,2)=3; (6,3) =3; (6,4)==4%; formula-
rum antem integralium in hoc ordine occurrentium numerus
eft 15, quae funt: . |
10 (1, 1); 2% (1, 2); 8% (1,8); 4% (405 5% (1,503
6. (2, 2); 7% (25 8)5 8% (25 4)5 9% (25505 19% (3533
110, (3,4); 12% (3, 5)5 18 (454)5 14% (455)5 15% (5,505

Nouz Aéta Acad. Imp. Se¢. T. V. 0O inter
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inter quas reperiuntur tres circulares, quias :ﬁngulm modo dee-
fignemus, fcilicet :
1% (1,8 ) —= T
(1, 5) 6 {in. ¢
Com 7
2% (294)=—— = — 3B et
o Gﬁi‘i_. = 3V 3 -
) _— T —_ C:
.3 (33 3) 6.‘[1 — 3 —-' b ]

ita vt fit A—2 C. Prqeterea vero ambas’ f‘ormuhs, quae in
ordine praecedente erant citculafes, nunc vero funt transcen=

dentes, ftatuamus (1,4) =P et (2,3) =0Q. His fadlis de=
nominatiohibs euoludmis decem aequationes claffis quartae,

quae f{unt: : L .
1.B—'P(5,2), — -
2% C={(3,1) (45 3);
3% C=2Q(5,8);
4 B=(2,1)(3 45
% B=2(52) (4 )3
. B=3 Q (s, ‘1—):
7% A=(1,1) (5, 2);
8% A= 2 (1,2)(84+5);
9% A =13 (1,8)(45);
10% A=4P (5,5);
quas ita fuccin@ius referre licet:
A= (I I) (5,2)= 2 (I 2) (075) =3 (2,5) (455)=4P (5,5);
B=P (5,2)=(2,1)(38,4) =2 (252) (4»49=3Q (4,5);
C= (3) 1) (5,2)= 2 Q (5,3

Ecce




“Fece ergo decem produdta ex binis formulis integralibus, que=
" ¢um fingula quantitad circulari aequantur. ‘

§. 35. Cum deinde fit —/5 et £ =2, tum vero
étiam Zer= s plara paria-binarum formularam integralium ex=
. hiberi poflunt, quae inter fe teneant rationem algebraicam ;-

 erit enim : . .

A — e (T 1) e 808y 53— (T, 8} —— 4[5, 5)
'5‘—1/3“"'_"(%4)_"73:’?1”—(2,31’—' (5, 2)
i: L (;;I)_-—;M:_3!(415)

c f(”l‘.f?{)- rm, 3y g-z.,s.)J

B — 2 e (1p.4) — 34 5)

T V3 TN T g

§. 36. Quodfi iam quingue formulas litteris A, B, C,
Pet Q defignatas tanquam cognifas fpeGemus, videamus, quo-
modo relique formulae per eas definiri queant. Ac primo qui-
dem percurramus decem aequationes clafhs quartae fupra alla-
tas, quarum prima dabit (5, 2) — 2 tertia dat (5,3) = %;
fexta pracbet (5, 4) = 255 decima dat (5,35) = >. Quodfi

- L LY CAr
iam hos valores in reliquis furrogemus, fecunda dabit (g, 1)

— € —— 0. {fentima . DI — A — AP c
=T fcpi;_ma prachet (1,1) = 55— ; o@ana dat

- A AT ds =4 =10 : -
(1,2) =55 =~ nona dat (3,1) = ;5= 5 0. QUEM valo

rem etiam fecunda praebunit. Porro vero quarta dat (3,4) = rB?;

—2%. At vero ex acquatione quinta nuilum valorem elicere
poflimus , quia neque formula (2, 2) nec (4, 4) etiamnunc
conftat. Canfa eft quia duae religuarum aequationtm ‘eandem

determipationem prodnxerunt.

S b 2 Coa&i igitur fumus ad aequationes praeceden=
dum claffium confugere , atque adeo ex prima clafie

O =2 (1, 2)




flatim colligimus

VT

L
e —

(108)

(1,2) (3, %) = (1, 1) (2, 2)

(2, 2) — {5 2) (3, ) — 4003

qui valor in quinta aequatione fubftitutus fuppeditat poftremam

{ry 1}

aequationem , nempe

(49 4) =

B —_

2(z, 2)

ce

Bor

Omnes igitur hos valores hic ordine referemuys,

1% (1, 1)

15°% (5, 5) =

13% (45 4) = S5
14% (4y5) = ‘

B
— .
3Q
A
el
4P

§ 38. Cum autem in hoc ordine etiam aequationes
tam clafis fecundae quam tertiae valere debeant, videamus
vtrum valores inuenti his claflibus conueniant, an vero forte. no-
vam determinationem f(uppeditent? Fa@a autem fubflitutione in
tribus aequationibus fecundae claffis, ad identitatem peruenitur,
quod idem quoque in aequationibus tertize claffis contingere

debet, id quod euoluenti mox patebit.

Vnde memorabile eft

omnes aequationes in quatuor primis clafibus contentas, quas
rum oumerus et 20, tantum decem determinationes in fa

complect.

COrdo




TR

e (100 mm——
‘ ’ .'L ; ‘ - o Ordo' V ..'- E"\‘ 11?} ,;f \ -' *

quo 7=+ et fdlmula o

- tE

xP“‘IBx e x‘l—‘Bx
(P: 9') — — ’,
=/; Y (xmwy =/; Va—wy =

§ 39. Quia hlc n"—'y, ante omnia habeblmus valores '

abfolutos (7, 1) ==1; (9,2)==%; (4 8) =% (7,4)==} et
(7: 5) ==3; deinde inter formuias integrales huius ordinis im-

pr1m1s notari debent! cu'culalcs, quas hoc modo’ deﬁgnemus :

r

. 1,6 _.ﬁ__._-‘A ~A; ' -
. e - ) \ :
(2:5):“7:—7&':35 - - L
7. = O
®O=rg==C "
7ﬁn.___ -

Praeterea vero pecuhanbus 11tter1s notentur eac f'ormulae,,quac
in ordine pl-aeced_enu erant circulares, hic autem valores trans-
cendentes f{ortiuntur, Qui fint (1,5)==P;: (2, 4)=.Q- et
{3, 3) = R: per has enim fex litteras videbimus omnes re-
liquas formulas huius ordinis determmau poffe: . .

- _ :

Ll
*

§. 40. Quoniam fupra non omnes aequationes quin-
tae claffis exprefimus, ~eas hic coniun&im ~exhibeamus et ad
noftrum cafum accommodemus : Lo




|
|
ﬁ
i‘
|
E
i

mem (10 e

r. (1,6) (77 1) = (15 1) (2, 6) A= (1,1) (2,6),
1. (1, 6) (752) =(1,2) (3,6,|A =2(3,2) (3,6);
1re. (x, 6) (7, 8) == (¥, 3) (4, 6) A: 3 (1,3) (456),
IVE. (3,6) (9, 4) == (15 4), (5? 6,18 =4 (x,4) (5,6),
Vo (35 6).(9,5)=(1,5) (6,6[A=5 P (6, 6),
VIP (2351 (70 1) —-(9!: 1) (32.50B = (25 1)(355)s
VIE. (2,3) (7,2) =(2,2) (4 5,{B =2 (2, 2) (45 5),
viiPE, (2, 5) (7, 3) ———‘(-.25 3) (59-5) B=a3 (‘*: 3) (555)

IXO (255) (72 4) = (2,4) (6,5) B: 4+ Q +(6,5)
XO (39 4) ('79 1) —=(8,.1) (4-5 ‘i-J ,C — (3, 1) (45 4-)?‘—‘
Xr. (35 4) ('77 2)-——-(31 2) (5,4,0C :2(3': 2) (5,4)

XIP. (3,4) (7,3) =(3,3) (6, 1)||C =3 R (64,

- X1 (458) (7, 1) = (4, 1) (5, 3,[C = (4,1) (5,3)
KIVe. (45 3) (75 2) = (4, 2) (6, 3) C=2 Q (5 3)7
XV (5,2) (9, 1) = (5, I) (67 -*) B = P.- (6, 2

Hic igitur habemus quina produ&i formulae A aequqha, toti-
demque formulis B et C. aequalia.

§. 41.  Omnino autem in hoc” ordine occurrunt 2r
formulde mtegrales, ex qmbus fex litteris A, B, C, P, Q et
R defighatiius - per ‘quas’ igitir- 1elquas qumdeum f'mmulas
integrales dcﬁmu oportet, quae funt: I°% (I,I); 2 °. (1, 2);
8% (1,8); 4% (2,2); 5% (1,4); ~5°- (2,8); 7% (2,6);
8% (3,35); 9% (‘h 4); 10% (83 6);-11% (44 5); 12°% (4, 6);
13°% (5,5); 14 (5,6); 15°% (6, 6).

'§-42. Videamus igitur, quot harum formularum -ex
fuperioribus quindecim aequationibus determinare liceat, ac prie
mo quidem ex aequationibus V, IX, X1I, XIV et XV. im— |
mediate deducuntur fequentes formu]ae (6, 6)— ; ( 5)=

_C .
(65 40 = =5 (6 93)_——-a (6, 2) — — . His iam inuentis cx
acquas




e (X1 ) s

ae,quitlombus T, I1, IIT et IV dcrmamus has formulas: (1,1)

; (14 2):-&2, £ 3)__ an(ls4) =5 Hx. his: ves

: i;o valonbus iper >a*equat10ncs VI X et XTI, colhglmus (3,5
= , (4,, 4) == 2.6t (553) “‘*i—c, vbi notafle iugabit eun-
: ﬁcm valorem pro (5,3) ploduﬂ‘e ex '{equauonlbus Vet XIII
- Ex religuis amem aequationibus VII, VIII et IX, nihil con=
cliudere licet, "vnde- iftie’ quatuor- f'01rnulae (e, 2)5 (2 ‘3)_3*

i (5,4.) et (5,5), nobis etiamnunc manent incognitae,

4

§ 43. Rccurrme ergo coaé’h fumus ad aequatlones prage
cedentium claffiumi ; "qiippe quac aéque ad noftrum’ ordinem
‘ Peunwnt -atque aequationes: “claflis’ quintge ;.- hanc ob: Tem fi=
mili “modo - aequationes. claflis- quartae hic qpponamus et ad no<
ﬂ:rum cafum. applicemus : S :

- {155) (6, 1) == (1, 1) (2, 5) P A — (Ia > R
II°. (1,5) (6, 2) = (I,J;,Q) (35 5P (6, 2) == (1, 2) (85 5)
1. (1, 5) (6, 3) = (1, 3) (4> 5) P (6,8)=(1,8) {4+ 5).
VI (3,5) (6, 4) ==:(2, 4) (5, 5P (6, 4) = (T, 4) (5, 5)
V5 (2406 1) = (2, 1) (3, 4)|QA  =(2,1) C

V. (25,4006, 2) = (220, (| Q (65 2) o= (25 2) (do ).

Vﬂo (20 4) (6,3) = (25 8).(55 4)Q (‘59 3) = (25 3) (55 4—)
CVHE. (35 86, 1= (3, 1), (4r 3JRA . = (35 1) C
IXQ (35 3)(6,2) = (da 2) (5, 3) R (6 2) — (37 2) (5: 3)
o {4y 2) (6, 1) == (4, 1) (59 2) QA == (o I)

§. 44, | Ex aequauombus I, V, VIH et X 1mmed1atc

concludlmus has formulas {1, r)—'“, (2, I)._..:_.., (3, :.A_E,

(4p1) =12, quos. autem valores iam ante adept fumus. Se~

cunda aequario, fi formulie jam  inuentae fubftituantur, praebet

Aequationem idenricam. . Ex tertia autem poterimus definire
: formu~-

15
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formulam’ (4, 5), cuivs valor: hidc colligitur (4, 5 )=t
Slrmh ‘modo ex IV -elicimis - (5, 5) ‘—Ms%%% Porro ex ae-
qufrtlone VI concludlmus' fore (2,2) ——_'ic"‘%“ Deinde fept1-

ma acquatlo dat (2, 3)‘—.,‘2”“ Nona vero aequatio etmm
1aebet 352, “‘““““‘. - Sice ue omnPS juindecim formulas’ in-
P > __

cogmtas determimmmus per., fr:x 11ttcras cogmtas A B C P

‘et R. .- . :

Sdds +

§. 45. Valores 1g1tur omnium formularum huius or-
dinis hic afpe@ui coniuné&im exponamus :

(116)—_-:- Al(6,2) = ;—(1 I)“&;(%‘S‘)w:;%_(z:f;)_
(2,5) = B(6,3) _'EQ(I:Z)H—%(‘P)‘Q ————"-E—c—(% —*““—C fll’lt’i
(3,4) = C|(6,4) = 5|(z,83) =42 (555) _'_-3%;;;1'
Exjsg :gr(G, 53 = ;—.'(I,q.) """A?Q (2, 2):AGBCO_1=R’
2,4) == Q|(6,6) == % 2 o

Go==8 T

'

§. 46. Quoniam autem aequationes primae, fecundae -
ac tertiae claffis etiam in hoc ordine valent, fi in iis valores
hic inuentos fubftituamus, perpetuo in aequationes identicas :
incidemus. Ita cum aequatio primae claffis fit (1, 2) (g, 1)
= (1,1) (2, 2), facta fubflitutione reperietur (1,2) (3,1)
— %225 at vero (1,1) (2,2) fit —22%%, haecque identitas .
etiam deprehendetur, in tribus asequationibus fecundae claflis, .
atque etiam in fex aequationibus tertiae claflis, quequmo-'“
dum calculum m{htuentl mox patebit. o

i

§. 4. Simili modo haud difficile erit hanc inueftiga=
tionem ad ordines fuperiores. extendere, neque tamen legem
> obfer



- obleruare licet, fecundum quam determinationes fingularom for-
~mzlarnm cuiusque ordinis progrediantur. Interim tamen obs
fernafle iumabit, in ordine fequenie fexto., vbi » — 8 et for-

mulae ocgurrunt 28, gas omnes primo per quatiwor fmmu]as

circnldres: {1,9)—=A; (2,6) =B; {2,5)=7TC; (4,4) =D
practerea 'VElO per has tres .uanﬁ:endentcs (1,6)=P; (2,5) Q
et (3,4) = determinari pofle.” Cum igitar quouis ordine
-~ determinatio ﬁngu]amm formuiarnm., praeter forfalas circula~
res, quae vtique pro cognids ‘haberi poffunt, €tiam aliquot
formulag_tranfcendentes poftulat, fi faltem walores harum for-
mularum vero proxime cognofcere voluerimus: methodus. ad-
huc defideratur, iftos walores proxime, veluti in fra@ionibus
decimalibus, deﬁmendi. Talcm dgitar :metlmdum hic coronidis
loco ffublungﬁm:us, o

& Prob]ema,_.
f[’ruj)a/" Gt j‘ormu?a mtfgmiz ,x:mu.rgue ﬁrizm

fooabTrox
p—— f — -4
T Ya—ay :
@ terming x—o wequé ad X ¥='1 extendenda, mueﬁzgam fevigm
, wzwwgem:?m o Guae iflum walorem 'S exprimal,

\ 801utm.
_§. 48— Cum it

T - ' '(n-—-q1
. SR R
V(i “)”_g '

fafta evolutione “huius poteﬁans binomii more i'ohto, repcrietur

g R ) «+-"”'“‘1 an—g yon
M . S n E 2n

,+'n--—q a'n—eq aﬂ.—-—q xsn__i_ ete.

) an

" Woua Aé?a Aead. ;Imp SeTVe 3 | Si




' (.xnl.) -__—z—-_

Si haec feries ducatur in x2~* D et mtegrctur, prod1b1t.

P o n+p . — an <P
X n X - an X
— q,- - f] g

S =" - - |
- n n+p Son 2 n 2n—|—p :
_ - . s =
+n g 2n—gq 3n q x T e etc.-'i
Coon 27 an 372-%—1)

‘quae feries jam  euanefcit pofito. ¥ == o ; vnde fi. ponamus‘

x =— 1, valor quaeﬁtus nofirae . formulae fiet

=T L"’_‘ﬁ al fN—q am—g LT,
S_“ i n'-l—iﬂ_—i— K * Ten Tzntp
RS e S R

n_-_ en am g
§. 49. Veium 1ﬁa fcr1es, qmcunque numerl plO I1t-
teris #, p et g accipiantur ; nimis lente. conuergit, gquam ' vt
ex ea valores ipfius S.faltem ad tres quatuorue figiras decl«l
males. fatis exace definiri’ queant;” quamobrem aliam euolutio=-

nem inflitui conueniet, dum feilicet valorem quaefitum in duas

partes refoluemus. Statuamus igitur :

p—r B

/‘ x le [ab xn o:| P oet
:.Tl ’ ad XY =37 { . . . -
| pmg HC AL

I Il

VY (1—x
= dx [éb x™

Y (x e ad ¥ = J =
I— : : _

H, I
[T TR
I}

_atque- euidens’ e{’c f'cle S __P—i—Q “Nunc autem tam_ pro

-

P quam pro Q haud deﬁculter fencs Aads conuergentes exhie
beri potemnt - '

"

§. 50. Quod primum ad valorem P atrmet., eum ex

v'ﬂore generah, quem- iupra. pro., S, muenlmus, ﬁu:l]e derivabi-

. : -
mus ponendo x — i 1t,1 Ve ﬁt X = ]/2 et x? _. .2 ., .quo

1/2"

f "'h_l v o ) ﬁ&aﬁo

fakto

In qt
cunt;
futur
efle -

- que

flatn

 erit”

do
fubf

fini



--——"'(115) ——

fatto pro P 0bt1neb1mus hanc feriem <

p— 1" _l__n—-—q x  n—g 2n—4 B
h—]/zP ' i n+p 27 4.7 272—}—‘1’)
' O z—-q zn——q an—g % -i-etc>

an = 4n . OB Tan+p :

In qua f'er,i-e-"ﬁnguh termini pius quam in ratione dupla decres-
cunt; ita vt verbi gratm terminus decimus iam multo minor
futurus fit quUAM 157, vnde fi' ad partes millionefimas certi

- que " terminum - extendex.e. _

\
§ s1. Cum delndc pofuerlmus

xP—T 0 x ab & — 3
Q= f - abx::x___"
e .

n)ip—-q
' _ fx70x
_ﬂatuamus 1 — A" —‘—y’*,' vt fit Q=) —f—p—» tnm Vero
erit- a® — 1 — ", ideoque xf = 1/ (1—y )P Vndc dlﬁ'mentlan-
do Colhgltu}: AT x = — TR oy (1 —y) [ quo valore

{ubftituto er1t o
—-n b L A | -
e — g =z Y n a .y
Q=— /=0y (s = o [M =i

vando enim fit x“.:;, tum etiam erit y* =3}, at fado ¥ =1,

mus, etiam fignum ipfius formulae immutari debet, ficque fiet

— i fab gy =mog
Q fﬁ aJ(I N59) :[adyn_l].

§. 52. Hftec autem formula pro Q lnuenta omning

fimilis eft illi, quam pro P muemmus, hoc tantum difcrimi-
P ' ne
‘ 2

effe velimus , fufficeret - calculum nequldcm ad v1geﬁmum Ve~

mamfef’co fit y =—0; quare fi teunmos 1ntegratxoms permute-




p————— ( .I. -8 ) :
_ne, quod litterae p et ¢ inter fe funt permutatae; quocircs,
& integratio per feriem mf’crtmtur, prouemet fequens:

o Q=- (_ I n—p an—p 3
| . 27

Jl—l-g em | am 2.7%—*-9’

Vst
I Rkt O Ll LSS ett:-}y
an 4m G sn+gq -/
- qme {eries aeque converget, ac praecedens pro P fnwenta. His
autem duabus ferfebus ad calenluny rewocatis {emper erit va-
for quat.ﬁtus S=P-4Q.

Corollarium r.
§ 53. - Iffe calculus plorimum contrahetur fis caﬁbrrs,

quibus eft p — ¢, tum enim fiet I’___ Q. hrsque cquus 5 QUi=

roxPry
X X
bus S — / ; » valor iftius formulae ab x — o ad

’ V(t—x et
‘ XTT” X exte:nfag erit . _
-1 (p -t 1z-—-p . T _f_‘fzf___p . 2P ) T

27, 12‘..—;—p= Y 41 " 20+

+72—P‘?‘2‘rr——p.37?““[1" 3 —+~etc)
2 . 48 ¥4 3n+p

|

Corollarium 2.
§- 54. Quoniam igitur in fingelis ordinibus nonnullae
huiusmedi formulae (p, ) occurrunt, (atim atque valores

aliquot huiusmodi. formularum fuerint ad ealculum 'decimalem
revocati, quonizm formulae circnlares per fo fant notag, €x

iis- valores omnium religuarum fmmulamm elusdent ordinis

affignare. licebit:

Exem-

et £

Sab

qui
inue
A=
de

erul
Ho
€uo



(117) ==

. Exemplum. A
§. 55, Propoﬁta fit formula- ordinis primi, vbi p=g==2

ef S._.f
| V(G —)

S — 1/ a (P +2vi+E.4 5

. Series 151tur pro S inuenta erit

TR I
I
-:2--73.§q-f;+ etc.).

hARR Ea

+
s
Subdudo autem ‘calculo reperitur

S == 0,54325 »Y/ 2 =0, 68445
qul ergo eft valor formulae (2, 2} in ordine 1™ § 22, vbi

inuenfmus (2, 2) e ‘T, ita vt 1am fit P _,_(_L . Eft vero
!

A | (P — —— — .

A___WJ I, 20918, hinc erit P =<2, 22582 = (1, r); vn-

- de in fraQionibus  decimalibus ternae formulae ordinfs primi
erunt’ (I,1)—=2,22582; (I, 2) —1,20918; (2,2)==0,68445.
Hocque modo etiam omnes tormulas fequennum Orcinum
euoluere licebit. :

Pg ' ADDL




