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DE TRANSFORMATIONE

S ERIERYVM
IN FRACTIONES CONTINVAS;

VEL SIMVL HAEC THEORIA NON MEDIOCRITER AMPLIFL
CATVR.

§. =
Oow.mmoﬁaﬁ fraSionem continuam quamgunque , quac
it
s—”a-+-1
btz
1
d etc.

ac primo quaeramus fraftiones fimplices, quae-continuc pro-
pius ad valorem ipfius s accedant, quas ita formemus ve Gt

f=m E=a et
b+

X
¢ ?

Harom igitur fra@ionum  vlima verum valorem fraftionis
con-

¥ continuo  pro-
® memus ve i

con-
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continnae propoficae exprimet. Hinc igitur flatim patet fove
A —g B __gbt: ¢ .abefa4-t

F— T3 F— "8 T b ?
Quemadmodum antem hae fraftiones viterius progrediancue
fequenti modo inguiramus.

§. 2. Euvidens hic eft, ex fraftione prioia fzcune

dam oriri, fi loco a feribacer # 4 x 3 fimilique modo ex
&
fecunda oriri tertiam, fi loco b feribaror B35 ex werds
¢
vero quariam, fi loce ¢ feribagnr ¢ 4 2, et itn porsa, Hine
d
ergo, fi indefinite fradtio m.mozsmg fic ex indicibus afyed .. @
binaeque fequentes ponantar & et &, quae refpondeant indis
cibus @, 6,¢,d,....q et 4,0,c,d,¢,,...r, manifeftum eft,
ex fraftione g reperiri fequentem %, fi loco g {eribawur
p-t 1} ex hac vero & oriri fequencem 5o fi loco g ferie
7 i
batur g -+~ . Nunc vero facile patet, in frattione & tam
K3

numeratorem P quam denominacorem P ommes Heteras
ab,cd....p i inuoluere, vt nuila earum vlera primam
dimenfionem exfargar. Si enim  omnes indices @, 5,5, 4,8
vt inacquales fpefentur , nullius quadratun: vel aldor po-
weftas vsquam occurrere poterit.

" §. 3. Quamobrem tam in P quam in % duplicis
generis occurrent termini, dum alii indicem g plane non
continient , alii vero eum tanquam faGtorem inuoluunt; vade

Sa2 AUIE-
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pumerator P huinsmodi habebic formam: M A4-N p, fimi-
lique modo denominator 9P henc: M+ Np, ita vedic
= Wlﬂqmmw. In hac igitur forma loco p ferbamus p - 1

7
vt obtineamus fraltionem g, quae ergo, pofiquam fapra
et infra per 4 muliiplicanerimus , erit
O HKO+Npg+ N_N-+ (M- NPg

AW rdipareR T+ (M- Tpa )
Nunc vt hing fequentem fraftionem. & obtincamus , loco g
Gribamus ¢ -+ 1, et poftquam fipra et infra per r multe

T
plicauerimns oristur

R Nrck Mo Nplar-+UnNp
=T+ A+ NHgr W+ Tp? fiue

B __ Mo Np+(NMgrNpolr
F— e Rpr (B Di+-ffar’®

Cum igiter it P=M~+4-Np, Q=N-+-(M4-Np)g,
erit R=P Q. Simili modo cum fit P= M-+ M p
e Q=R=D-+RNp)g et R=P-+8Qr. Sicque
patet, quomodo guaclibet noftrarum fimplicium fra€tionum
ex binis praecedentibus facile formari poffic.

§. 4. Ecce igitur demon(irationem faris planam et
dilcidam regulae notiffimae pro conueriione frattionis con-
fnnge in frafones fimplices, vbi tam numeratores quam
denom natores fecundum eandem legem ex binis pracceden-
tibus formanmy. Com igitur pro ambabus primis fratio-
nibus fit A—a, A— 1, tum vero Bmab-1 & D=4,
ex his duabus fraftionibus fequentes ommes facili negotio
formari porerunt. Quod quo clarius appareat fingulis in-
dicibus 4, b, ¢, d, ¢ etc. fraftiones refpondentes ordine fub- -
feribamus

T

3
7

£ - N g, {imi-

i, i v fic

nus P - X
q

f juam fupra

g s, loco ¢
" 3§ rer » muld-

| 3-Npda,

M-+ Ry
.. Sicque
frationum

planam et

§ attionis con-

tores  quam
3 pracceden-
mis fratio-

et B b
| cili negotio

fingulis in-
ordine fitb- -

[

=il ) rax (el

e f &

D F o

3 &€ 3 B R OB

a¢ tam numeratores quam denominatores fecundum eandem

Wmﬂ.: ¢x binis praccedentibus fequenti modo detexminas
untar

PP

Pro muneratoribus Pro denominatoribus

A—=4 Y—x

B=Ab41 B=F

C=RBc+ A E=Bet+9H
D=Cd+B D—CId4+D .
E=D:¢ 4 C =D&
F=Ef4+D F—Cf 1+ 2D

ete. et

Vnde perfpicium eft, in ferie numeratorom terminum pri-
mo anteriorem ex lege progreffionis effe debere — 1, in fe-
rié antemn denominatorum - cerminum ‘prime ancerjorem  ¢fls
debere == o, ita vt frattic primam praecedens fit & -

§ 5. Quoniam per fe fais eft perfpiouum , has
fraltiones 4 , &7 £, 3, etc. continpo propius ad veritatem
accedere, ac tandem verum valorem fraltionis contimuae ex-
haurire, necefle eft vt differenciae inter harum fraftionum
binas proximas continuo fiant minoves, quamobrem has dif
ferentias ordine eucluamus. Primo- igitar habebimus

N-1=024%,

Tam hic loco B et B valoves ex tabula f{bflituancr ac
prodibit numerator A 94 -+%— A 4, quac forma ob %= 5
abit in 7, jta ve fit &8 =qg Porro crit

S 3 119
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n -1 =22 ‘
cuius numerator , fi loco € et € valores affignad feriban
sur , prachet

&Awa+>ulmﬁwn.+ﬁuﬂbﬁlwﬁ. .
Modo autem vidimus effe BA-AB=1, vnde ifte nu-
merato¥ efit = — 1 idéoqu mlw = -z En._.o eff

—BE-ED

A L o
vbi, fi loco D et © valoges affignati feribaneur, erit

ED-CD=E(Cd+B)—C(Ed+ 8)=BE-CB.
Modo autem vidimus efie n B-BE=—1, Sao M.o_._&:.
diwr 3— g =gz Simili modo reperietur pro {equen-
tibus . .

IS et 158 aat Sl L

§. 6. Hinc igitor fingulas noftras fraftiones €x ﬁm__w
prime 3-=4 et frackionibus folas litteras germanicas in-

voluentibus definire poterimus, quandoquidem habehimus

§=0 v

=0+ wE
§=s-+ss~ gu T
t=a+gg-getEn D
wna+%a|mm+@lm..m+mw
cte. eLc.

7

. ignati . feriban

.”.”., ~-BY.
B vnde iffie nu-
g Yorro et

f tur, eric

f —BE-CB.
, vnde conclu-
r pro fequen-

B stiones ex ol
BB germanicas in-
1 habebimus

wl
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§. 7. Cum igityr harum fra@ionum viima; feu in-
finitefima, verum valorem fraftionis continuae propofirag,
quem defignamus lictera s, exhibeat, erit

B T S
sza-tgg—get s oe eyt o

ficque fraftionem continiam reduximes ad {eriem infinitam
fraftionnm, quarum omnes numeratores funt alernatim 1
et — 1, denominatores vero per folas licceras germanicas
determinantur , ita vc non opus fic valores liverarum A, B,
C, euoluere, fed fufficiac fequentes formulas expediniffe :

A= D=5 €=Br+ U D=Cd+B; E=De+ € et

§. 8. Cum igitur viraque expreffio incipiat a quan-
tiate &, ea prorfus ex calculo egredierur, quoniam listerae
germanicae ab ea prorfus non pendent; vnde quac hale-
nus inuenimus huc redeunt, vt propofita’ fratione continua

s—1

: b+ x
£ 1 )
) T et fi ex eius indicibus &, ¢, .
dl, ¢, etc. definiantar litterae germanicae, vbi quidem continio
eft 4 —1, femper forurum fic

.,.Hal__,wlﬂ.*,%aiﬂ.m._‘ ete.
quae progreflio in infinitam progreditur, i frafbio cantinua
in infinitum extendatur , contra vero finito terminorum nu-
mero conftabit, ,

§. 9. Com igitur hoc modo frallionem .continnam
in feriem ordinariam cransformauverimus, haud difficile eric,
feriem quamcunque propofiam in fra&ionem contintam con-
vertere, Propofiia igitar fit ifta ferics infinita:

o=
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ul.n....n..T - F - €ic,
cuius quidem numeratores omnes fint vnitates figno -4- et
— alternatim affeflae, denominatores wvero progreffionem
quamcunque na:EEuE. quod tamen non obilac, quo mi-
nus omnes plane feries in hac forma contineantur, fiquidem
termini feriel @, 8, v, & non {olum numeri frafti, fed erfam
negatiui euadere poffunt,

§ 10, Quo igitue fralionem continuam it feric:
»nau&ns ernamus , primo faciamus AB-w, BE—S, CD—y,
¢t ita porro, vade ob Y=t fequentes nancifcemur valores:

D—ea; =£;
B.ta.__ 3 @Hmmm
Ha._.._mm G.n..m.mmg
=50 =84
ete, ete, .

Nune igitur tantum fupereft, vt ex his valoribus litterarum
germanicarum ipfos indices &, ¢, 4, ¢ fraftionis continuas
eliciamus,

§. r1. Ex formulis Zaem, quibus fupra licterac
germanicae per indices fraftionis continuae funt dererminatae
viciffim ex his literis ipfos indices b, ¢, 4, ¢, f e, defi-

Eﬂaﬂmu NO Nnﬁﬂﬁnﬂaﬁm
=%, ¢~ |&..1 k.l.al » nl..l..m_ .|.|m|u ete.

Hos igitur valores ordine n:o_smanm» dom loco litterarim
%, € D, e formulas ante inuentas fubfticnemus,

§. 12, Primo autem erat D=a, vnde fit b= a3
deinde eft

&

figno 4 et
¥ yrogrefiionem

B Lar, quo mi-
g wor, figuiden

g o it i

=5 €Dy,

B :mur valores:

j 15 litterarum
‘s continuae

ipra licterae
 {ecerminatae
j /e, defi-

-8 I@. ol 5 GfC.

B o litceraram
nus.
| fir b—a3

€-

&, fed eriam
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€A=L, vode fit 1= B—e,
Porro erit

D-B= 2B, yndo fie d =0,
Deinde habebimus

-0 —B3- 7 .5 _Hnnasa —BR'E-
Simili modo ob

U7 = gy
Eodem modo oh

q..wls lnwmwm
8- @I- aYE nﬂn% mlane.ﬂl

'm

- S e

23w

Hac igitur ratione indices fraftionis continmae, quam dquac-
rimus , fequenti modo erunt exprefi:

b— & ¢ =82 .
mll-ﬂnn.—_.n% — Bif =~}
axyy
f= aiawﬂﬂm,mz g—FB8SLi-z)
- anyye
— kel —3 — BpIsdig -}
b= i = B
€IC. ele,

.

6. 13. Tantum igitur opus ot vt ifti valores
loco indicom 4, ¢, d, & F ete. in fraftione continua
s=1
b1
CFI_
d 4 ete. fubftitnamus; quoniam vers
ifti valores funt frafli, quo facilius formam a frationibus
mu:_»__vnm liberemus , primum ex valoribus inuentis deno-

minatores collamus eritque
Euleri Op. Auai, Tom, 11, T bre
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gxi—=f—x
BHd=axiy—Bh aayye=PBE~9)
BR3ES —aayyie—5 wayyesg&=f B3 E-¢)
BBI33h —aayyeed-9h aaeemmﬁmuammmmmﬁéu
ete, €re.

b= =

§. 14 . Nune ol S iiae oceurrant, quU2a
rum valores hic aBignanimus, Secundam feilicer fraflicnem
multiplicemus fipra et infra per o @, tertiam  per BB,
quartam per g &y, quinam per S5 § &, (émtam per
wayyee, cte. vi prodeat ifta forma:
s=1

byes
cretc-teect BB

—

BRdraappyy

oty yeaaPByyE _
BRESS - ete.

.

3 15. Quod fi fam loco ho.am nouorum indicum
cec, B4, aayye et valores fupra inuentos f{ubftinm-
mus, fequens orietur fraftio continua:

=X
atew
B-atraafip .
ac{y—pl+acfByY
BAS-y)toabfyyid __
anyy (e-0Hcte

. Quod

Hir |

X

B - fp3s2-8)

= Ap33<48 -7)

-

. . e reend

i occurrant, QU
E Gilicer fraflicnem
f iam per 88,
E 3 5, fextam per

j novorum indicurn
f wentos  fubftitua-

B

e

§ roaappyydd

— ——

acyy(e-d)+ete
Quod
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Quod fi hanc formam ateentins confideremus, deprehendi-
mus , tertiam fraftionem fizpra et infra deprini poffe per
&, tam vero quarsam per B4, quintam per Py, {eseam
per & & cic. quo fatto oricour hace fraftio concnpa-
sz
o
poatBh .
R & S—
g=y+38
g—d4-ecte

Hinc igitur ftabiliamus fequens

Theorema L.
§. 16. St propofita .xwa.h.n.m_iu....,.. Sferies infiuita
SRl Rl T ot Ko ol Sl 25+
ex ea femper formari poterit talis froflio coutinur:
Tetaa

§. 17. Hane igitur redutionem per plares amba-
wes ex confideratione fractionis coutinuae  clicuimus , quo
quidem propofito nofiro fatisfecimus . quandoquiden: fe-
riem guameunque in fraftionem concdnuam transformauimus.
Verum hic merito defideracur methodus direéta, qua imme-
diate ex ferie propofita fine ilis ambagibius fraflio continua
ifli acqualis derivari poflie, Talem igicur methodum, quip-

T 2 pe
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pe qua Theoria fraftionum condindarum non  mediogriter
iliuftrabirur , hic fam expofiturus.

Problema.
§. 18, Propofitam feriem infinitans
sTi=hA§—-i i e
iu fraffionem continuam transformare.

Solutio.
Cum fic

s=i—h+§—§-+i— e, famamus

2 S Tk Ta ok Rk e LR
E.IL |m.|Tuu..|mlT eI,
Hine ergo erit s=i—f="5, vnde fit J=;5=a+i20,
Eft aueem gt ae& » vode fit 3= tew. Similiergo
..T..anllo.+n —a+T_
¢
modo erit ctiam § u+uu et ;=YY quibus
J?I —y+il
v
valoribus fubfitutis owmn&nﬁ fequens fraftio coptinua:
i=etes
A—a+thB _
y—AtYY
d—y+ et

quac <ft ipfa forma in theoremate exhibita.

§. 10

mediogriter

R . '
‘.:‘«:laimlhﬂ

g

f 2. Simili ergo

—_—

'FIIH

cte, quibus

continua :
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§. 10. Quod G ergo feries propofira fic
P G e e e R 1T ob
Ky, B, Y=3y 8 4, GG eric
SmE-H X
T e
i4-3- 3
£ - ett
Sin antem affumamus hanc feriem:
smr—ii-idieec =T, ob
Re=F, B8, V=35, 8=+, ce erit
ua..”u...Tu. nlll
23 3
275 5 :
2 - et

quae et ipfa fraftio congnua olim 2 Brounchero prolae,

£ 'd % : ﬁ
§. 20, Sumamus s=j T et poft integra- :
tionem ftammamus % =1, quo fatte volor ipfiss s per
{equentem feriem nu?.man_..ﬁ"
—_—1 ——— e :
S=a ...=|.‘.In sl.Tuu E..Tuu.lT L, i
ita vt fic
a= BT, y=m- 20, J—=m-i 3 & GG

hinc ergo fequeps frattio contnud CRIETEEL:

T3

1
2
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Lot
n+-(m+a)
m+@a+§u|u
# -~ CIC-
quem valorem jam X1 Tom., Comentar, Vet. mofirae Aca-
demiae dedi.

§. 21, Sin autem propofica fit ifta feries :
s=ipi b At o . ) -
cuius omnes termini fine pofitui, tantum opus éft vt m
fuperiore fraftione continua loce literarum f, 3, & 6, feri-
batur =~ 8, —§, — &, ete. tum igitur fer

i—g-tan
~p—o+pe
YratYyY_
—g=y+38
g4d+ e
quae frabiio facile transmutatur in hanc formam :
i=a—an -
a+p—BB
Bty-2rY

€+ml. et

§. 22. Pluribus autem modis ipfa feries propofita
transformari poteft, vnde continno aliac atgue aliae fraltio-
nes continnae elicitntur.  Nonnullas igicur huinsmodi  for-
mas hic perpendamus. Sit ergo

a=ab, p=bc, y=cd, d==de etc
vt

Vet noftrae Aca-

ta {eries :

— opus et vtn
gn g o % g, feri-

- 93

g cic.
B ormam ;

§.G2 feries propofita
b atque aliae fraftio-
¢ huinsmodi  for-

- ¢ etc

vt

=4s8" ) 165 ( §ide |
vt habeator ifta feries: : , |
S=ES- A g S
hincque formabitur ifta fraftio continua:
i=abtaabh
Fe—a)+bbee
¢ &imu,ﬁhﬂmm
d(e—~c) -+ et
quae facile' reducicur ad formam fequentem :
t—abtaab
el
d—bved
g G CIC

fiue
A=biab
c—atbe
d—b-4 et
quac forma nobis fuppeditat fequens theorema :

Theorema 1L
§. 23. Si propofita fuerit feries huius formae:
5= m..mlmw..Tm.lu!mwle.wi ete.
ex ea fequens oritur fraf¥io contingg:
2=bte b
e—g4be
d—betcd

e e

e—c-t-de —
frd- et
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§ 24. Haec forma, etfi fucile ex praccedente de-
rivatur, ideo eft noratn digna, quod fraftionem continuam
formas maxime diverfae pracbeat, vnde operaec pretivm
erit excmpla fupra aflata etiam ad hanc formam accommo-
dare. Cum igitor fueric

Iaoy~1 4 l—f1-f—;-4 e, el

la—r=—l45—i+i—s- e
et his fericbus addendis oritur

— [T TN SRS R AL EP )
uhplul..l_lﬂlm o St il ..ulTu.n efe.
Hic ergo cft

s—ale—1eta=1 b=2c=3 =4, &tc
hine igitur formabitr ifta fraftio continua

o= =2

242.3
2—4-5. 4
2 - €te.

§. 25. Simili mode quia eft .
T—gp—Li-ti—}j— etc erit
Tyt i=i4s—n— o
quarum ferjerum fomma dat )
—_— 2 z 2 a2
N kv A fine,

T e et il

1e 3 3. T

mg od

Hic igitur erit s —% —3; tum vero
g—1,b=3,¢c=5,d="1 e .
quare fraftio continua hinc nata eric

o

Jraeccdente de-
nem continuam
B )perag pretium

E nam accomimo-

-

, erit

3, 8= 4, e

g . fiue.

l.
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4+

Fm=3+13
4385
457
4479
41 EfC

§. 26. Qeneralins nun¢ etiam hane transformationem
contemplemur, Denorer igiter A valorem formulag ineegralis
Haal_ dx

It %"
fupra § zo. vidimus

—_—t | -~ H
A= — e b iy et e

A—ft=—

, pofito poft integrationem %=1, et cwnm fic vi

.......?n\T a.i.”.u R avl_nua -t ete
quibus fericbus additis fit
= gL

| J— n_ n [
2A—2 5 TA+n ) ns+=u~.§+n=u+ﬁa+n===—+u£
hinc diuidendo per # erit

2MA= e ] —_ 1 13 o
ma - mmen) (M) oezn + {Ra-znjlm+32) €L,
Hic igitor habemus s =87, tum vero

a—m, b=m6, c=m-r2n, d=m+ 38 o
quocirca fraltio coatinua hine formata erir

5w-.ﬂ3+=+§na+au
an+(m-m)(m +2n)
an(nt zn)(m-34)
s+ (H+3 W)(u-t+4n)
2 - €lC.
quae forma praecedenti fimplicitate nihil cedic
Eyleri Op. Anal. Tom. 1L, v § 27,
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§. 27. ‘Tribyamus nunc etiam feriei initio affumtac «i inide affumtae . . E=ptash
Tl BT Bl » ap-batachB
fumeratores quoscunque , fisque & ’ melﬂu+mnem .
_ B 3 . cd—dypt e,
s=% —fg =5 o Y
atque in Theoremate primo loco lircerarum o B, 9, &, €& g > B, 9,8, e §. 20. Ad hoe illnftrandum propofira fic haee feries:
*.wﬂwm_. oMo:_Mn. 2, ww. ¥, &, et quo falto frafbio continuz ._ : fraftio continua il io-i— et =1,
iza fe habebic: : - ita vt Gt s—1; fraftio ergo continua hinc orta grig
Ly 22 E
t—g Tae . 3 : s=1+42
B8 - Z -
mm....m.uTl..IJ.i - o34 _
s S 1 o+ 1518
Jan od fraftiones tollendas prima fraltio fapra er infra B fupra o infra ! , ot e e
waliplicerur per ab, fecunda per b, tertia percd, et itn | ia percd,-ec itn quae forma reducitur ad iftud prodaftum infinitum:
porro; ”Ea vero virinque per ¢ muliplicando obzinebirue ando obrinebitar B R el Gt g b7t dle
s=a--aab ” cuius vericas mon facile perfpiciear, quoniam numeri faftoa
af—ba-tacfp  _ rum in numeracore et denominatore non acquales fharui i
by-cpitdyy _ » _ p flunt, etamfi ambo finc infinid. Nollum vero dubium _
es—dy-+ e P -y ere effc poteft, quin valor iftius produi fit — x.
¥inc igiv et 1 . .
inc igitur formear fequens §. 0. Confideremms nunc iftam feriem:
‘Theorema I1l. ] s=i—3-ri—i+i- ec
: e e o n . .- i eft s=1!2 —} Quia igi
§ 28. Si propofita fuerit feries infinita huius formoe | nfnita huius formae cuins EM:M,.” @M.n n«. » m_m _m._“n oft
u“m.\WuT.m.|mu+ e, S : a.l v_.w[:a. =8 m.le .«.nn..
. . . =2, = =4, 8=5,
ex z formabitu ! : . 2 B y=4
I v feguens fraio continua _ fraftio continua hinc nata erit |
] . 3 '
.&lﬁ. - .nw. - .4 2 h Dlum
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T . H ,
mulw..lp-_. I.2. 2

-141.45

(T S— -
— i3855 $

§ a1, Quod & auem hanc accipiamus feriem: g peme Feciems

=i1=i4i—ii— e
cuius valor cft &-i-72, habebimus
a=32, b=3, c =4, d=5, %,
a3, B=2, y=28 d= 4, otC
hine ergo oriemur haec fraftio continua:
2

; =1+4+131

i4l2 e e

Xl 2. 4. 27
) 3.4 3 5.3
H|T+- G4 m.-l

I~ €

fie
.
nhu..T-lunﬂw.la.......
i+2% 4
1433 . :
1} erc.

Problema 1L,

Propofitam feriem infiviiam

wf ) 157 ( Hide

$mml— T8 B - g ete

én fraffionem continuam lransformare.

Solutio.

& 82, Confiderentur fequentes feries ex propofica
fesic formarae:

5
= ~F 4§ - % 4 ac, powo
— % _ax =5 __xt
Rl.e_l .mleunrul.w.lTnnﬂ-
V= F - T~ o, eigue
s$— =
®

=~ 2bal, yade fie

Hinc ergo erit

fimili aatem modo erit

x BBx
TR _gxaw

4
Hi ergo walores i omaes ordine fubftitwantor, erieinr ifta
fraftio continua:

E=atae¥ o
A anBB% _
y-BRFPYE_____ .
§—yx-t Eo
Vs ¢ 28
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§. 33. Quod fi hic vbigue loco » feribamus 25

]
vt hibeamns hanc feriem:
—_= i .
STE= iyt it o
tom fraftio continua hing nata--erit
iia+aaa .NI _
B—5%F FrpBuy
euuﬁ+ €Lc,
quae 2 m.mmmoaw.nm parsialibns liberata dat
=ataox
By—axtpBxY
yy—~Bat+yyxy_
Sy—yxt e

vnde nafCitur fequens

Theorema IV,
§ 34 S ﬁé;u%& Suerit hutusmodi feries infinita:

|||H
F=as E.u. S m%lTn—.o.

¢x a .‘w:aaa poterit ifta frafiio continua:
rmayteasy
By—ax+BBxY
vy—BX+YYXY
dy—yxtddxy
£y —3x €ic

§. 35. Cum fic

Hat3) =5+ e

pofito

E x- eI,

B : firies infinita:

R +33xy
gy —dxt oo

E ctc,
; pofito

«fil ) 159 [ Gl
pofito s ={(s+5) erit

=1, 8=z, =8, § =4, &
hincque nafcetur ifta fraftio concgua:

%
T =Y INY
I(1+%)
el A Lt SN

3Y—38+9xy

4¥—3 %4+ €10

§. 36. Cum arcus cuius cangens & hac fevie expri-
matur:

b.nwam.ulnlux_. P ee erit

tAmngf=U-L 48 :+ erc.

None ponatur 22, ia vt E t=VE, fierque

2>
x xT
.—\lq.PBam.e\. |i..“$ u.ﬂl.m|u,+ ete,
Minc ergo eft s:= ¥ L. Atog. V5, wm vero
=1, 8=8,P=5, §=7, oG,
quare fraio- continua hific pata erit
v 4
TN S A
3Y—%-+9KY
SY—3xvaiAY
Y- SN €I,
Velwi 6 faerit o= ¥ et =3, ob Atang L =7, habe-
bitwr it fraflio continua 3

Va4
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R
8-1-%.9
12+ 8-25
164 €tc.

§ 37. Quod fi in cafi Theorematis loco littera-
tun o, By Yy 9, etc, fcribamus fraftiones

£, .WJ L, £, e
vt habeamus hanc feriem:

g—0oz __ baz cx¥ _ 42 4 ape

— e — e,

ay” Pry T Ay 8
frattio continua hinc formata ita fe habebit:
T=Eyteaxy:as
..muwl.m.k+m.®am"§
Ly—G-x-+yyxy:ec
Ly—tut e
Hic fam primo verinque multiplicetur per &, deinde primae
fraftionis numerator et denominator multiplicentur per 4 b,
fecundae per bo, tertiae per ¢d, cif ot frattio continua
hanc induer formam :
Eopytanbyy _
aBy—abx-+BRacxy
byy—cpatyybdxy
cdy—dyx-i- ete

vade operae pretium erit fequens apponere

. Theo-

B -ematis loco littera-

b JNES
B Lcbic :
Fyyxyiee

§ gy Y .
Y nR..T [

ser @, deinde primae
ultiplicentur per a b,
, et fraftio continua

Nodxy

mwlmea.*.. €te.
 onere

Theo-

o3 ) 161 ( Sde

Theorema V.

§. 38, Si propofita fuerit feries infinita huis formae:

s=8-5 M..Iwmlml.whnT eic.
inde formabitur fequens fraffio continua:
Soaytaabyy

agy—xbx+pBacxy
byy—cButyybdsy
edy—dyx- ew.

Problema III.
Propofitam hane feriem infinitam :
n"wlm.w.rm.mdimmﬂu_r ete.
in fraffioncm continuam conuertere.

Solutio,
§. 39. Exferie propofita formemus fequentes feries:
n”w[%+nﬂlmﬂ.mw+ ete. ,
EHWII.&'TQ'—&“I%:%MN!T <te.
atque habebimus

h”..hf o i¥, g—1=" et

“ 8
hinc igitar deducimus
I« _ al _ &
s ulnla.._.ulhla Lk
i

Simili autem modo erit

Euleri Op. Anal, Tom, 1N, X i

il




guare pofterioribus valoribus in prioribus fbfituris obtines
bitor ifta fraftio continua:

izete
B=3-8_
gty
‘ 3— 14 etc
vode deducimus ﬂnmnnum Theorema.

Theorema VI’
§. 40. Si propofita fuerit huivsmodi feries infinita
= =gyt sy
exinde H&aa:. poterit haec fraffio continua :
a+a
— X b 8
y=34Y
wlu+ etc.

6. 41. Si ¢ denotet numernm cuins Togarithmus
hyperbolicus eft vnitas, notum <t effe

w”ulwll_w.lll.._lqu«.lnnn.asn
€=t __ 21 1 .
e —1 1z o ..u.u++n_.d
Hic igitur fit s = 22, twum vero

g=1I, mlu Y= 3, 6= 4, Cc
quare fraftio continua Enn oriunda eft

"
I
-

i

v
{ubficutis obtines

g C.

B di firies infinita

—_———

: E1C.
k cuins  logarithmus

F - ctc. fine
E . cre.

ere.

s

ofdf ) 163 [ &ide
=it
itz2.
243

3 ete.

6. 42. Cum igicar fie

I42 “.lm.l

&=y

34
4 4 efc.

r»am&aas_a_.w.._sa%ag_-.mnnausfmmﬁan
n .

[
Fie
oo eie =s
cum fore
a8

S

+h
Y .
dt e =L
pro noftro cafa erit
=, 8%, b2, ¢2 3, GG
quibus valoribus fubftitutis fiec
O
2 -3 -

3-3

§ 43
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§ 43 Quodfi in feric Theorematis VI loco lis
terarum &, B, s &, et foribantur frattiones

£,8,%, 5 ete, ve fie

=g - g+ S e
fraftio continua hine nata cric

s=Staa
T—xtyit
m.lu+ etc.

Quodfi jam primo mwltiplicetur viringue per &, tim vero
prima fraftio fapra et infra per £, fecunda per ¢, tertia
per d, e, orietur ifta forma:
L=gtab
B~b+Be
y—ct+yd
&—d-+ete.

quod fequenti Theoremati includacur

Theorema YIL o
§. 44. Si propofita fuerit hniusmodi Jeries infinita:

p— eb g abe  abed
N R 1 L i

inde deducitur haec fraflio continua :
f—ata /]
B—b+fe

p-etyd
3—d-+ e

§ 45

g i

Il

wmatis VI loco lis
ationes

§ - etc.
E - per 4, tum ver®
B unda per ¢, tertd

 wodi feries infinitas

 oC.

6 45

wid ) 165 ( Gkl

¢ 45. Applicemus hoc ad fequentem feriem in-
finitam :

—_—t BT DS L
$=am 24 6 “.nhnl_l ete.
cuius fummam conftar effe s = L1725 tum igiwr erit

a=z,b=3, c=5, d=7, e

e=2, B—4, y=6, §—8&, et
frattio ergo ‘continua hinc nata erit

Aizat2g

I-4.3
14-6.9
¥~ EiC.

Si vtrinque vnitas anfferatur erit

ﬂ.u.l...n“ I-}-2, 3

LR ok o RO
i--6,7
- 3 - €ic. -
vnde deducitur
Ya=i-} 1.1

i-t-2.8

o o

1 4-6.7

Problema IV,

Progofitam foriem infinitem huius formae:

—_— Xk x¥ __ xt
X .w|a T sgy  weys T o
i fraliionem continuam conuertere

X3 Solugio
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Solutio.

§. 46, Statuamus ve haltenus
X

—_ LI .,
E=f gyt gy ey oo o
—2 %X 2 E
H=5 quT.ewm .f...mwlT et at
ita vt fic s=t=1=  vnde fic T = F=a-+ I Ef
vero

% _ Bx_ % %
F] v

Quodfi ergo hi valores continuo in praecedentibus  fubftie
thantur, obtinebitur fequens fraétio continua:

Ezaax :

FrBE

YR

6-%— ete.

hincque nafcitar

Theorema VIII.
§. 47 .Si propofita fuerit huiusmodi Sexies infinita s

s§=

e+ 2 Ef

ete.

‘entibuis fiibftia

a

B firies infinita s

L =

w5 ) 167 [ Sedee

SR 2k >
& =z ZEs — iy o

inde ?wa_&_.nﬁ Jequens fraffio continua :
X

st oax
B—x-4fAx
Y—Xtyx

—— ——

%J.R.IT nnm..

§ 48. Quod fi hic loco x forj
iba £
beamus hane ferigm : e -

§— 2 =x x7 +
u &3 8yt vy T apyy T ee
ine nafeetur fequens fra@tio conrinna;

F=aytaxy
By—x+pBxy
VI—xdyxy
35—+ erc.
§ 40, Su - —
" fi 40 mamis g =—=1, f=a, Y=3, =4 e
—x 2 .
e R R Rt T e Y
vhi igitar e sz 5 w3 . pi —_
noszmﬁ" ¥ €2, hineque formabitur ifta fraGtio
X
gkt bl
102 2y—x-taxy
37— %+ 3%y

4y —x+ e

]
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= ﬁn -, vade obtinebuntur fequentes formulae fpeciales :

nu. -1
fumendo % ==z et loco y fuccefliug numeros 5,2, 345
ete.

£ rmulae {peciales ¢

B cros 1,2 h45

Lo=i41
T2
n-.Tu

Sy

8 - ete

L)

: 3 __
Ye—1 5-+6
849 —
13-4 ¢tc,
Ve
—-=414
Ve—zx 78
11412
15 - e

Problema V.
Si in geners propofita fuerit feries huius formae u

. E - etc
ex__abzx* abex? _ abedat
$= 3y T apr T wgvy ey T+ O an ‘

U fuius formae

eam

w3l ) 169 ( Sdw
eam 4 fraffionem continuzm conueriese

Solutio,

6. so. Ex ferie propofita formemns fequentes: |

— b __ Bexx bed x¥ bedext
=85 Tavoy T Gy T ayeey + 6 O

Immlnmuu mmmnunun&a;
B9y " ary T itesr " qnecy T U6

ita vt fit s =35 (x~— £) hincque

ax 2y ayf
Iu.ll.hnllnumlml axrr

'Y
Eft vero
ayt ay  abxy
I—8T —s4 3T ~batbx
& £
vnde fie
as_ . _absy
s l&..\.._;lma.fhmq
&
finili mm”E. modo ex relatione 52 (x1—u) fiet
bx Bexy
z !mm.._ufna..—.u“m
%

ficque porro. - Quare his valoribus continuo fubfticutis oric-
wr ifta fratio continua:

Y-ay-tabry
hmlmkl_l.mna.e
PY—-LX~f-pd Xy

PSS

Sy—dx-t- e,

hinc fequens
Luleri Op. Anal, Tom. 11, Y Theo-
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Theorema 1X.
G sv. Si propofiin fuerit iffa feries generafis:
soaFmgbee uﬂ%l&ﬂn%..*. &te.

ey sy
Gude formabitur fraftio comtinua : 7
Eay-tabxy
By—bx-+peay
. yy—ecs-i-ydxy
8y —dx- etc.

¢. 52 Ve hoe Theorema per exemplum notatu
dizroirm illuitremus, confideremus hane formulam integralem:

k
- ]
Z=fa=dz{(142")"
guod integrale ita fumatar ve euanefcar pofico 2 =0, ac
]

ftatamus Z==2¢ (1 + &) , eritgue differentiando

X ' -
=dv(1+2")

dZ=— dx=2 Y
A
S kv dz(142")" _.
ko,
quae aequatio per (1-+2°) T divifa praecbet
2" dz ==dy(1 42"y -+ kv 2"~ dz, ideoque
m,m 1432 ) - kg~ i—27" =,

§. 53 Quoniam fumto z infinite paruo fic
2
Z= w0

inde difcimus ,, guantitatem ¥ per einsmodi feriem infinitam
exprimi, cuius primus terminus fit potsftas 2™ ; in fequen-
) - tibus

R -pdxy
Sy —drt : zdy
y~dx—t et =5 = ~+mA —(m 5B -t 42 8) C — et

f * cxemplum notatn  hut=4- kA —£B 4+-£C

¢ ormulam integralem —gh—te— 1y, :

§. 54 Quod fi nunc fingulae ipfins 2 poteftates
N i pofiio 2==9¢, a¢ feorfim ad nihilum vedigantur, obtincbuntur (equentes valores :
ifferentiando mA-1—=0 ergo A—}
k —(m4+n)B+(m+E)A=o0 ergo Biothh
My

 (1+27) (n+20)C—{m4n4-£)Bzo ergo Ciztrrpl
I-u - —(m+t3m)Dt{mtantk)Co ergo D=lugit AL

’ - ete - etc,

j . prachet ‘

j 47, ideoque §. 55. Subftiuamus igitor hos valores inuentos ac
N o pro # reperiemus fequentem feriein infinicam :

3 I m-k m§+3?..~+u~1+1@ S~

jite paruo fic ~m " mm +avu.__+..+__=?= a)(mtzu)

. D R mAnp k)t R o et

h1odi feriem infinitam (o —-0) G —-2) (30 311) -

feftas 2" ; in fequen- - Ty . guam

wisd ) 171 ( 3l

tibus autem terminis exponentes ipfus 2 continuo numero
firies gentralis: n auger, guamobrem pro v fingamus fequentem fericm in-
finitam :

p - o v AR —BaM 0 Cm - gt
guem valorem in aequatione differendiali fubticuamus, fimi-
lesque poteftates ipfius z fibi (ubferibamus fequendi modo :

&% —m AZ™~(m-ra) B2 H(m+-24, Cam+3t='— {1 3u) 012"+ 4 ete.

tibus
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quam feriem, vt ad formam noftri theorematis reducamus ,
fioc modo repracfentemus:

I i S0 DU €3 ) G ks .

V=3 \F Tmrns + (ntn)(m--28) ~
_(m +EYm--n-+E)(m--2u-4-k) o n_..o.v

(h-ny(m—t+20)(m—i-3n)

¢ $6. Cum fam (i .

Z=—f2—dz (1 V) — 1, famamus

V= f vt fiat

RH—IH h 1 + N___.Un

o M=kt 3 (M- B mganeB) nan (R e n L Bt B ,, i
Qlualﬂa, + (m-+njlm~y-23) % ?r.&:al.:;i.r.zn T ete.

erit igitur V fonctio ipfius z per integrationem formulae
differencialis eruenda, quae ergo pro quonis valore ipfius
% determinatum adipifcetur valorem, fiquidem inregrale ita
capl ponimus, vt enanefeat fafto x = o. Que igiwr fa-
cilius iftos valores ipfius # affignare queamus, quando va-
riabili z valores frafti tribvantur, ftaruamns in genere 2"= 2.,
ita vt hanc formam nancifeamur?

Y=o _imaBax +?.+,:a+=1_.sua ~(mak)tmb ki B 24y e
Yy Ny T (meealmamzald¥  imoex)momanlm—ean)yt *

quae feries cum noftro Theoremate collata pracbet s =V
tum vero

=1, b=m+Ek, ¢ —m-+8-k, e
A= 1, fm-t-a, yom-ban, e,

§. sv. His notatis formula integralis affomta fe-
quentem nobis fappeditac fraftionem continuam :

p—
—

«<n

Y

- orematis reducamus,

B(m-zn) *

pitab)im-tean gk} 402
_llua::._.lfuvun + etc.

grationem formulae
Juouis valore ipfins
} quidem integrale ita
fo. Quo igitur fa-
E eamus, quando va-

mus in genere "= L

e e L i i i
3 31.5:.:1.1?:—- CrC,

§ [ara pracbet s=V;

TR

. CIC,

wegralis affomes fe-
JNRinANm

<

—
e

w3 )17 ( e
oy H(mHk) %y
(me-4 m)y—(mHE)v{m-taYm+ntkyey

(mt-znly—(myutE)x+md-2m,(n 20+ Fory

]
xz2m (1 4-27)%

ui it .
cuins valor erit "z

§. 58. Exempli gratia famamos hanc forman: ;
4% _
Z=f75m= 1G4V (1 +22)),
o s s . —a be— — U B [tz )L
et igiur m=1, #=2, k=1, fietque V = Emimrnmiok
qui valor aequawr huic feriei:

2z—fa A2 -2l 4 e

quag, fiiam loco zz feribamus £, fiee
= _ V2 f x4 x-S
= ...a...tk vy )

2 3. 6 X
E] w-QQ M.lm-u.lm.]u..wa”lq...ﬂml._..l [ (A
quare fraflio contnua hinc formata cric

Va{x -t
NEH.—.-‘_.MWW.'B”WIT 1. b..»n.@-
vy

SY-2513.4%Y
S5y—4%+5.0x4

7y-6%+7. 8%y
94— §x - cte

§ 50. QuodRi ergo famamms ¥ 1 et y == I,
habebimus ikam frafiohem continuam:

Y3 Va

(m+5u)y-(nt2n+h)x -
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V- .2
Tyt

.
£+-5.6
14 e,
ipfa ferie infinita exiftente

:".«.a:_.l..llu. ﬁln...n »..tq.-ll
¥ 3 =z K} lTu.m u.u.qlTu.n.q.w etc,

Sin autem manence = 1 fumemus ¥ = 2, feries infinica
eric

131 24 T__Ir4E 2 i~
R Y L ® CLcy

fraftio vero continva haec:

L
M-.IlITlﬂ..—.n“ITH- 2,2

¥? e o

4+3. 42
645 06.2
8 -1 etc.
vnde fequens forma deducitur :
Vs
spEn=r Y _
]
315
428

5 - ere,
vbi gumeratores funt numeri trigonales alternatim fumti.

§. 6o. Encluamus adhuc caflum quo X¥—r ct
gy — 3, quoniam irrationalitas hoe modo tolletur; erit autem

hae caf
jls

E .t w. &1 __ ete,
3570 9

a, feries infinica

—

e

- etc,
alternatim fumtk.

fum quo X =1 ¢t
o tollerur; erit aurem

13

wi3 )1y ( Ele

' —_—__t 1 g Tt b
NN —_—y T ) m-mnwlmuﬂ]“.mvu. + 2+

€raftio autem continua hine nam exic
5=0-1123
7848 .
1i-~5.6,3 N

e ot ettt .

ES~-7. 8.3

P

X9~ el

_ § 61 Quoniam igitur hic nouam plane methodunt
aperyi , m_._w.m quascunque infinitas in fraltiones continuas
n..mnmmo_.amnm_ , merito equidem mihi videor doftrinam fra-
_mmosna continnarom  haud mediocriter locuplecafie.  His
igitor tantum fubinngam cheorema potatu digniffimum, que
fopra § 42, fraltionem

1
-2 =t
243 __
a4
44 eLC.
sransformanimus in hane :
T x
22

33
44-ee —pie

—d

quod multo faius patens ita f& haber

Theoa
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Theorema .

§. 62, Si fusrit
s=aA
ren; S
BB~+:C
- g G- cte

Demonfiratio
Cum enim fit
s=aA

P Ct~ w12,
fi primam fraftionem per A, fecundam per B, tertiam per.
C, ctc. deprimamus , prodibic '
s=a

. - e
Nune huins formae fecundam fra€tionem fupra e infra per
A, tertiam per B, quartam per C muliplicemus et ita
porro, et mancifcemur hanc formam: _

§=

E . eIc.

| m per B, tertiam per.

semn fupra et infra per
| muldplicemus et ita

i §=

3 Y177 ( &%
s=a
e+b

s e ——

FAA-cA
4 —
$C+ s
quare fi (tatuamue
t—pAAchA
B b
. C+- et
erit
8 _at _
Ta-d T at 40
t
vnde reperitur £ =— 2L q. ¢ d.
D
.
Euleri Op. Anal. Tom. 1. A ME-




