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THEQREMATA | .TA a+bV-1 comprehendi gueant. Huic quidem veritatd janitieur

refolutio omnium sequarionnm algebraicarum, quippe guarum
AL 4 ...—w H O .» radices nifi fuerint reales, omnes in tali formula a6V ~
) . consineri perhibentur, id quod edam illuittis & Adlmbers
¥ TIo ADHVC demonftratione perquam ingeniofs contirmanir, guae autem
- quoniam ex confideracions infinice paruorum  eff “peiica .

QVAEDAM ANALYTICA

QVORVM DEMONSTRATIO ADHVC

DESIDERATVR.

§ 1

M: Analyfi diophantea, quae circa proprierates numeroram

verfatur , notifimum eft, plurima occurrere theoremata,
de quorum veritate dubitare non licer, etiamii ea demonftratio-
ne rigida confirmare non valeamus. In Geomerria autem
nemo adhuc ejusmodi theoremata in medium produxic, quo-
rum vel veriatem vel falfitacem demonflrare non liceat.
At vero in Analyfi fublimiori iam dodum etiam eiusmodi
theoremara f¢ mihi obwulerunr, quorum demonftrationem nul-
lo modo etigmmme inuenive potui, etiamfi corum veritas ne.
quaquam in dubium vocari videatur. Talia igitur theore-
mata viique fimmam atrentiovem  merenur, cum  aullum
plane fic dvbium, quin fi eorun: demonftrarivnem wdhic
froftva anguifitum detexeremus , inde wagimi momenti i<
crementa in Amalyfin finc redundacara,

§. 2. Tnrer hujusmodi mtem veritates analyticas
merito primum locum tribuo infigni illi proprietad quanti-
taum imaginariarum, quoed, vbicunyue tales quantitaes nd-
tura fiaz impoffibiles occurrant, ese fmper in formula huc

a4

yroprietates NUIKEroTHM
oceurrere theoremara,
ctiamfi ea demonftrario-
In Geometria autem
medinm produxit , quo-
cmondtrare non liceat.
dudum edam eiusmodi
1 demonftrationem nual-
tiamfi corum veritas ne-

Lalia igitor dheore-
wreptur, cum  nallum
demonttrarionem  adhue
: akimi  momcenti -
-a.

st veritates  unalyticas
illi propriceati quanu-
ae rales quantitates na-
femper in formula hac

8-~

haud immerito adhuc demonftratin planior ¢x ipla nagura
imaginariorumm perenda defideratur.  Pracrerca vero ifta de-
monftratio tantum ad  expreffiones algebraicas parec, cum
tamen aeque certm fir, eam eriam in omnis generis quan-
tiratibus tranfeendentibus locnm  habere, vbi rudocinium ,
quo vir celcberr. eft vlus, non {emper adhiberi poeft, id
quod operac pretium eric clarius oftendife.

§. 3 Confideretur ctrua algebraica ex quotcunqoe ra- -,
mis fuerit compofirz, cuiusmodi fit ramus FNLMH, qui ad axem lig.

AX relarus, poftquam ab F dextrorfivm vsque ad L. procefferiz,
hinc frerum finiftrorfom per L MH porrigacur; it vi, £
applicata K L, hanc curvam in exeremitace 1 rangar, abfiffac
coihber A P, minori quam AK, duplex vefpondeac applicara
PM er PN. Vode fi ponmatur abfeiffa AP = x, applicara
duplicem habebit valorem, ex rli acquatione quadiasica:
# = 2 gy —g determinandum , ica vt hinc fic alkera ap-
plicata PM=p—v (pp-q), akeravero PN-p+¥{(pp-g'
vhi proindole curuze liwerac p e g funftiones quascunque
abfeiffie & denorave pofline. Quamdin igiur fueric pp>4,
renera gemina orictur applicata PM ec PN. Dum aurem
abfeiffz % vsque in K augewur, vbi fiat pp =g, ibi ambae
applicatae in vnam KL coalefcene, ita ve hic applicara KL
evadac curuae tingens, Quod fi ergo, abfeifem x viterins
augendo, fiat g% pp, ambae applicatac cuadent imaginaviae.
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Vnde intelligitur, fi capiatur abfiffa A X > AK, in hoe Iof
co nullam prorfus dari applicatam, feu reftam in hoc loco
perp ndicularem XY, verinque etiam in infinitum produtam,
nusquam curnae FLH effe occurfuram, id quod more
loguendi in Analyfi recepto idem fignificar ac applicatam in
hoe loco X cfie imaginariam; vnde fimul notio imaginario-
rum, viin Analyfi adpetancor, clarius inrelligitur. Cum enim
hae: applicara XY curuae nosquam oceurrat, ctiamfi @
punéto X, vhi eft —o, tam furfim vsque in infinitum pofi-
tiuum , quam deorfum vsque :n infivitum ncgatitum conti-
nucror: evidens eft ejus valorem inuentum neque efle = o,
poque maiorem quam o, neque minorem quam o, qua condi-
tiane definitio ipfa quantiratum imaginariarum condnetur. Quod
fi crgo pro hoc lo-o fumamus fieri ¢ = p p ~+ 77, gemina
expreffio applicatae euadet y = p ¢V — 15

§. 4. Hic igitor quaeritur, num hinc certo in ge-
neve concdadi poffic, quoticscungue imaginaria  Oceurrane
ea fmper huiwsmodi formula: g+ 7 V - 1 exprimi pofle.
Primo cnim haee demonftrado tantum ex ramo FLH eft
petisa, dum tora curua acqoatione inter X e ¥ <ontenta for-
taffe plares infiper alios ramos inuoluat, gquos in hoc
negotio penimis negligere fortaffe nen licer. Hane autem
obicEionem Vir excell, viigue iple pracuidic, dam hoc ra-
tiocininm tanium ad portiuncolam curoae iafinite  partam
N L M extendit, vbi vieeriorem ramorum exeonfionem tuto
negligers licoa, guod. auem non adeo in apri o fiim vide:
tur, vt pon planicrem demonflrationem a rall cenzepua ini-
munem marita difiderare queamas, Tum  vere edim L
plis non fequeretur, quam appli atas XY, extremas T L
infiniie propingoas, tali formula p -+ # ¥ - 1 exprimi poffe:

af
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g1, id quod more
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ac non immerito dubitare Yiceret, an pro interuallis maioris
bus K X criam applicarae eali formula comprehendi asnmsn
et annon religuae curuae partes haltenus neglefiae indolem
imaginarii in his locis penitus immutare valeant

¢ 5. Practerea vero ifta confideratio tantym ad
aequatinnes er curnas algebraicas eft accommoidsea, in quibus
viigue alii rami non dantur, nifi qui vel in & redeane, vel
vtrinque in infinitum excurrane, i ve cirea terminum I, portio
curuae hic femper binas portiones L M er f. N exhib.ar,
vade aequatio illa quadratica yy =2 py -4 eft naa, cul
tota demonftratio imnititur. At voro imer curtids tran{ en-
dentes eiusmodi rami ccetirrunt, i neque serinque in i
finitum protenduntur, neque in fe redeunt. fed {ubito in quo-
piam punfo terminantur. Talum cafum praeber curua trans-
cendens hac acquatione coneenma: y = & -+ 0%, ex qua feo
quitar , fingulis abfciflis vnicam tantum applicasam  refpon=
dere. Pofico enim ¥ — o, fit y=a; ac fi ubfcifls x con-
tinuo angeatur vsque ad valorem x —¢, perpeue  vnica
dabitar applicata ; fumia vere abfifla aze, ob {(-x)=-oo
fiec applicata in hoc loco y=— 4. Statim autem acqie ab-
feiffa x vlora ¢ awgewur, applicara fubito fier imaginaria,
propterea qu-d logarichmi  quandweum  negariwaram  ectio
funt imaginavii; quare {umea ableiffa » > ¢, applicaa 7,
eriamfi viringue in jofnitum produgatur, curvae tunen nos
firae nusquam ocenrrer.  Floc amem eafit ratio fupra alles
gara e namrae aequationis quadraticae innixa, penics cclfan
ita vt hic merito dubitare poffimus, an ifta wpplicats w1
ginaria etiem in formula p—+ gV 1 cnnprehendi guear,
*aleem hic agnoftere debemus, itud dseorema wia demon
iradone indigere, ideoque masime opundum cffe vt calis
acqua-
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qcquatio immediate ex ipfa namuwa imaginariorum  deri-
vetur. ‘

§. 6. Ante auem quam hoc argumentum deferam,
oftendiffe iunabir, guomodo omnia plane imaginaria fingu-
lari prorfos ratione per circulum repracfentari poffint. Ex
punéto A, pro principio axis A B affimeo, erigatur perpen-

diculom AC—=a; cenro C radic CM=—¢ deferibatur

ciretilus, ac pofica abfeiffa quacunque AP=—x ecique refpon-
dente applicara PM — g eric -

y=AC+QM=ACH-V(CM'~CQ)=a-+V (ce—xx),
ita vt eius valor femper fit realis quamdin abftiffa x minor
capitar quam radius ¢, fimulac vero abftiffa ¥ radium ¢
foperat, velwi fi fumatur x=AX, tum applicara XY certe
erit imaginaria. At vero, quanguam ob hanc ipfam canifam ap-
plicata cxhiberi nequit, tamen determinatum habet valorem ima-
ginarium (iam enim euitum eft, notionem determinari notioni
imaginarii non aducrfari). Quoniam enim ponitur ¥%>c, fa-
tiatur x x—=ce—+bb, vt fat Vee—-xx—=5bV~1, ideo-
que applicata ita imaginaria XY —=a -8V — 1. Qudre
cum formula & 4- £V — 1 omnes plane quantitates imagi-
narias contineat, eas per hnjusmodi applicatam determinacam
XY ad circulum guendam pertinentem repraefentare licebie,
Pofito feilicer perpendiculo AC=aq, centro C, radio pro ar
bitrio affumto ¢, deferibacur circulus , ac fumamy abiciffa
AX=VY(bb-4cc), rtum enim applicata imaginaria XY
ittam formulam &+ &V — 13 exhibebit ficque mirabili quo-

dam modo omnes adeo formulas imaginarias quafi geome-
trice conftruere licebic.

§.

wginariorum  deri-

f umentum deferam,

jmaginaria fingu-
nrari polline.  Ex
1, €rigarur perpen-

e \I — ¢ delcribatar

= x cique refpon-

E — -1V (cc—xx),
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g (ciifa ¥ radiom ¢
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g habet valorem ima-
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_dﬂuvﬁl: ideo-
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& >atam determinaram
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§ 0 C, radio pro ar~
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§ 7

fimam a -+ bY — 1 ita sewocari poffunt , vt litterae a ot b
L
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§. 7. Operac pretium eric hoe exemplo guodam
declaraffe. Quaeramus feilicet arcum cirenli, cuius finus du:
plo maior fic finu toto, qui ergo cerre ericimaginarius. Po-
fio ergo fiou toro == & incegrari debies formula 25, i
‘vt integrale euanefear pofito ¥ — o, fum-wero fami debebie
x — 2, et valor integyalis dabit ipfim dreum. Hune in finem
formulac differentiali ;2% cribuamus hane formmm: 2EY=5
conftat autemi effe [ %, — daddramil, vide pofitc.
x = = -arcus ‘guachitus erit o

.Hlla\.lu__?lm.s.“”._\l R R A R LS
Nouimus autem huius poftremi membri valorem effe ¥, vnde
arcus cireuli, cuins Gnus — 2; etie T+ ¥ — /(24 3)
Quamobrem vt haic avcui imaginario aequalem applicatam

XY exhibeamus, in noftra figura capiatur inferuallug AG=Ty

ac deferipto cireulo radii CM—=¢ =1, quia ¢ arbitrio no~
firo relinquitar, pofico- brenicatis gratia /(2+V3)=5 capia-
par abfeifa A X =V {x 4+ 44), arque applicata: imaginariy
XY acqualis: erle ipfi aveui quaefito pariter imaginario, id
quod eo magis notatu dignum videtur, qued ilte arcus el
imaginarium tranfcendens.

6. 8. Primym igiter Theorema analyticum euius
domonftratio plarior, vél faliemi magis divefta, defideratur,
fiquidem eins veritas” quibusdaiii fath fads euifta’ videatur,’

hoc modo proponati : “

Theorema 1.
Omnes plone gquantitates jmagingriae, quaecungue in
caleulo analytico occurrers poffunt, ad hanc formam fimplicis-

Ealeri Op. Anal, Tom, I1, quane
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guantitates veales denotent, Eius igitur demonfirationem fagacis
fimis Analyfiis imprimis commendars non dubito.

§. 9. Sequentia duo theoremata reflificationem line-
arum curoarum refpiciont, ideoque ad Geometriam fubli-
miorem fune referenda. Cum enim iam pridem a celeb.
Hermanno methodus geometrica fit reperta, jnnumerabiles
curnas _algebraicas inueniendi , quae vel finc reflificabi-
les , vel quarnm re€hificatio a daca quacunque quadrarura
pendeat (quam methodum deinceps ad Apalyfin puram trans
tuli et plurimum locupletan, fta vt peculiarem fpeciem Ana-
Iyfeos infinitoram confkituere videatnr}; inde veique infinicae
curuae algebraicae exhiberi poffunt, quarum reflificato 2
quadratura circuli pendeat. Omnes autem, excepto circulo,
ita comparatae deprehenduntur , vt earum arcus aggregao
cuipiam ex guantirare algebraica ec arcu circulari acquentur,
quantitatern autem illam algebraicam nullo medo ad nihi.
lum redigere licear; vade fequens theorema tanquam veram

proponere non dubito, etizmfi eins demonftrationem exbibe-
re nondum potuerim.

Theorema 1L~
Praster circutum wully datur curug afgebraica , cuits

finguli arcus per areus cireulares fmpliciter cxprimi queant.

§. re. Hoe cheorema igitur eo redie, ve demor-
firctur , nullam sequationem algebraicam inter binas coordi-
natas orthogonales x er g exhiberi poffe, ve formula inte-
gralis SV (427 -4 d ¢*) acquetnr arcul cuipiam circulari,
cuius finus vel cofinus fic funftio quacpiam ipfarum x et ¢,
{blo caft excepro quo acquatio inter X ¢ ¥ circulum in-

dicat.

eflificarionem line-
N (cometriam fubli-
pridem a celeb.
1, innumerabiles
I fine re&ificabi-
£ -unque guadraiura

B alyfin puram trans-

 irem {peciem Ana-
§ de viique infinita¢

B rum reflificatio 2

f n, excepto circulo,
f 0 arcus aggvegato
2 circulari aequentur,
£ > modo ad nihi-
§ na ranquam verum
B nitrationem exhibe-

E « algebiaica , cuitts
f v cxprimi queant.

redit, ve demon-
jnter binas coordi-
, vt formula inte~
i cuipiam cirenlari,
R am ipfacum x et ¥,

: e y circulum in-
dicat.
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dicat.  Quod o clarius intelligatur  denorer angulum
fen arcum quemeunque indefinicum in circule cuivs radios
=1, ac ponatur fV(dx'+dy)=a , ideoque g’y dy=and P,
fiarque dx—=apd @ et dy = agd, agque ncceficeft v
fit pp+ gg=71. Practerea vero ambas formutas ap @
et aqd @ ita integrabiles effe oportet, vt carum Integralia
per -folos finus. vel cofinus anguli @ cxprimi queant, quod
dico nullo modo fieri poffe, nifi curua fueric iple circulas.

: § ¥1. " His autem condicionibus smnifefto fatisfiet
fi capiatur-p==fin.(#§+- o) e 4= col{n ¢ + &), deno-
tante ¢ angulumiquemcungue conftancerh, # véro numerant
rationalofi queicungae ;- Cam - ¢riim vique &it pp +44= 5
et curh Gt dac=ad Qin(nP-+a) e dyp=adPeol(np+e),
hine incegrando  elicitur wE=b- Lol (nQ -+ @) e
y=—c 2 fin. (2§ + @), quae formulee: ob litceras o ets
arbitrgrias, ipnumeras curuas jnnoluere videntur. Verum cum
inde fat b-x= ool (Pt a) e y-£= £ fin. (e
femper erit, (5 — x )+ (g — e¥= 5%, quae dequatio rmanifefto
femper eft pro circulo, Demonftrandum igitur eft; pro con-
ditionibus ante praeftriptis loco lierarum 2 e § alios va=
lores accipi non pofle, qui iis fasfaciont.

'§, 12, Cum autem nullum veftigium appareat ad
walem demonftrationem  perucniendi, videamus an per de-
monftrationem ad abfurdum quicquam lucrari poffir Affu-
mamus igitar practer circulum alizm darj curuam algebrai-
cam, Cuils OMnes arcus per arcus circulares megiri liceat.

Sit igitar A Yym wlis curua algebraica, cuins quilibet arcus g 1,
‘AY zb inilo A captus acquetur arcui cuipiam cireulari , ¥ig. 5.

cuius finus fic funélio quaccunque algebraica abftiffie A X,
L= g
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ac fimili modo alius arcus quicunque A y- ctiam acquabi-
sur archi circulari, cuius finns. eric fimilis fun@io ablciffae
A x; hincque manifeftum eft, etiam differcntiae horum ar~
cunm, Yy, aequalem arcum circularem -affignart pofle, ita
vt huius curnae. omnes plane pordones Y y per fimplices
arcus cirenlares esprimi queant, ficque demonfirari oporter
bit, talem curuam algebraicam aullo prosfus modo exbi-

beri poffe. : . )

§. 13. Primo bic autem obferup, fi dargtur talis
curua, ¢a certe non-in infinicuny extendi pofle, id quod iz
offendo : Sit Abede ete. tlis. enmz o axe. ABCDE
in infinituny -¢xcuErens, in i eaque. accipianuy portiaacsaequa
les Ab, be,cd, de ac apguiy nepfora o quedsans
¢iregli, atque in gpplicatis BA, Gy Dd etc abfzindasenic
portiones B 8, Coy, D&, erc. quae .fine finibus ercunm
Ab, Ac, Ad ew. acquales, id quod etam in fingulis 3p-
plicatis intermediis fieri intelligarur; ac manifeitom o, fine
gula hace punéz B, y, & eic. geometrice fen algebraice
affignari pofle, itx ve curua per omnia haec punéia “dutta
ApBwde et finura effer algebraica. Quoniam vere <2
Tiahebic infinitas portiones alternatim fupra” et infra axem
exiftentes, €a ab axe ipfo in infinitis punhis inrcrfecarerr, id
quod in nulla corua algcbraica locum habere poteft. Vnde
Tuculenter fequitur, talem curuam A b¢ 4 in infinitum exten-
fanr certe non dari pofle; atque hinc izm eft euifom, £
darentur praeter circalum ejusmodi curnae algebraieae, qua-
rum fingulae portiones per arcus circulares menfiwari que-
ant, neceffario cas in fe redcuntes effe debere, tum enim abfuir-
ditas modo oftenfs ceffare poffer, ita vt fimili modo nihil
abfurdi inde inferri poffic. ‘

§ 14

& .y ecriam aequabi-

f ilis fonftio ahiciffae

vrentige  horum ar-

affignari pofle, i

§ Y y per fimplices
b demonfkrari oporter

8 orfus modo exbi~

3, 6 darcwur ralis
poffe, id quod i

B .on axe. ABCDE

uy POrionesaLquas
afora fic gQugdsans

L) d ete. ahitindagsor
| int  finibus avcuum

tiam in fingulis 3p-

I manifeftam eft, fin-

rice fen algebraice
haec punéta dulta
Quoniam vero ¢a

ora et infra axem

s mterfecaretur, id
bere poreft, Vnde

- in infinitum exten~

jam eft euinm, fi
me ulgebraicae, qua-
lares menfurari gue-

ere, tum enim abfur-

vt fimili modo mihil

§ 14
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§ 14 Sic igicor ABPQRS lis cnvva algebraica Tab, 1.
infe rediens, cuius omnes plane portiones per arcus circu- Fig. 7.

lares metiri licear, guae tamen non fit cireulus; enm fumia
quacungue portione A B, a quouis alic punGo P abfindi
poterit portio PQ.illi aequalis, gnae tamen illi maxime eric
diffimilis, quandoquidem curtamen, feu radivs ofenli, maxime
differre poreft in his portionibus, quates funt AB, PQ, RS exc.
%ﬁmﬂmﬁ auteny in hoc eguiders auilam comradittionem
oftendere - _.mom,wn._,_ﬂ tamen demonftrari poteft, fi vnica talis
ciiua’ daferyr;. ex ea infinitas alias inter {& dincrfas geome-
trice conftriii pofit. Tum vero ex quaiiber earum porro
imili modo infinitas alias, ex esrumique denuo qualibet infi-
nitas alias, fieque In, infinitum ; ita vt mukicuda talium cur-
varom farisfacientivm foret non folumt numerns infinicus ,
fed ‘adeo "poteftas infinitefima jnfoid. Quare cum adhuc
nuile modo calis carua reperiri potuerit, nonne hine iure
conclndere licebit , nullas plane dari huiusmodi curuas al-
gebraicas 7

§. xs. Ad hoc autemr demonfirandum , infignes pp 5
illae proprietates, quas Vir celeberr. lognues Bernowlli deyig gets,

mote reptorio et curuis aequae amplis in lteem produsit ,
famme: cum ficcefia in vfum vocari porerune, Fundamen
tum aucems huius eximize methodi in.hoc confiftit. Si ha-
beantur dnae curuze vicungue dinerfic aym e af y'af,
in iisque capisntyr arcus 4y et a’ y* aeque ampli, 2 v
ductis ad punéta ¥ et y* normalibus yr et 4/ ¢/, quae axi-
bus a b et o' b* in r ex 7/ ovcurrant, qui ipfi ad curuas
normeles fupponuntur in a et a4, anguli a7y et o' ¢y
fant inter fc aequales, ex quo hi ‘arcus 2y e o' y* aeque
ampli fune apellat; quibus pofics, ft hinc noua curua A Y M

L3 el
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ita conftruarur, vt fumea abfeifa A X = m. & x +8 4’ 2/, con-
fhicatur applicara X Y = m. % y + # x/9, tum etiam huins
nouae curuac AM arcus AY eric =m. ay +n.4'y'. Quod
i enim pro curnis datis ponamus ablcifhs ax—=x-ect
o xf = a/, applicatas vero ¥y =y et 3y =y, enir fub-
normalis ¥ r =232 e &/ ¢/ — 227, hincque gm.ﬁ.wﬂmm
et tang. &' 'y =4 %, Quare cum hi anguli fint aeginles, pe-
fio Z=p.feudy=pdx, erit etiam §%= p, fine mﬁnﬁm&p
Hine igicur colligitur arens ay—=/dx¥Y (1 +pp) e -
cus &'y =fd 'Y (1 -+ pp) lam in curvainde conftruéta
AY eric obfiih AX =X =m -5, applicaa
vero XY=Y==my 4-ny), hincque iIX—=mdx +ndx'
e dX=mdy-s-ndy —p(mdx+adx’), ideogue erit
dY=pdX et arcus A'Y acque amplus eric ac duo prae-

eedentes 2 y et a’ ' ; hinc ergo huius nouas curnae arcus £rit

AY=[AXY (vt pp)=m/fdxV (a+pp) + nfda' V(ipp),
vnde manifeftom eft fore arcum AY=may—44. 4y

§. 16, Hoc iam fundamento fisbilito, fi ambae cur-

e ay ot @y ita foerint comparatae, vt arcus ay et a'y!
per arcus circulares menfurari queant, tm etiam curnae in-
de deferipae arcus A 'Y etiam per arcum circularem men-
furabitur, fi modo lirterae m et »# denotent numeros rationa-
Tes quoscunque. Ex quo jam intelligicvr, ex illis curnis duds
Ay et 4'y innomerabiles curvas A 'Y eiusdem proprietadis
conftrui poffe, Hic autem obferuandum eft, fi ambae cur-
vac datae ay er gty fucrine circuli, curuam illam de-
feriptam AY fore quoque circulum, cuios radivs RA=RY
erit —n.ra-}nr g, ita vt hoc ole caf nulla noua cur-
va refulter, id quod per fe eft perfpicnum, Statim aurem ac
vel aliera earum curvarem 8y et a'y', vel edum ambae
non

g x-+#a 2, con-
, tam etiam huius

£ 1y -+ .4’ y'. Quod
o ot ax—=x-ct
> o/ y' =y, erit fub-
: cque tang. ary =33
i 'li fint aequales, po-

[ - 7, fiue dy'=pds’.
& /(4 pp) et ar-

& urua inde confirofta

E i n o,
X —mdx 4+ ndx
|, 1 +'), ideoque erit

applicata

erit ac duo prac-

: curuae arcus erit
L 1+ fdx'V(14pp),
¥ gy -u a6l g,

B bilito, fi ambae cur-
gt arcus gy e @'yl

& m eriam curuae in-

B 1 circularem men-

E nr numeros rationa-
b cexillis curnis dacis
g 1sdem  propriceacis

eft, {i ambae cur-

B curtamy illam  de-
f's radius RA=RY

aft nulla nona cur-

0. Statim aurem ac

,» vel etizm ambae
noen
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non fuerine civenli, tum guoque curna deferipra A Y certe
non erit circulns, aque adeo in infinitum variari poserit,
prouti numeris 2 et # ajii amque alii valores eribuantur,

§. 17. Hinc ergo fi pro curva ay accipiatur cure
va illa fupra memorata, cuius foilicer fingulos arcus per
circulares menfurare poffe affumimus, eamgque a punéto quo-
congue A nsipientem ; pro aleera aurem &' ' circulum quem-
cunque, conftruétio modo rradica nobis fippeditabit innume-
rabiles curuas A Y eadem indole praedicas, vr arcui AY
aequalis arcus circnlaris affignari queat.

Tum vero etiam, Tab. 17,

fumta carua oy aequali , ramo figurae illins a punfle A Figo .

extenfo, pro coruz vero 4'y elius guicunque eiusdem cur-
vae ramus ab alio punfto P protenfis, hine etiam innume-
rabiles aliae nouae curuae A 'Y defcribi porerune, quae vii-
gue omnes quoque erunt algebraicas; vnde manifeftum cff,
fi harum nouarum curnarum rami in locum akerius cnruae
daae ay vel ctiam verivsque fubfticuantur; tim hoc modo
infinita alia coruarum genera conftrui pofle, quam muitipli-
cationem adco in infinitum augere licebit. Quare cum nul-
$a adhue einsmodi curua a circulo diverfa erui pe. erit, ma-
xime verifimile eft, ac fortafle tanguam rigide demon@ra-
tam fpeéari poteft : nullam prorfus in rerum natuea dari
huinsmodi curuam algebraicam a circulo diuerfam,

§. 18. Quod haftenus de circulo eft allarum etizm
ad logarithmos extendi poreft, quippe quos eom arcubus
circularibus imaginariis comparare licer, vnde fequens theo-
rema Geometris tanquam. aeque cersum et memoratu dignum
ac praccedens commendare f{uftineo,

Thee~
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Fig. s,
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- “Theorema IIT, g

Nully provfus datur curua algebraica, cuius fingul
arcis fimpliciter per logarithmos exprimi gueant., lta vt hoc
theorema nullam prorfus exceptionem, guemadmodum prac-
cedens , poituler,

§. 19, Notum eft reftificationem parabolze z fo-
garithmis pendere, verum finguli eius arcus non per fime
plices logarithmos, fed per aggregarum ex logarithmo et qua-
piam quantitate algebraica exprimuntur, ita vt hinc nulla
exceptio theoremati inferaar. Hic autem primo obferuan-
dom eft, vt ante, fi alis daretur curua slgebraica AYy, cuius
omnes arens in punfto A terminaii per logarithmes affi-
gnari poffent, vt verbigratiaefet AY = a/P et Ag=alp,
jita vt P et p eflent cerrae funfhiones algebraicae ambarum
coordinatarum A X, XY et Ax,xy, tum etiam differen-

tiam horum arcuum logarithmo exprimi pofie, quandoguidem .

foree Yy=4al%. Hioc ergo pofia sbftiffa AX—=ux et
applicata X Y — y demonftrandam eft, nullam dari aequatio-
nem algebraicam inter x &t y, veinde fiat' fV (dx*+dy)=alv,
denotante ¥ funétionem quampiam algebraicam ipfarum x
¢t y; vnde fi ponamus o x —%22% et Jy— %, necefle
elt vt fiat pp 4 g9 = 1. Practerea: vero requirimr vt
ambae formulze f23? et f157 fant algebraice incegrabiles),
cuius ergo impoffibilitatem demondtrari oportet.

§. 20, Quemzdmodum mihi pro praecedente theo-
remate licuit oftendere, nullam dari curvam in infinitum
extenfam illi fatisfacientem, jta hic fimili modo oftendi poceft,
nullam dari curuam in fe redeuntem slgebraicam, quae huic
theoremati conneniat. Sit enim corsa AYBDA curua u.a

c

dus  fingulf
ita vt hoo
odum prac-

solae 7 lo-
1 per fin-

g e et qua-~

hinc nuila
obfernan-

AYy, cuins

thmes affi-
Ag=alp,

§ : ambarum
& m differen-

B mdoguidsm
R AX—x et
€ 1ri zequatio-

g +dy)zaly,

iplarom x

f 47, necefle
B quiriar vt
 acegrabiles’,

& dente  theo-
g 0 infinitum

tendi poteft,

¥ 3, quae hnic
LA curua in

fe
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fc rediens, cuius omnes arcus AY per logarithmos exhiberi
gueant, ita vt in applicara XY, fi opus ot produla, alge-
braice affignari poffit punftum Z, vrarens AY far =log. X7
tam ergo, quia curita in {& eft rediens et arci AYBDAY
eacdem coordinatae A X et X ¥ conueniune, alind que-
que dabiue punftum Z, coins logarithmus huie arcui ae-
guerur, Ac fi civcumferentia rotins curnae ponatur =¢, in-
finita talia fpatia X7Z,XZ, XZ"XZ", ec. aflignari poternne,
gquorum logavithmi aequentur arcubus AY,AY-+4c,AY+2¢,
AY-ge et in genere AY -4 n¢, denotante # numernm
integrum quemecunque tam ncgaduum quam pofitivum; at-
gue guia omnia hace punfta fimili formula algebraica con-
tinebuntur, omnia quogue in eadem curua algebraica exifte-
rent, quae ergo a fingulis applicaris X Y produflis in infi-
tis punttis fecaretur, id quod naturae cursarum algebrai-
carum aduverfacur,

4§+ 21, Quod fi ergo darvetur talis curua, cuius fin-
gulos arcus logarithmis meriri licerer, ea certe in infinitom
excurreret. lam vero .ex vnica tali curua, ope propofitionis
fundamencalis, circa curuas acque amplas fupra allatae, pari
modo, quo ibi proceffimus, infinities-infinita noua genera ta-
lium curnarum exhiberi poffenc; vade cum nulla adhue talis
curna erui potuerit, fi non prorfits cercum, faltem maxime
verifimile eft, nulles plane dari eiusmodi curuas algebraicas.

§. 22, Ceterum i modo theorema fecundum fir-
miter fueric demonftratum , etiam huius demonftrado pro
confefta effer habenda, Cum enim elementum-arcus circuli,

cuius radiug =4 et finus —ux, fie 2225, i radinn it
imaginarium concipiamus, vt fic 4 =¢V — I, clementum ar-
Euleri Op. dnal. Tom. I, M cus
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ous fiee A=Y=t —__ _ed2 = onod ergo eric reale, etiamfi
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radius circuli fit imaginarius, eciusque adeo inccgrale erit

g/yfeexza-x0 yvhi maxime mirum videri poteft, qued
arcus cirenli imaginarii nihilo minus fint reales et qui-
dem per logarithmos affignabiles. Acque hinc fam cuto con-
eludere poterimns , quemadmodum pracecr circuium nullae
alize danr Jineae curuae, cuius fingulos arcus per circula-
res meriri liceat, ita erfam praeter circulum imaginarium nul-
las dari curuas algebraicas, quarnm fingulos avcus per loga-
rithmos metiri liceat. Quoniam autem circulus imaginarius
plane exiftere nequit, prorfiss nullae curuae algebraicae ex-
hiberi poffe funt cenfendae, quarum fingulos arcus per lo-
garithmos cxprimere liceat,

DE

i renle, etiamfi

| 5 incegrale erit

poteft, quod
reaies er qui-
1w T tUto Con=
arenlum  nullae

W -us per circula-

inagicarium nul-
arcus per loge-

 ulus imaginarius

algebraicee  ex-

=¥ s arcus per lo-

{

DE

wid ) ox ( el
DE RELATIONE
INTER TERNAS PLVRESVE

GQGVANTITATES

INSTITVENDA

§

Wﬁuam% duabus quantieatibus A et B, earom relatio, feu

ratio definicur , dum quaernntur duo numeri integri
et 8, i:que minimi, vt fiax ¢ A = BB; vnde fi quantitaces
A er B fucrint inter fe commenfurabiles, itos numeros @
et 8 femper accurace affignare licebic; fin autem fine incom-
menfurabiles, numeros ¢ et § ita dave licebit, vt diferimen
inter formulas @ A et BB fic minimum, wvel ie- parpum,
vt propius ad mequalitatem inter has formulas ¢ A ¢t 8B
accedi nequeac, nifi pro ¢ et 8 maiores numeri adhibean-
twr, Heocque modi fo'ui foler problema olim a Wallifio
propofitum , quo, propofiis duobus numeris quantumuis
muagnis A et B, rationes in minoribus numeris requiron-
tur , qui tam exaft: corum vationem exprimant, quam feri
porelt numeris non maioribns adhibendis. .

§. 2, Simili modo fi tres proponantur quanticates
A,B o C, reperir monn:_ﬂm tres numeri integri o, fery
M 2 vE




