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CONSIDERATIONES
SVPER

THEOREMATE FERMATIANG

DE RESOLVTIONE NVMERORVM IN NVMERGS
POLYGONALES.

6
mon theorema Fermatianum in {e complegticur (equentes

: affertiones numero infinitas :

1. Omnem numeram effe fommam wium trigonalium vel
pauciorum.

3. Omnem numerum effe fummam guatuor tetragonalium
feu quadratoram, ve! pauciorum.

1. Omnem numerum ¢fle fummam gquinque pentagonaa
fiom, vel paucicrum.

V. Omnem numerum effe fammam, fex hexagonalium ;
vel pauciorun.

V. Omnem numerum effe fummam feptem heptagenalium,
vel pauciorum.

€te, Ttc.
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Quotum theoremaium cum Fermatius affenerafier, demon-
frrationem a fe effe inuentam, dubitari certe nequit, eius
demonttraionem ceriffimis principiis fuiffé innixam; ex quo
e0 magis dolendum eft, eam poft eius obitum prorfis pe-
giiffe , vt nullum plane veftigium reperiri potuerit, cum fine
dubio plerique Geometrae in his demonftrationibus inucfi-
gandis fruftra defudaverint. Hinc quidem excipienda eft
fecunda affertio de refolutione numerorum in guatnor quadrata,
cnins perfeda demonftratio ab Ingeniofifimo La Grange in
lucem eft protrafia, quae autem ex eipsmodi principiis cft
dednfta, vt inde nullum plane fobfidiam ad rcliqua de-
monftranda expeftari poffic. ; -

§. 2. Ingens igicur diferimen inter refolutionem in
guadrara et religuos numcros polygonales intercedere eft
cenfendum, quod potifimnm in hoc confiftic, quod refo-
lutio in guaterna quadraza ad cmmnes plane numeros . tam
fraftos quam integros fe extendat, cum refoliio in alios
polygonsles tantum ad numeros integros reftringatur, as
que adeo nonnifi fub certa limitarione wveritati it confenta-
nea. Refolatio enim in ternos irigonales manifefto tantum

ad numeros integros adftringitur , com infiniae dentor

fraftiones, quas nullo modo in ternas partes, in formul
257+3 contentas, refoluere licet; veluti fi profratione ] fta-
tuere vellemus
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Demonftratum autem eft; numerum 7 mllo Modo efit poffe
fummam trium quadratorom.  Quocirca i quis demonfiva.
tionem huius pards ita infticnere volueric, vt, propofite nu-
mero quocunque N, hane agquationem :
p——- » X
I R e e

fibi refoluendam proponeret, oletm atque operam perdideric.

§. 3. Porro vero etiam refolutio in quinque pene
tagonales ad numeros incegros adftringitur, fed longe alio
medo atque in trigonalibus viit venin, Nam fi inter nume-
ros pentagonales etiem frationes in formula 223—% cons
tentas admittere velimus, cum omnes plane numeros adeo
in quatnor ‘pentagonales difcerpere licerer.  Propofito enim
numero quocunque N {i flatnamus

— T B Syp——y
N o 12E=F o 20y . 28578 -0,

per 24 muldplicando fiet
24N=36xx—12% 4369y —124+ 362 2 -12 2+ 3600~ 12¥
vnde quatuor vnitatibus addieds. fiee
24N 4= (6x~1) 4~ (6y—1)t+ (62~ 1} 4 (6v—2)
Cum igitor numerns 24 N+ 4 cerco fic {fumma quatuer
guadratorum, quae fic 48 -i- 0 & - ¢ ¢ -~ d d, hinc reperie-
mus .
gt gt gyt g omdabr
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atque horum radicum numeri pentagonales junltim famti
numero propofico N zequabuntar. Nihilo vero minus fi
tanturn numeros incegros admittamns, vii Fermatius manifelte
poftulat, vtigue dantur eiunsmodi numeri, quos in paucieres
quam quinque pentagonales nentiquam refolucre licet.
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§. 4 Practerc vero, ctiamfi hine fractiones excluda-
mus er tantt: nomeros integros admittere velimus , tamen
nouam limitationem adiicere, atque tx ordine pentagonalium
omnes eos, quorum radices funt numeri negatiui, excludere
debemus, Cum enim formula generalis pumcrorum penta-
gonalinm 22%=% pro radicibus ¥ negatine fumptis prae-
beat hos numeros: 2, 7,154 26, 40, €t¢. fi etiam hos admic-
rere vellemus, non amplivs quingue, fed tantum tres numeri
pentagonales fnfficerent omnibus plane numeris preducendis,
arque talis gemina limitatio multo magis pro fequentibus
numeris polygonalibus eft neceffaria , vt theoremara Ferma-
tiana veritati fint confentanez, guae limitario fine dubio in
caufa eft, quod nulli adhuc Geometrae poft Fermatium ad
demonftrationem horum caftum penetrare Lieuerie.

§. 5 Cum igimr in demonftradonibus, quae defi=
derantur, harum reftriCtionum ratio ncceffurio fit habenda,
ipfa Theoremata Fermatiana fub alia forma repraclentemus,
quac iftas limirationes iam in f¢ contineat, quod commodiffi-
me fequenti modo fieri poffe videtur.

Pro refolutione in numeros trigonales.

§. 6. Confiderctur feries poteftatum
1§ A 8 o 4% e &0 e e XV e M 2 -
in qua poteftates ipfius & progrediuntur fecundum ipfes
numeros erigonales
0,13, 6,10, 1§, 2I, 28, o
a¢ primo manifcfum cft, fi huius feriel quadratum capiatur,
alias poteftaces ipfius & occwrere non poffe, nifi quarum

sxponentes fint fummae duorum numerorum  erigonalium.
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Fodem modo intelligitr, fi eiusdem ferici capintur cubus,
in eo alias poteftates non occurrere, nifi quarum exponer-
tes fint firamae trjum numerorum erigonalium. Quogirea pric
oum theorema Fermatii hue reducitur, ve fi pro cnbo as-
fumeae feriei Gatatur hacc feries per omnes  poteftaes
ipfiis x afcendens :

1+Ax+Brx+Casp Do+ Ea*4- Ff 4 Ga” +H - arc
demonftretur in hac ferie nullum plane cocfficientem nihila

fore aequalem. Ex ipfa autem formatione manifeltum ¢ft,
nallum horum cocflicientium fieri pofle negativum.

Pro refolatione in numeros tetragonales, fen
quadratos.

§. 7. Hic confideretur ifta feries poteftatum :
w.ll.u+».+a¢+»e|T...,a|Taa+aa1T et
cuins biquadratum P4y fi enoluatur, omnes compleftetur po-
teftates iplus ¥, quaram exponences funt finmae quacuor
quadratorum ; arque adeo cuiusque coefficiens oftender, quoe
variis modis exponens ipfius & in quataor quadrata  dittri-
bui queat; quare pro hog cafii demonftrari oporeet, i po-

natar :

v — 3+ Ax4+Bxx+Cx 4Dt - Ex* +F ' 4 e,
quae foilicee ferics per ommes poteftaes ipfuis & afcendat,
nullum coefficiensium A, B, C,D, E efle enaniturum. Hoe
coim fi fueric demonftratum, fimul erit euiftum, omues plane
numeros in quatuor quadrata refolui pofle.

Pro
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Pro refolutione in mumerds pentagonales.

§. 8. Confideretur feries poteftatum jpfius %, quas
rum exponentes feccundum nuineros pentagonales afcendant,
quae fic

Py b g e 50 b KT e e X X' - etc.
ciusque euoluaiur poreftas quinta, quac il

P —1+Axt B4+ Cx 4+ Dx - Ea - e
oer omnes plane poteftates ipfins % afeendens, ac demon-

“irandum elt, in hac ferie nullam prorfus cocfficientem repe-
riri, qui 6t nibilo acqualis,

Pro refolutione in numeros polygonales

quoscungue.

§. 0. Sit # numerns larerum polygonorum, et cum
formmla generalis omnes iffos numeros polygonales comt-
pleftens fir =} (w—2)z2—i(r—4)3 pofira {fcilicer ra-
dice = z, fint omnes numeri polygonales hinc ordine reful-
Qaates O, &, B ¥ 85 & & 7 etc. vbi quidem conftat efle

a=1, =7, y=37%—3>

d—67—8, e==lox—15, E= 157 —245
mum vero confiderctur feries infinita .

P=1-4 x4 af - £ oF - &4 a8 - etes
hwinsque feriei fumatur poteftas exponentis — 7 , quac fic

qu~+ma+waa+na.+U.ﬁ+mam+ ete.
per umnes plane poteftatcs ipfins x alcendens , ac demon-
ftvardum eric, in hae ferie nulium  occurrere coefficiencem
aihile acqualem; vnde pater, fi modo hoc demonftrari in

weneve pofler, dimul omnia  theoremata Fermatiana fore
demeonftrata, §. 12
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§. 1o. In hoc igitur negotio non parum fortalle pro-
derit, fi enolutionem iftius poteftatis P* in genere doeiero ,
fimulque oftendero , quomodo omnes coefficientes ferici
euolueac a praccedentibus pendeant, ex iisque determineniur.
Hunc in finem coefficientes fingularum poreftacum ipfius x
idoneis charatteribus defignemus , firque potettatis x* cocffi-
ciens [#]; quandoquidem hoc modo (tarim perfpicitur , ad
quamnam  pote(tatem quisque coefficiens referatur.  Numc
jgicur  inueftigemus , quomodo  quiliber cocfliciens [#] cx
praccedentibus, qui fune [#—1)[#—2]} [n—=3], [#-—4], cte
dererminetur.  Hoc enim modo  indicium faciliime  intirue-
tur, num quis coefficiens nihilo aequalis ficri poflit, id quod
forfoan eo facilius oftendi poteric, cum cereum fir , nuthum
cocfficientem ficri pofile negatinum.

§. 11. Com igitur pofito

P14 &% 4 af - a7 - o’ -8 et
quaeri debeac iftins {erici poteftas cxponentis 77, Ratuamus
S — P7, critque fumtis logarithmis {S— g I P, hincque dif-
ferentiando 45 — T2F, vade formetur ifta agquatio:

P 2ds — wSxdP

o T

Y3 R
pro qua €rgo cric

Y P R PR R LA L b
quae ergo feries per A8 multiplicara idem produtum ge-
nerare debet, quod oritur, ii ipl feries

P =3 4 &%+ af - &7 - &% A~ etc

per formulam 325 multplicerur.

Euleri Op. Anal, Tom. 11, B §. 12
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. § 12, Ponatur igitur fecundum charafteres ante
defcripos:
R=rd{tlxd{2]e+1a)a" [4] 4 ete
vhi nocetur , primum terminum 1 aequinalere termino [o],
vnde fiet
i—afr]x't o[22l a3l +4[4]2" 4 et

hisque feriecbus conflituis perpendamus, quot modis pro-
pofita poteftas #™ in verogue produfto P 222 et 4 1242 oc.
currat. :

§. 13. Cum igitur ambo multiplicatores P er Z4F
alias poteftates ipfius % non contineant, nifi quarum expo-
nentes {unt @, B, v, & ete. manifefftum eft, ferici S terminum
[#]%" ex aliis terminis praecedentibus refulare non pofic,
praeter hos:

[#—alx®, [# .WERP [#—p]a?;
quamobren: omiffis reliquis terminis confideremus tantum
iftos , ira vt habeamus:

S=laja™ .. |+l —plx"c...

+_..=l_mwuuln .. +_.aleuu_ale.. . etc,
vbi per f¢ manifeftum eft, hos terminos tantum co vsque

continuari debere, quoad exponentes fz- ], [4- ), [t~ ete.

non fiunr negatind, Multiplicetur igitur ifta forma per
nxd¥ .

s+ T BaP a4 m 34+ et

¢t produftum fequentes terminos poteftatem x° continentes
fuppedicabic :

gals—glat-f-g Sl - Bl +oyln—platt e

$ 14

M n cxpo-
& crminum
% n pofic,

teres ante

ete,
mino o],

. - etc.

B odis pro.
P s anm_

wx Oc-

rantum

g - . ctc.
i o vsque

-y, et

N per
E - et
Hinnﬁam

E* -+ cte.

§. 14.

@ ) 1r { Feldw
, 6. 14, Deinde iisdem terminis retentis, eric
siza[n)x". .+ (-g) 1. a] 5%+ (=P n-Bl&" P ...
BRI [y Pt SRR O R ) [ B i O
guae forma dufta in feriem
= 1 - %% - 5f - a7 - &° - et

fequentes pracbebit terminos potcftarem %" continentes :
n[n]x® - (2 —a)#— o]+ (a—p)n - A"
(a—yp)[m—p]x" 4 et

Quamobrem cum hoc produftum priori debea cffe aequale,

obrinebimus fequentem, aequationein :

afu]-+ (=) [ — ]+ — A In— Bl — ) —y] 4 =
=wais—al -+ 6B—pl+ryir—y]-twd[1-d -+ cw

§. r5. Hine igitur patet, coefficicntem [2] ab iis
tantum praecedentium , quorum charatteres funt

{r—al, [a—38), [n—9], =
pendere, ita vt fic
(8] =02 [0—al +E8 o (n—~ Bl ALty [8—y]Z e

Vbi quidem primo non eft metuendum, ne ob_terminos ne.
gatiuos vaquam valor ipfius [#] proditurus fit negatipus,
quandoquiden hoc naturze rei repugnarct; et quul valor
ipfius [#] certe ¢t numerus integer, enidens eft omnes tey-
minos in dextro membro junGim fimtos femper valorem
pracbere debere vel #, vel =24, vel 34, vel 4.1, vel cte.
nifi forte inde prodear o, quod igitur demonfirandum cft
nunquam eueniri poffle, fi quidem theorema Fermatianuni

fuerit veritati confentaneum, arque literae w, B3 7 g, et
B 2 deno-
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denotent ordine omnes numeros polygonales pro numero
laterum — 7.

§. 16, Manifeftum autem eft, hanc determinationem
coefficientis [#) maxime eflfe generalem, neque tantum ad
numeros polygonales extendi, Quaecunque enim feries nu-
merorum pro literis «, £, 9, &, ctc. accipiarur, aequatio
inuenta femper habebir locum , et coefficiens [%] indicabic
quot variis modis numerns # poflic ¢ffe fomma 7 termi-
norum iftius feriei: -

O, &, B, 7,8, 8, ¢, 7, ¢,
hincque numerss 7 ita definiri porerit, vt nullns huiusmodi

coefficiens [#] prodear nihilo aequalis. Euvidens enim oft

numerum g femper tantum aceipi pofie, ve dexorum mem-
brum mnoftrae aequationis nunguam prodeat negativum. Quae-
ri antem femper foler minimus valor, qui pro ¢ affimius
hoc {it pracftaturus ; vnde patet hanc merhodum ad infinitas
alias quaeftiones huius generis pari fortaffe ficce@it applica-
ri pofle.

§. 17. Cacteram in genere notaffe tuuabit, nifi fucric
=1, {emper fore {n] = o, quamdiu fuerit » < ; vnde
in omnibus huiusmodi quaeftionibus necefle et ve firp=1,
quem gquidem terminum  {emper praccedere foler rerminns
= o', fiquidem feries pro P affumea ab vnitate incipiac

- Applicatio ad numeros trigonales.

¢ 18, Quo matura zequationis inuentac clarius per-
cipiatur, eam ad numercs trigonales applicemus, pro quibus
crit ¢ =1, B=3§, y=¢; §= 10, £ = X5, cLC. tUm vero,
fimeo

Pro numero
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fumto exponente g=—3, noftra formula inuenta hane induet
formam :

alnl=(4—0)[n—2]+ (x2 —a)[n--3]

+ (24 —n)[a— 6]+ (40 —u){# — 10] 4 ctc
Hinc ergo, 2 numeris minimis. incipiendo, fequentes nancifce-
mur reduétiones:
x {11 = g[o], ergo [11—3
2 [2]=2[1]=6, ergo [2]—23
3 [3l=1[2]+ o[c]= 12, ergo [3] "4
4 [41=olal+8[1]= 24, ergo {3]—=6
s [5]1=~x[4]+7[2] =15, ergo [5]=3
6 [6]=-2[5]+ 6 [3]+ 18 [0] = a6, ergo [6]=6
7 (7] ==3[6]+ 5 [414 17 [1] = 63, ergo [7]=9
8 [8]1=-4[7]+ 4(5]+ 16 [2] = 24, ergo [8]—=3
9 [91=~5[8]+ 5[6]+ 15{31 =63, ergo [9]=7
1c]10]:=-6[ 9]+ 2 [7]+ 14 4] + 3o[0]=go0, ergo[0}=9
1i[cal-7{ 1ol 1 [8] + 13 [5] + 29 [x]=66, ergo [11]=8
12[12]=-8[s1]+o ol + 12 [6] 4 28 [2]=108, ergo [12]=2
15[131=-9[121-1 [10]+4 12 [7] -+ 29 [3]=117,ergo [13]=
1414)=-10{13]- 2[11]+ 10[8] + 26 [4] =84, ergo [14]=6
1s{e5]=-11{14] -al12}+0 [0l +25[5]H4s3 0l=00, ergiis] =6
16716)=-12{15] -4 11 3] +8[10]4-24[6}+44l 1]=2 40, erg (16215
17[171=- 150163 s{ 4ol e il 2378l )= sa,erg {1 7]=
18[18]=-34{19)-6[1 5346 12]2a[ 8} 42[3]=126, erg{18]=7
19[19]=-15[18]- 71614501 3 -2 1lo}+41f4])=228, ergirgl=1z

ac[20l-36[19] 8[r7h-4ltal+aol1o}r40[ 5160, erg. [20]=3
B s Hine
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Hinc igitor patet, feriei 1 - & - 2" 4787 a% Lete,
enbum euelvi in hanc feriem:
T3+ 3 42465+ 32+ 62404
=3 X" 4 7 2% 4 9 X1« 6 X'}~ 9 ¥4~ 0 ¥ - 62"
B e ok T e o T S Bl S N

§. 19. In hac enolutione non iniucundum erat vi-
dere ,” quomodo priora membra negatva a fequemibus
pofitinis - femper fuperentur , arque ecxeeffiis femper per
aumerum # divifibilis prodierit, id quod eram perinde
in forma gencrali necefaric vfii venire debet. Quod quo
clarivs in oculos incurrat, scquationem generalem fub hac
forma exhibeamuns:

aln]=((z-+1)e—8)[#—al4-{(x-1) ~u)[a—B]
+{(m 1)y~ u)[n—9y] e
vnde parribus negativis ad {iniftram translads erie
aQaTT?I&......?lEL..?!&L..?IMIn ete.) o=
GrO(a(t~al+pls—Bl+ y[n—of1+3[8~8] + ec.)
Hinc igitur intelligimus: primo fummam omnium horum
valorum ¢ (a2 —a]l -+ Bl2—Bl-+y[#n—9] femper fore

dinifibilem per numerum #, nifi forte 7 - 1 fuerit per #
diuifibile ; deinde {mmem herum valorum

[#}F (8- ]+ (n—Bl4 [#— ]+ et

iemper cffe divifibilem per numerum # -4 1, nifi forte ipfe
numerus # per eum dicifionem admircat.

. §. 20, Neque vero hac eximize proprietates tantum
in numeris polygonalibus , quos hic potiffimum contempla-
mur

B a e,
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B dum erar vi-

lequentibus
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Quod gquo
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§ ares tantum
§ contempla-
_ mur

=gsf ) 35 ( S

mur, locum habent, fed etiam generalifiime obfervari debenr,
quaccungue numerorum feries pro lieeris &, @8, v, erc. as-
fumacur, etizmfi ea nulli ceveag legi fueric adftricta. At vere
haec ipfa circumftantie non mulkom pro ftope neftro pol-
liceri videtur, quandoquidem theoremata Fermatiana tum de-
mum verisat confentanea cenferi debent, quando pro litcexis
& B 9, 8, ete. ipfi numeri polygonales ordine feribunsur;
ita vi, i earum ordo cantillum perturbaretur, demonftratio
ctiam ipfa hinc petenda claudicare deberer; quocirea ad le-
gitimam demonftrationem horum theorematum inueniendane
neceffario opus erit, vt Gmnl edam ipfa lex progretfionis
liceraram &, 8, v, & etc. in compurum ducacur, id quod
virum cum ifta methodo commode coniungi queat, nec ne,
non tam facile perfpicitur. Interim camen iftae confideratio-
nes fortafle aliis aliguam lucem accendere poterunt, quo feo
licins ad has veritates penetrare valcant.
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