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PLENIOR EXPLICATIO
CIRCA COMPARATIONEM QVANTITATVM
IN FORMVLA INTEGRALI
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4. 1. |

Etﬁ hoc argumentum . fam-. facpius traftani atque Illu-
frifimus .Le Grange plures egregias - obferuationes {uper
huiusmedi formulis. cum- publico communicauit: id tamen , J
neutiquam adhuc fatis exploratum, multo miinus exhauftum : : '
eft cenfendum, fed plurima adhuc maxime abfcondita in-
voluere videtur, quae profundiffimam indagationem requi-
runt atque infignia incrementa Analyfeos pollicentur.
Imprimis autem ipfae operationes analyticae, quae me pri-
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mum ad hanc inveftigationem perduxerunt, ita funt com-
paratag, vt mnon nifi-per plures ambages totum negotinm
conficiant , vnde merito etiamnunc methodus directa ad
easdetn comparationes perducens maxime eft defideranda,
Practerea vero vhiuerfa hacc inueltigatio mulito latius pa<
tet, quam eas formnulas integrales, quas primo fum cob=™
templatus, bi pro littera Z tantum vel guantitatem coti-
flantem vel funétionem integram ipfis 2z huius formac :
Fa-Gzz-+Hze -1 2 - K 2% ete. affumd, quibus ca~

fibus oftendi, propofitis duabus gquibuscungue quantitatibus
huius generis, femper tertiam einsdem generis inuenigi
poffe, quac a fumma illarum discrepet quantitate algebraica,
quae quidemy cuavefcat cafu que Z sft tantum quantitas
conftans, -

§ 2. Nunc awtem obferuani, casdem comparatio-
ges inftitui pofle, fi pro Z secipiatus- fundtio quaecungRs
rationalis ipfius =z, quae fcilicet hiabeat huiusmodi for-
mam: ‘
F+sz-s-1-!‘z¢+1'z5+i{'zﬁ-e.‘c,

————

FrGra+ i+ J 2Bt G20 - elte :
wbi quidem hoc difcrimen occurrit, quod differentia inter -
fuommam duarum huiusmodi formularum et tertiam for-
mulam eiusdem generis inuenjendam non amplins fit quats~.
titas algebraica, veruntamen per logarithmos et arcas cire
culares femper exhiber: poffit; ita vt nunc ifta inueftiga~
vio multe latius pateat, quam eam adhuc eram complexus,
Atque hinc fortafle i omnes operationes, quae ad hunc
fecopum manuducunt, debita attentione perpendantur, facilios
gemn viapm apperire poterunt ad methodum direGtam pet=
i T ueni-
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neniendi totumque . hoc argumentum maxime abftrofim
feliciori foccefl perfcrutandi.

§ 3. -Quo autem haec omnia clarius perfpici
queant, denotet ifte chara@er I1:z eam quantitatem tran-
feendentem , quae ex integratione formuolae propofitag
[:'ﬁ]+.mzzi:nwr nafcitur, dumr integrale ita capi affumitur,
v! euvanefcar pofito 22— o; vnde ftatim manifelium eft v
fore quoque l:o=-oc. Deinde cum Z inuoluat tantum

——pares poteftatesipfius 2y cuiusmodietiatmin forawmis radi=
cali infunt, evidens eft, fi loco z feribatur — 2z, tum va-
lorem guoque iftius formulae integralis ideoque etiam cha-
tacteris I1: 2 in fui negativum abire, ita—ve fic :(—=z})

. = =—1:x. His pracnotatis fi proponantur duse quaccun-
que huivsmodi quantitates II:p et Il: g, femper inuenire
licet tertiam quantitatem ejusdem generis TF : ¢, quae a
fumma illaram formularum I¥:p + IF : g differat quantitate
vel algebraica vel faltem per logarithmos et arcus circge
lares affignabili. Regula vero, qua ex datis litteris p et g
tertia r elicitur, fermper manet eadem, guaecunque fundie
per litteram Z defignetur: femper enim erit '

T__—_’_Ewlf:+mq@+n‘q4)+q4‘{:+M‘Pﬁ+nfs‘—'1‘-m
r—nprag : -
Hinc autem pro fequentibus combinationibus obfruafe
inuabit fore V' (1+mre Furty—= | :

(Mg V- mpfnpt) Vi d-myg QR g s nppagitaupa(pp-tgad
RS (i—nppaal -

L]

§. 4. Non folum. auvtem haec ifnneffigatic. adftrin.
gitur ad huiusmodi formulas II : o' et IT:g pro arbitrio
accipiendas, fed adeo ad quotcunque formelas datas poteft
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extendi, ita ¥t, quotcungue hujusmodi formulae fuermt
propofitae, fcilicet:

IO: f -1 g - TE b+H i~k etc.
femper: nona huiusmodi formula IT: ¢ affignari pofit, quac
ab illarum fumma difcreper quantitate vel algebraica vel
faltem per logarithmos et arcus circnlares affignabili, Quin
etiam formulas illas, quas tanquam datas {peftanimus, ita .
definire licebit, vt difcrimen illud, {five algebraicum fiue

uanefcat, ita vt foturum fic:

Mer=T:f-M:g+TU:64+1: .;+I” k- etc.
Atque haec fere funt, ad quae hatc inueftigationem gene-
raliorem, quam hic exponere conftitui, mihi quidem ex-
tendere licuit; quamobrem fingolas operationes, quae me
huc perduxerunt, fuccincte fum propofiturus.

Operatio 1.
§. 5. Vuniverfamm hanc inueftigationem inchaaiui a
confideratione huius aequarionis - algebraicae:
a7y (¥x-4-y)-t2dxy-duxyy =0,

¢x qua, cum fit quadratica, tam pro X quam pro ¥ radi-
cem extrahendo, colligitur vel

—Fx+V(—ay +FF —yy—ad) gx — pdat
Jy = Y OFE ) vel
y_—-ﬁw+1f(a'y+(58 ‘W—ocf;w-“vs’«‘&
V(o

ita vt hinc fiat '
Vicay+@8~yy—ad)x—riuatzyytds—drxyer
-(—w-;_(aa W_agw 'yi,’ +~w+6,y+«§xm

6 6.

a logarithmis accubusque circularibus —pendens, prorfus e~
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§.. 6. Nunc litteras a, n, 3, Z, ita definio, vt
ambae formulae. radicales ad formam :

V{r-max 4 na*) et V(r+myy+ﬂy‘)i'
reducantur, quem in finem facio -

1% —ary —k,

2% 00—y y—~al=m} et

3% —yd=nk,
ex quarim aequalitatum prima fit w— — &, ex tertin

==, qui valores in fecunda fubftituti pracbent

L 4&5%%?*}-%%% ;

ideoque

=V (yy+ ik mp) =1 Vi{vitmyyk+nkk),
vnde aequatio noftra nunc erit '
—k 4 yy(xxyy)t2xy V(- myyk kk)~nkxxyy=o,

hine igitur ambae noftrac formulae irrationales erynt
nk

VE(1+ mxxd-nx)= g y +3 2V (- my k- nkk) — iy,
V(14 mpy - ny*) =y x 430 V(v myyk -+ nkk) — Exyy.

§ 7. Cum nunc ambae quantitates x et ¥ ita a
fe inuicem pendeant, quemadmodum aequatio aflumta de-
clarat, litteras adhuc indefinitas v et % ita definiamus,
¥t pofito ¥ == o fiat y=—a. Oportebit igitur effe — £

'y yaa=o, ideoque k= yaa, quo valore fubfti-
tuto aequatio noftra erit
o=y y(¥x+yy—aa)t2yyxyY(ri-maatna’)
—Byyaaxxyy, . '
hincque fier. per o dinidendo- -
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o—={xxtyy—aa}+ sxy V(14 ma a3t na)—~naaxxyy.
"Tur vera ambae noftrac formulac radicales ita expri~
mentur: | _

V(H—mxx—l—nx"'):%—%-%V(I+maa+na4)-—fzaxxj

V(14 myy+uy)=EF 2V (xrmaatn @) —naxyy.

L

§. 8. Quo ﬂas formulas tra®atu faciliores redda-

mue, ponamus V(r4-maa-na)=1%%, fimilique "mo-~

do V{i-ttmxx t-nx') =% et Y(i+myy+n)=9,

¢t aequatio npoftra erit | '
xxt-yy—aga-+2Axy—naaxxyy=—o,

vande reperitur - B
g e Bmoa® e o My oY

g . .t_-—naa_'y{y’. ‘ :
vnde patet fi faerit y —°O fore ¥ —aq, tum -vero ernot
formulae radicales

Vi mxx-—-2 x."')::'_“.:%-—}—%’f—- HAXKEY
'V’(:—!—myy-}-—ﬂy“):@:%-—‘,—g—g’-—ﬂaxjy.t

§. 9. Quemadmodum autem tam J per & quam
x per y exprimere licuit, ita etiam 9 per folum x et &
per folum 7 exprimere licebit. Calcule autem inflitnto
reperietur. fore. '

-%'_-_‘f._"-mary S+ G (14 naayy)~ 2nay{aa—4-99)

R (1 —7naayy)” _ ’

O {0 % i YF) (1 - noaxE) — anax(aa - xx)
—— {i— % & 6 % XF "

§, 10. Praccipne aptem circa noftram aequatio-
pem - . ‘ |
XX --yy—aa 2 xy—naaxrxyy=o

~

notart

e et s = g
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notari meretur, quod ternae quanmatus EX, V9, ao per-
feite inter fe fint permuitabiles, ' $i enim membrum ura«
tionale ad alteram partem transferatur, ve fit

xx—}-—yj—aa~—naaxxyy*--—z%(x_y,

et quadrata fomantur, reffituendo pro 9 va!orem funm
I3-maa--na*, prodzblt ifta aequatio:

“+at—2xxyy— 4maaxxy_y-—2:m*xxyy—+—mza*x‘y
¥ —2qaxx —2andax‘yy ' =0,
-{-a‘——zaayy . ‘ -—Maaxxy

vbi permutabilitas litterarnm 2, &,y manifefto in oculos
incurrit. . In ipfis quidem fo:muhs foperioribusy - vbi ipfa
- gQuantitas g ingreditur, permntabilias non adeo eft mani-
fefta, fed prorfus elucebit, i loco @ feribamus: =~ b, item-
que B loco A; tum emm, quemadmodum .erat-

—_ mQS —_— B -39
y= l—nbb"cx et x x-nbb:wy ’

ita erit 6 =729 2%, fimilicue’ modo. pro - f'ormuhs fa-

i—nxxyy?
dlcalibus feu litteris mamfcuhs erit

m —— e %E} {1~} rzbbaca:)+ znbx{z‘;b—;. xsc)
i—mbbaxxp?
% - (mby - BY) (14 nhbyy) g znby (b5 -i—_y_‘y)
) (—ndosyst
B — (mxyﬁ-&!ﬂ)(r-l—uxxay)—l-Mxy(x:r'—i—yy)
(I—Rz:xyy)z 2

ficque perfelta permutabilitas perfpicitur.

Operatio. 1L
§. Ir. Differentiemus nunc nof’cram aequationem
algebraicam afflumtam, quae eft
.x:cv-l—yyu- ag—-2fxy~ lfm:zxxjf;r:o,_

dlia dead, Inp. S Tom V.P.IL B et
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et acquatio differentialis erit | |
dx(x—i—%(y-—-nadxjfjf)+dy(y+ﬁx—fmaxxj):d;

fine

m‘i—xnﬂﬂxxw z +.%7(9#d—£ wdaRgy — Q.
Ex fuperioribus autem conftat effe

y‘_-l-@[m—#naaxyj:a':li et

x-l—%f,}’—ﬂaaxyjf::a@, C
vnde aequatio differentialis hane induet formam:

dx dy —.
. dx : dy I
V(i mxs + 05 - Fa oy e T o-

. 6.-x2. Inuenta igitur hac aequatione differentiali
denotet ifte.. charadter I :x. integrale _%’Fl ‘et character
‘T :y integrale S %:2, vtroque integrali ita fumto, vt eua~
nefcat pofito vel ¥ =0 vel y — 0, atque aequatiofiem
illam differentialem integrando fiet I : ¥ - T:y=0C.
Cum autem fumto x == o fiat etiam T':x—o e y—a,
erit conftans illa C =T : 4, ita vt habeamus hanc aequa-
gionem: D:x—+T:y=T:4 .

6. 13 Qudniam hic nulla amplius variabilitatis

ratio tenetur, patet, fumtis binis litteris x et y pro lu=
bitu, litteram 4 ita femper definiri pofle, vt fiat

‘Tia=T:a-+T:i19. " ‘ \
i enim in §. 10, loco & feribatur —a, fumi debet
g— 22 2% R

— l—nxxyy? |
quae comparatio jam cafum conftituit fpecialem inueftiga-
| tionis
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tiopis generalis, quam fufcepimus, - & enim loco x et y
fcribamus pet g, at ¢ loco a, tum vero. P, Q et D loco |
X, Pet Y, atque i, .fumtis pro lubitu quantitatibus p, ¢,

caplatur r=282.8% ; tum vtique erit T:r=T pATg,
ita vt hoc cafi- difcrimen jllud inter T':¢ et fummam
U':p+1I:g plane cuanefcar. Sicque iam euoluimus ca

. . 'Zd= e
fum, quo in noftra forma generali fﬁ,(z_ﬁ_m%_,.,._wj pIro
Z famitur quantitas conflans, ' '

o
it

§. 14. Quo nunc propivs ad noftrum inflitutum
accedamus, fint X et Y tales. functiones ipfarum x et g,
qualem volumus efle Z ipfius z, et quoniam medo inne-
nimus 1 - .

do dy o —

V14 mex 4 na —+ Vi+ myy a5 — O
ponamus efle '

: o Xd= Ydy —

T mes Tran T VEF+myy Fry) — 4V,
itavt, i X etY effent guantitates conftantes, foret dV—o,

. . d o . . - due
n —_ Y . — e
Hinc ergo fi loco Yi+myy4nyd) feribamus Yi+maxtngs )

I\ — (X ~Y)da : '
flﬁt d V — V{i4—Mxx - nxt)? VC}.__ ctiam
IV —___(-xdy .
.d V= Yiid-myy 4 ay9)’
At fi loco radicalium fuos'valores rationales {eribamus, erit

— _aX~Vdax o
IV = s o el

AV =_20=Xdy

.+ Ay ~nagaxyy "* )
§ 15. Cum autem nulla fit ratio, cur iftud dif-

ferentiale ¢V potius per Jx.quam per 4y exprimamus;
’ - 2 confizl-
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confoltum erit novam quantitatem in calculum -introdu-
cere, quac aeque referatur ad. & et ad . Hunc jn finem
faciamus produ&tum xy — g, ac ftatnamus

{ . .
. de” dov o .
Y+UAx—naagxy = m-{-%{y—naaxyymjdﬁ"

Hinc igitur erit ' _
dx—sdu(y+-UAx—naaxxy) et
'dj::_sdu(x-{—%[y—ﬂaaxjy),

€xX quibus colligimus
y_dx+xdy:;da(yy-xx):du,

3 —_— T [ .

ficque habebimus § = 55— ifa vt habeamus:
' _ dx —_— - dwy e dn —
= YR -neax2y T X Uy nadxyy T yy = w R
Hoc igitur valore fubflituto nancifcimur; |

s — G X —V)dy __ —adu(X -V
4V =oE=Vds cetupoy

§. 16, Cum autem X et Y fint fun@iones rative
nales pares ipfarum & et y, in quibus tantum infunt po-
teftates pares harum litterarum ; facile intelligitur, formu-
lam X—Y femper effe dinifibilem per ¥ x —yy et quo-
tum praeter, produftum & y = infuper inuoluere fuim-
mam quadratorum & .4~ y; quamobrem ftatbamus
X&~-Yy =¥, et cum aequatio noftra fundamentalis fiat
. o b—gar2Us—noanu—o, ‘
ex ea fir -

' tmaa—2Uu+naauy,

ita vt 7 acquetur functioni rationali ‘ipfius ». Quod fi ;

ergo hic valor vbique oco v feribatur, differentiale nofirum

quaefitum 4V per folam variabilem # exprimetur, ita vt |
pofito
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pofito 4V — Udy femper fir U fun@io rationalis —ipﬁu=§ #,

quae ergo-fi fugrit integra, tum 'V acquabitur fun&ionj ale

gebraicae ipfius #; fin atem fit fun®io frata, tum ince-
grale V=/Udy femper per logarithmes €t arcus circy-
lares exhiberi poterir, Hoc ergo integrale fi jta Capia~

tur, vt evanefcat pofito U=xy=o, id etiam eganefeer

pofito x == o ygl Y=o, Atque hinc integrando impe-
trabimus:

Xda ... e ¥y —_f X —
f-#(:ft-mcx‘-i»naé'r) +fﬂx-+-m;vy+'n3?_).'“‘c+v—C+fu“duf

§ 17. Quod fi jgitur charalteres II: s et I: y
denotent valores. Horum integralivm, ita vt virumque epg-
‘nefeat fumto vel ¥=o0 vel y—o, quoniam . faGo. x == o
per hypotliefin fit J = a, manifeltum eft conflantem hane
fore I: a, ficque acquatio finjra refultabic iffa:

H:x—}—H:y:H:-‘a—i-fUtim

§. 18. Accuratius autem in -valores huins fraGio.
nis U pro quouis cafl inquiramus, .Ac. prime gquidem ,
fi fumator o o
" Z=ad- BB Ay it e § A e erc,
erit fimili modo |
| X::a-lr—ﬁ:fc".x‘--;—fyx‘,-—l—f)'x‘-.—Jr-crc.» et
| Y:u—]—ﬁyy—%—y,y‘»:[-d‘f—is—'ctc,,
quare cum inunenerimus | |
dV:Udu:;mLEﬂ, erit

XXy
U— - a(X—v) de ‘ _
S Fa—yy o ideogue
P YT —_ & ({af.m_pc,f-w}—4—_')'{&‘—-;.'y",)sﬂi-;,ﬁ“-fm“ﬁy",lr X
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ynde fit . ‘ :
U=—af—ay(xa-435)—ed(xxxyy-+y')

Cum igitor it ¥ x -py=—=r ¢t xy —u, erit

U=—aB—ayt—ad(tt—uu),

vnde cum fit

t—aa—2NHut-naanu,
calculo fubdu&o fiet |
fUdn=—aBu—~ay(aau—Yuu-tinaar’)

bus, exhiberi- poffe. - Sicque pex has tres operationes omnia
' ‘ prac-

—f@{d‘*—uﬂﬁﬂﬂﬁﬂﬁd—ﬁ;ﬂﬁiﬁiﬂﬁﬁz W 10t )
: | ‘ 1A uE :
' 4t
Atque hinc intelligitur, fi funéio Z ad altiores poteftates
exfurgat, quomodo valor integralis ipfius fUdu inde in-
weniri queat. ' o
§. 19. Sin autem Z fuerit functio fratta, feilicet

- ——g=P Yt :
L= e hincque
e o Py xt e a=ByyV .
X-—' €+nxx4-0xt et Y= oy y gt ? erit
X-Y= (B2 —ar) (z— ) (Y8 — a ) (2t e v ) (Y = PO 2252 (22 ~92) -
— TGN Ryl g oLty )T KTy ANy { & Fhyy)Hidat b e
Hinc igitur introductis litteris 7 et # erit ‘
XY —  Bl-ant(ye-ablft-{yn-foiun
xx—HY _"_ff"l‘f"flf-l'fﬂ(tt-zyu)-l-nnuy+n91uu+9

quam ob rem cum fit
_ [(X—Y) -
U=—505 ob
—ga—2Uu--naani, :
, integrale formulae fU du. nifi fuerit alge-

logarithmis et arcubus circulari~

u}?

manifeftum eft
braicum, femper, conceflis
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 practtitimus , *quibus “opus “eft "ad- omnia ‘problemata hue
fpectantia foluenda, | '

Problema r.

CSo200 SiTixoer Xy denosens valores formula-
vum insegralinm: -

Xda. Ydoy

f-./(x;e-mxx_;_' 7 %% | er'fv(x—q-‘myy-f-.ny‘) ?
vbi X ot ¥ fint funciones pares fimiles ipfarum x et y, ate

N\

que dentur binge puiusmodi fﬂ?"ﬁlﬂllﬂf&g%‘iﬁ—nﬁ'f}’.' 7ire

seriiam formulam eiusdem generis TLiz, wr fir M1z = M:x
Iy W, e s W fit funltio wel algebraica wel per
logarishmos et arcus circulares affignabilis. \

Solutio.
Cum dentur binae quantitates x et y, ex iis for-
mentur radicales - '
XV (2 hmandaxt) et V=V (x+tnyy+ny),

€x quibus definiatur gnantitas z,.eodem ‘modo q11Q;f7uP2‘ﬁ-~1f£f-
2IHIE

teram.a per & et y definire docuimus, ita vt fit A ey

ciusque valor irrationalis
' 8:-1/(I_i_'_mzz'+?2zf)’f_(mxy—!—ﬁ@)(::-{-nacxyy),r-}—z‘nacy(xx—f-yy)’

(1—nxxyy)®

tum in fuperioribus formulis vbique loco @ er A fcriba-
L m(X—Y)

mus z et Z et capiatur — sx—55 » QUAM quantitatem
vidimus femper reduci pofle ad fun&ionem ipfius #, exi-
ftente ¥ = x5, ac ponatur V=/Udu, in qua integratione
quaititates z ret ‘8- pro- conftantibus funt habendae, ita vt
littera V fpe@ari poffit tanquam  functio ipfius u — x y,
quandoquidem etiam 2 et 3 per x et ¥ determinantur,
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Probe autem tensatur, in ifta formula integrali folam quan-
titatem o vt variabilem effe tractandam. Hac igitue quans
titate V inuenta erit II a+T:y=T:24 V, vade
cum debeat effe M:ig2—=MO:x 4-I:y-4+ W, patet efle
W =~ 7V, ideoque quantlfarcm vel algebraicam, vel per
logarithmos et arcus c1rculares affignabilem.

Coroflarium 1. |
§, 21, Totum ergo negotium hlc redit ad inte-

grationem formulae Udu, exifiente u=xy ¢ :—fc(ﬁjj,

quam fupra vidimus femper per u exprimi poﬂ"e, fiquidem
in hac integratione litterae % et 8 vt quantltates con-
ftantes tractentur.

Corollarium 2. | .
" 6. 22, Cum igitur pro data indole binarum fun@io-

“num X et Y haec integratio nulla laboret difficultate, ip-

fumque integrale per %, hoc eft per xy exprimatur, cuius
valorem ex datis quantitatibus x et y femper exhibere li-

- ceat, loco. quantitatis V' fcribemus in pefterum characterem

O®:xy, vade pro quibusque aliis litteris loco % et y as-

fumtis intelligitur fignificatus characterum CP pq. P:ab et

Corollarium 3.
§. 33. ‘Hoc. igitur charaétere recepto, fi pro datis

 quantitatibvs x et ¥ capiamus z = Z¥2+2E ypde fir

i~nwayy?
. 8 ___,._:'(mm.y,-q—ﬁy_}(er—nmscn’y)*‘l—!nx_'y(ncm—{—_yy}
= (i—awzzy )

erit Itz —Il:ix -1l y—@:xy.

- Pro-




Problema o,

§. 24, Seruaris omnibus charatferibus, quos - baftea

nus explicauimus, fi. dentur ‘ternae formulae , Tq: p, H:q,

IL:r; inuenive quartam eiysiom generis TT: 2 ), VI flas
2= Ip-H: g -0 r -,

fita vt W fir guantitas algebraica, wel ber logarithimos apeysue

circulares affignabilis, - .

~ Solutio,

Ex datis binis quantitatibys D et g, ideoque etiam

P et £ inde oriundis, capiatur x — {:_Qn;-pqq_%l, fimalque
X = L@Mﬁﬂfﬁﬁ+m{:q§pp+gﬁe

(1—nppgq)e , '
Tum vero etiam colligatur valop characteris D:p g, erit=
que per praecedentia '
H:x:II_:p——l—II:g-—@:pg, fiue
IM: p+-11 =TIl & pq,
quo valore fubftituto erje

o H:z:H:x+H:¢*+®:pg+W.
Ex praccedente mtem problemate , i Joco 7 hic fcribas
s 7 et capiamus g — = %-+r2 vnde fit

T~nrraex?
8 _._mrw-l—&){&r:-i-nrrxx)+=nrx(rr+xac) .t
- (x-fnrrxsz — CI
I1: 2 :H‘:x_-—{—ﬂ:r-—@:rx,
qua forma cym Praecedente collata colligitup
W:—-@:pq—-@:rx, ita vt fit

-H:z:ﬂ:p+ﬂ:g-+ﬂ:r—@:pgm(I):mr,

détg Aead. Tmp, Se, Tom, V. P 1L C

- Pro~
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Problema 3. =~
6. a5, Propgiis buiwsmodi formulis: Wip, Wi
v, I:s, inuenive quintam ciusdem geneyis i 2, O fias
Wiz =1 p-10: g4 ir Mo T, iia W fit
quantitas algebraica, wel per logarithmos arousue: cireulares
affignabilis. ' |

Solutio.
Ex datis binis petg quaeratur ¥, VE fit x

— PO
~ i-uppdq’

~ gacithmos arcusue circulates affignabili,

jtem

X f»q+.!5&)(x-;-nin?qu_—-znpq(M—qu?
A T {t=nppggl o2

eritque Mex =M :p-+T g~ ®:pg, Simili modo eX bi«
nis datis # et. & quaeratur y, Vvt fir 3y = 18128 - eritque

== teanrvrst
. (m?'s-—-l—ST.@)(:-{-_1’:.1’7,‘55)-4-—211?‘5(_:;_‘.9"6-}-sg‘_}.‘,“

tum vero
Niy=Nirp+Mis—@:vs
Nunc denigue ex inuentis x et y fumatur 2= 29+2% et
X EYY

8 _— (mmy+§‘}3§){i+wac@myy)+a&msgg(xm—&=yy}
3 (1mnxuyy)?

eritque Hig—T:¥-M:y—®:xy Quod & ergo lo=
co I1:x et iy valores modo innenti fub@ituantur, fiet
I[;‘z_:ll:]a»i—'ﬂ:q+ﬂ:f~*+ﬂ:s——@:pq-—@:w—@xﬁ

Corollarium 1.

§. 26, Hinc iam abunde intelligitar, fi proponan-
tur quotcungue huinsmodi formulag, quemadmodum nouam
einsdem generis I1: 3 inneftigari oporteat, quae ab illis
junctim fomtis discrepet quantitate algebraica, vel per lo=

- Corol
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Corollarium o,
§. 27. Quod £ omnes illae formulze fuerint inter

fe acquales earumque numerns — 3, femper nopa formu--

la II: z inveniri poterit, vt fi HiZ2=ANO:p—- W, ex-

iftente W quantitate vel algebraica, vel per logarithmos

arcusue - circnlares affignabili, Quin etiam, dnabus hnjns-
modi formulis H:p et II: 4 propofitis , inueniri porerit
H:z, vt fit H:::::A:H;p._;_y_n;gn_}fw,

Scholion. -

§ 28. Hoc igitur modo non folum principia et

fundamenta, quibus hoc argumentum innititur, fuccindte
ac dilacide mihi quidem expofuiffe videor : fed hoc argu-
mentum etiam  multo Iatins  amplificani quam adhuc eft
faGum.  Semper auntess maxime ef optandum, v ¥ia
magis directs éer/ega?ur, quae ad casdem ' Inueftigationes
perdicat. :Nemo enim certe dubitabit, quin hinc mdxi=
ma in vninerfam: Analyfin incrementa effent redundatura,

Applicatio.
ad quantitates tranfcendentes
in forma f ﬁfﬁ%ﬁ%: ;2 contentas,

. § 20. Cum igitur hic fit Z=a B2z, propo:
fitis duabus formulis huins generis TWix et My fumto-
que 2 :';’i_gﬁ%%, hincque

— [mxy 4 2D (1 T RRXYY) = 2nxy (03 - o)
8""“2:'_' (l—nmxgypr

ex §. 18, Vbi =y et @== %, erit
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Hiz=M:x 4+ T:y+Lryz,
ita vt charater ante adhibitus' @ :y hoc cafi accipiat vas
lorem Bx 2. Huyius igitur regulae ope propofitis duabus
huiusmodi formulis IT:x et Iy, tertia II: g femper ree
periri- poteft, quac a fumma illarum differat quantitate al-
gebraica Bay 2

§ 30. Ponamus igitur quotcunque huiusmodi fors

mulas tranfcendentes proponi:
N0, IO:5

ay by oy T dy Aoy W fs gy ete———

et.ex fingulis quantitatibus «, &, ¢, d, e, colligi valores
irrationales litteris germanicis infignitas: ’
A=V(1+maa+na);, B=V(x +‘mbb4nb);
C=V{itmeotne); D=V(x+mdd+na);
etc. gtc,

femper noua formula efusdem generis exhiberi poterit,

quae a fumma earum difcrepet quantirate algebraica, quan-
tuscunque etiam fuerit earum formularum datarum np-

merns.  Operationes autem ad hunc finem perducentes.

commodiffime fequenti modo inftitventur.

§. 1. Primo feilicet ex binis datarum a et &
qQuaeratur p, vt fit '

p:.g_%ﬁ—r-bﬂl et gp_._{mab-}‘—ﬂliﬁlfr-}‘-naaéw-%-znab(adq-bb) ‘

1~ngabd (i—n aab by L

Deinde ex hac quantitate p, cum datarum tertia ¢ jun&a,
definiatur ¢, vt fit '
g:?_gm—g-_n!,)} et Q___-[mc-p-;—@ﬂ[!.){:-}‘-nccpp)’—[—zncp(cc-’-?lﬁ'

T—nCeypp

(F=nceppp _
Tertio ex hac quantitate ¢ cum quarta datarum 4 jun®ta

|
k
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quacratur ¢, vt fit

— 70440 et 91 f’?lé’r:l-i-.'DQ)(!-f-nddqg)-!—:ﬂdg(dd-{-qq)
—x—nddqq {(te—nadgqg gy

Quarto ex ifta quantitate » cum quinta datarum ¢ deﬁm-

atur S, vt fit

_1@+PER et @_('mer EERJ(:-I—uee:r)+zner(ee+rr)‘
~iT—neerr (t—neerr) #

Haeque operationes continuentur donec omnes quantltates
datae in compurum fuerint du@ae.

§. 32. His antem omnibus valoribus inuentis, fe=
quentes comparationes defideratae ordine ita e habebunt’

IL I:p=M:a-+1I: 6+{3a5
L O:g=N:041I; by M:c4Babp

+Bepy
ML IO:r—=0:g41m0: b+II:¢ 4 I0: d—l—ﬁabp
+Bepg
+Bdgr
IV. O:s=11:a4-11; b—]—H ¢c+11: d+H e+Babp
+8epg
+pRdqr
+Gers
Vol =Tia4 Wb e M d 410 e Th:f+pBabp
+B€pq . i
+Bdgr . ‘
+Bers ]
_ ~+Efst. '
etc. _' ctcg '

§. 33. Cum lg;tur ifta fbrmufa uanf"cendenS'* |

— f_dz (24 Az
H z“‘_fyf[:q-'mzz.-;_zﬂ’
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- fe contineat arcus omnium fefionum comcarum a vern
tice fumtos, harom formularum epe, quotcunque propo=
nantur arcus in quauis feGione .conica, qui omnes a ver-
tice fint {umri, femper nouns in . eadem fectione co=-

nica arcus pariter a vertice abfcindi poterit, qui a fum-

ma illorum arcuum datorum difcrepet quantitate algebrai-
ce affignabili, Quin ectiam nibil impedit, guo minus alie
qui inter arcus datos capiantur negatini, quandoquidern
jam annotanimus efle TI:(—z)==—1TII:2z, ita vt nofira

determinatio—etiam accommntodari—poffit ad arcus—interteir-

minos guoscunque interceptos. = Hocque modo traiatio,
-quam nuper circa comparationem- talium arcuum dedi,

multo generalior reddi poterit.

§. 84. Ceternm, quemadmodum hoc cafu, quo
fumfimus Z = a —+ @22, chara®er fupra viurpatus Q:ixy
abiit in Bxy 2, -dum {fcilicet ex binis quantitatibus x et
¥, fecundum praecepta data tertia z determinatur: ifa e>
tiam, quaecunque alia finéio loco Z adhibeatnr, quoniam

poftimus O:xy =g fE— Y)g‘;,“, exiftente # — xy, inte-

gratione abfoluta fantio inde refultans tantum guantitatem
» cum litteris ¢ et ¢ continebir, quandoquidem littera ¢
ita exprimebatur: t=aee— 2% u +naduu, cum inuento
integrali vbiquie loco # foribatur x y, at vero loco a et
9 litterae z et 3; atque hoc modo obtinebitur valor cha-
rafteris ®:xy pro quouis caln propofito, quae fundie,
nifi fuerit algebraica, femper per logarithmos et arcus cir=
culares exhiberi poterit, figuidern, vti afumfimus, littera
£ fuerit funQtio rationalis par ipfius &,

"
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