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Propofita quactnque progreffione ab vaitate inci-

piente, queeritur, quot eius terminos ad minimum
addi oporteat, vt omnes numeri producantur?

m_;ﬁ generis eft notifimum illud theorema Fermatii five
Bacheuti, quod omnis namerus fic fumma vel quatuor vel
pauciorum quadratoram, cuius demonflirationem poft Fer-
mation.m , cquae intercidit, Cel. Lz Grange in me~
dinm atwlit, ego vero etiam non ita pridem ex aliis prin-
cipiis dedv@am cum Academia communicani. Memoratus
autem Fermasius practerea affirmaverat, fe quogue de-
moaftrafie, omnes sumeros effe fommas vel trinm pau-
ciorumie numeiorum  trigonalivm, twm vero etiam quine
que pauciorumue numerorum pentagonalium, item fex pau-
ciorumue ftxagonalium, etita porro. Horum antem theo-
rematum nnllum adhue folide demonflratum comparauit.

Nuper vero ctiam 11l Beguelin, Berolinenfis Aca-
demiae fecius, huinsmodj theoremata adhuc multo latins
ad omnes numeros pyramidales feu figuratas extendit, qui
cuidem ex fummatione numerornm polygonalium continne
repetita safcunur, Ad haec explicanda denotet nobis @
numerem rerminorem ad minimum addendorum, vt omnes
plane numeri producantur, atque Vir ingeniofiffimus pro
fericbus fequentibus valores litterac © fubnexos dedit:
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wnde in genere concluditur, fore pro hac ferie generali:
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aumerum © = a-- 2 4 — 2, quae forma non folem coms
pletitur omnes numeros polygonales, fed ctiam omnes
feries fummmatrices ex illis natas; ex quo hoc theorema
vtique maximam attentionem meretur. Tantum autem eft
dolendum, quod iple inuenter fateatnr, fe folidam cius de-
monftrationem neutiquam poifidere, fed tantum, quafi per
tranfennam, eius veritatem ope principii rationis {ufficien-
iis agnofcere. Etfi autern huic principic In huivsmodi
innefligationibus nihil plane tribuendum efle arbitror , ves
ritatein tamhen iilius propofitionis cb alias raticnes agno=
fcese cogor; quin etiam hoc ipfum theorema iam ante
triginta et plures annos in adnerfarils meis confignatum
reperitus.

Has igitur infighes bhumerortin proprictates perpens
denti fine dubio maxime dolendiimn videbitir, nos etiams
nunce earitin demonfiratiohe indigere, idque co magis, qiod
vix adhuc prima principia fint flabilita, ex quibus demon-’
ftrationes defideratae peti queant; quamobrem conftitui hic
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ifia principia adcuratius inueftigare, vnde fortaffe, quicquid
in hoc generc etiamnum defideratur, tandem haurire lice~
bit. Honc in finem confideremns progrefiionem quam-
cunque ab vnitate incipientem, quac fit:
1, A, B, G, D, E, F, etc. .

de qua, quot eins terminis ad minimum fibi invicem ad-
dendis opus fit, vt omnes plane numeri producantur, quae«
vitur; atque henc ipfom numernm guacfitum littera @ in-
dicemns; quo quidem non folum termini diverfi, fed et
iidem aliquoties repetiti contineri funt intelligendi, Hanc
igitor inveftigationem fcquenti modo ex primis principiis
deducere conabor.

§ 1. Confideremus igitur initlo folum primam
ferici terminum, qui eft — 1, ac manifeftum cft, hinc vs-
que ad fecundum terminum A ompes numeres produci
non pofle, nifi flatuater ® = A — 1, fignidem numeras
A — 1 ex totidem vnhatibus conftans toties primum ter-
minum 1 repetendum poflulat; vnde quaecungne fuerit
noftra ferics, jam clare perfpicimus, numerum quaelitum
© certe minorem efie non puffe quam A~ 1,

§ 2. Nunc practcr primom terminum x admite

tamus guoque fecundum A, ad quem vsque modo vidi-
mus fatui debere © — A — 5. 1linc autem vlterius pro-
grediendo nnmerys proxime fequens X totidem terminis
compofitus exit 2 A—2, quippe qui conflat ex fecundo
termino A femel fumto et primo termino 3 tot vicibus
fumio quot formula A -- 2 indicat, quandequidem hic it
werns Ita repracfentari poteft: Aty [A — 2}, itave :.:.7
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titudo terminorsm junderum fit s A—2=4 .1y,
Numerus vero immediate fequens 2 A — 3 non amplius
per tot terminos f& produci patiter, fquia et 2 A=
=A(1)41.(A—1), vnde ad eum producendvm re=
quirnniut termini r -+ A — 1 = A; quocirca hecusque pro-
greffi habemps ® — A, WNondum enim ad eertiom termi-
num B refpicimus; fi enim foret B—2 A — 1, vel adeo
minor, tem haec ratio ceffarct et praecedens valor 8 =A —3
adhuc fubfifterer; fin antem terfivs terminits B foperet
iflum limitem 2 A —r, mm certe flati debebic @ — A,
¥oitate fcilicer maior quam cafn praccedente.

§. 3. Rcmoveamus autem tertiom terminum B
viterins, et cum numerns 2 A~ 1 requirat A termines,
enidens eft, numernm 3 A — 1 requifitiium effe A o4~ 2
terminos, cum fit 3A—1:cA {2 A1), quarnm
pars prior vnum continet terminum, pofterior vero A ter-
minos; vide fi B fuperct hunc limitem § A ~ z, ad eumt
veque habchimns @ — A -+ 1. Vlierius autem progredien-
do numerns 4 A — 1 requiret terminos A -+ % ; numMCrus
vero 5 A — 1 requiret terminos A - 3j atque in genere
nomerts #. A —1 requiret terminos A - — 2, fiquidem
tertins terminus B illo fuerit maior,

6. 4. His colligendis, fi tertius terminus B con<
tincatur inter binos limites modo affignatos, valorsm B
meri @ concludimus fequenti modo:

Ppa Si
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Si B contineatur intra | erit ©

A—1 et 2A—g A-x
2A—r et gA-1 A

8A—1 et 4 A1 Adgx
4A—-x et 5A—1 Adg-2

1A—1 et {(1t-1)A—1x b..lTa...u..

Confequenter, fi ponamus effe B>nA—1, attamen
B<(#+4-1)A—1, quia hinc fequitur, # SBEL et tas
men # > 2! — 1, his valoribus fubfitatis fict

(0] A » -5 B Nn T
et tamen

(2] V .P -3 I.—l B4 .

a
m:.mmn# antem pro © fumere numerom integrum proxime
Minorem priori, vel proxime maiorem altera formula. Cum
igitar vsque ad terminum A fuerit ® = A — 1, vsque ad
B progrediendo hic valor angmentum accipiet, quod ita
fe habebit cx formula priore: @ <A — 1 3=Ad: ex

- hfh Iu
pofieriore autem: @ > A — 3 - T=2idr

§ 5. Hucusque noftra inueftigatio feliciter fire-
ceflit, vt nunc vlterins progrediamur, ponamus numernm
hactenps inuentum — &, qui denotar, quot terminis opus
eft ad omnes numeros ab vnilate vsque ad termioum B
Pproducendos , ita v fir vel
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quippe qui numeri tantum ex binis numeris initialibus =
et A componuniur, Npnc autem admifo etiam tertio ter-
mino B, totidem terminis, vel paucioribng, Iungendis, viera
B procedamus, donec perueniamus ad numerum B -5,
quem non amplivs ex S terminis componere liceat, fed
qui requirat & -~ r terminos; tam vero manifeflum eft,
viterius progrediendo pumernm 2 B -5 requirere S -2
terminos; fimilique modo porvo numerus 3 B-4-5 requi-
ret $ -+ 3 terminos; numerus 4 B -5 vero F - 4 ter-
minos; et in generc numerts # B -4- requitet & - n
£erminos.

§. 6. Quodfi ergn fequens terminus C non fupe-
ret limitem B -} &; numerns S nollum accipiet angmen-
tum; fin autem maior fit, neque tamen maior fecyndo lis
mite ¢ B4 5. ad numerum 9 vopitas erit addenda; fin
autem viterins crefcat, negue tamen limitem 3 B+ b fu-
peret, augmentum accedet == 2; vnde palam eft, fi C ex-
cedat limitem #B --J, neque tamen vltra fequentem
(a4 1) B 4 & crefeat, avgmentom fore = 7. Sumamus ergo
Co>nB -5, quia crit #<%7?, ad hunc vsque termi-
nim C moltitudo termisorum inngendorun evit

=%t ae=5.4-C%k

R ?
vbi feilicet numerum integrom proxime minorem capi
oportet. Sin antem fomeremus formulam $ 4~ E=17% tem
pumecrus integer proxime maior capi deberetj ficque ad
hune veque terminum C sumerus nofter quaefitns eric

O = A+ Borhobr g Golmd

.45?642.35m..s&sua_EEnEmEzmﬁmgum_ﬂnam-
ior fomi debes. ‘
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6. 7. Iftum spmerom denuo indicemus littera 3,
atque vltra C progrediamur, tot vel paucioribus terminis
jungendis, donec perteniamus ad pomerum CA-¢,
quem pon amplius producere liceat, fed qui requirat
(% ~+ 1) terminos, ac ratiociniom vt ance inflituendo eni-
dens cft, vsque ad terminum fequentem D numernm illum
9 avgmentom capere 2—£=¢, fi feilicer loco fractionis
numerns integer proxime maior accipiatur; quocirca vs-
que ad hunc terminum nancifcimur numerum noftrum
quaeficums

O=A~x -Bmzhohe OoBob g DoCe

nnllc'

§ 8 Quodfi fimili modo poft terminum D per-
gamus vsque ad numernm D 44, qui non amplius ex
tot terminis componatur, fed vno plus requirat; tom
vsque ad terminum fequentem E praecedens valor litterae
© infuper avgmentnm accipiet — Z=D=¢, ficque quovsque
libveric vlterius procedere licet, Hic autem non eft diffi=
mulandum, huivsmodi laborem non nifi fumma cum mo-
leftia fufeipi poffe; quin eilam, quocunque fam fuerimus
progrefli, nunquam tamen certi effe poterimus de Yero
valore ipfius @, fi progreflio adev in infinitum continue~
tur. Interim tamen, quovsque has operationes produxeri-
mus, femper tuto concludere poterimus pro ferie in infi-
nitnm continvata, verurn valorem ©® certe non fore mi=
novem eo, quem invenimus; ac fi fatis Jonge fuerimus

progrefli, plerumque ifle valor inuventns haud a veiitate
aberrabit.

§. 0. Ceterum circa illas fra®tiones, quibus nue
merem © confiitui inuenimus, notari conuenit, fi quae ea-
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rom vel enanefeat vel adeo negativa enadat, tums elus vas
lorem efic mullnm, quantumnis etiam eins valor uegatinus
fiierit magnns, quoniam ob terminos fequentes valor prace
cedens nunguam poteft diminwi; quando antem: iftae fra-
d&iones funt pofitivae, quamdin earam valores viitatem
non fuperant, eae vnitati acquales fint reputanda¢ ; quande
autem vnitate funt maiores, neque tamen binarinm fupe-
rent, pro jis 2 feribi oportet, etita porro. Ex quo intel-
ligere licer, quomodo ex aliquot terminis feriei initialibus
verns valor ipfins @ eliel poflit, etiamfi feries in infini
tum continuetur; hoc feilicet euenier, {i omnes fraftioues
fequentes euadant negatiuae,

§. ro. Mirum vero non cft, hoc modo invefligae
tionem iflam fummis plerumque difficalratibus fore impli-
catam , quandoquidem hic rem nimis generaliter fimus
complexi, neque ad wllam legem, qua termini {erlei pro-
grediantur, refpeximus. Nullum enim eft dubium, quin ipfa
progreflionis lex plorimum ad nemernm @ reperiendum
conferat; quemadmodum vidimus in ferie generali initio
allata, quae omnes nomeros figuratos in f& comple&itur,
de gqua adficmare poffumus, sumernm @ femper ¢fle —a
-+ 2n—=2; neque tamen adhuc patet, quomodo hacc de-
terminatio adhuc generalior reddi poffit. Ui, quidem Be-
guelin, hoc cafu indudtus, erat arbitratus, fimili lege
pro omnibus phne feriebns algebralcis ab vnitare incipien-
tibus,, quaram feilicet terminum generalem formula alge-
braica exhihere liccar, valorem ipfins © fequenti modo
exhiberi pofle: Sit feries propofita 1, A, B, C, D, Eetc,
ad ordinem. # referenda, et formentor inde fucceffiue feries:
differentiarum omnium ordinum, quarum termini initiales

fint
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nt refpedtive a, &, ¢, 4, ete. vltimge vero differentiae
srdinis #, que funt conftantes, fiot = i, ira ut multis
mdo nomerorem 2, B, €5.... .7 Gt =n; tam vir laedatus
sutavic fore © = a4 == # — 1, quac formula prique
tum cafi npumerorum figuratorum congruit. Com enim
hic fit # = A - 1, proillo cafi poftrum a erit#+a — 1,
tui fi addatur ob ordinem feriei numerus #» — 1, ipfa
illa formula pro © data refultat

§. 1. Leviter attendenti autem facile erit eius-
modi cafis excogitare, quibus ifta regula refragetur,
veluti cuenitin hac ferie: x, 2, 4,7, 11, 10,22, 29 6iC

cnius differentiae primae 1, 2, 8, 44 55 6, 7, €&

et fecundae - - 1,1, X, 1y 1, €tC
guac igitur eft ordinis 2%, fiues =2 ¢t ¢ = 1. Secundum
regulam igitur deberet efle @ = 2: certum vero eft, ad
producendos omnes numeros ad minimum ternis terminis
jftins ferici addendis opus efle. Deinceps vero vir Ii~
luftris fignificanit, fe cum iftam regulam perfceiberet omi-
fiffe frattionem infuper addendam, gquac fit £, quam
quidem femper negligere liceat, fi fuerit unitate minor,
quemadmodum id in omuibus numeris figuratis ufu venit;
guando autem ad unitatem vel ultra alcendat, tom elns
valorem in integris, nepligendo fra&iontm annexam, fupe-
raddi debere, Cum nunc noftro cafit differentiae ultimae
fint # = 1, ent £ = 1, hincque fiert @ = 3, quod
com veritate egregic cenfentir, ¢t nunc guidem fate:dum
eft, hanc regulam emendaiam non folum numerls figuras

tis, fed et innumeris aliis progreflionum generibus fatis<
facere, ‘
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6 2. Tnterim tamen etiam fofinita fericrom ge-
nera exhibere licet, quibus hacc regula fallit, id quod
plurimam ineererit adcurativs oflendiffe.  Incipiamus ergo
a fecundo erdine pregreffionmin algebraivarum, cnins dif+
frentiac fecundae jam func conftantes, ita vr hi duo ian-

tum numeri 4 e & occurrans, wnde earum forma gene-
galis eric

T;1+a; 3 +2atbyrdga+3h, 1406k
I 5843108 ctc. et com fic s = 2 i = 6,
fecondum regulam illam deberer e¢ffe @ — a 4+ 1 +W.

quod, v dam  motanimos, pro numeris polygonalibuss
wbi & = 2 ~ 11 egregie conuenit Quin etiam locum ha-
b.re deprchenditar, quoties numerns & non mulm {upe-
rai vumernm ¢; flatim enim ac fradtio -3 fic facis magna
facile oftendi poteft, hanc regulam a veritate effie aberra-
turam; pamgue fi fomambs ¢ = 2 et & == 300, V¥t ha-
beatur hacc progreffio:

1; 2; 103} 304; 603} I006; 1507; 2108, 23I0; il
pro qua reols illa dat @ = 102, i hanc fevicm
methode initin expofita examinemus, vijoe ad tertiom 103
colligimas @ — sx; ad quartum terminum 304 vigue
@ — 523 hinc porro ad fequentem 6os prodit taprum
©® = s53; qui valor non amplins augerur, euamfi ultra
fequentem 1006 progred.amur; ex quo facile intclligitug
ad taminos vheriores vique progrediende hune vamerume
vix vitra 54 au®um iri, com tamen fecundum regulam
fnemoratam ene deberet @ = 1oz2; error antem multo
magis enormis cuader, fi loco & numeri maiores accipi-
antur,

Euleri Opuse. Anal. Tom. 1. Qq § 13
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§. 13. Cum hoc cafu error fit tantopere enormis,
operac pretium erit, provalore ¢ = 1, vnde oritar feries
1; 25 84+8; 4+ 3b35 4666+ 10,65 7+ 155
§ + 21 b etc, loco b fuccelfive numeros continuno ma-
jores affumere, et cuiliber harum ferierum numerom . ex
obfernationibus erutum, adfcribere, vt cum valore regulae
@ = 2 + & comparari poffit,

Series, e errot
I, 2, 4y T, I, 16, 23,|.... 3
I, 2, 5,10, 17, 26, 875].«. ¢ 4
1, 2, 6, 13, 23, 36, 52.|....4
1, =2, 7,16, 29, 46, 67,]....5.
5, 2, 8,19, 835 56, 82,}l....35.
2, 9,22, 4I, 66, 57.,1... « 6
I, 8, I0, 25, 47, Y6, 1I2.|... . G
1, 2, I1, 288, 53, 86, 127, ...+ 7
I, 2,12, 31, 59, 96; ¥42.J s T
1, 2, 13, 34, 65, 106, 157} .+ .. &
Hinc igitur patet, ab initio cafibus & — 1 et b = 2 regulac
erroremn effe nullum, hinc vero continuo magis increfcere;
ac fi hos valores attente confideremus, facile concludemus,
pro hoc ferierum genere fore © = 3 -+ 3 b, vode pro
cafu & = 100 fit ® = 53.

o
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§. 14. Confideremus fimili modo genus, quo 4 =2,
noftraque feries erit.
I; 8y 5 -+ &8y 7 + m@wo..Tmf:..Tnomm
13 -+ 15 b3 15 —4- 21 b; 17 -+ 28 b; etc. pro qua
rcgula Cel. Beguelin dat ©@ — 3 ~- .wl"_ Exponamus igi-
tur fequentes feries cum valoribus ipfius © vt ante:

&

nem
inci
fecu
greft

I

-}

T -
fufp
deat
prac
irf.

nor
ank

e enormis,
aritdar feries
i 1+15h
mrinng ma-
1ecum (3, ex
ore regulae

. » error

9\-&1
-!--ho:o:l:Nnuoo]

g == 2 regulae
 increfcere;
mcludemus,

E ', vode pro

quo a2,
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h ance;

b
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.ml Series @ crror
il 1, 8, 6, 10, 15, 21, 28, 3 ¢
o1, 3y 7y 3, 21, 85I, 43 . 4 c
311, 3, 8, 16, =27, 41, 58, 4 ©
4 Iy 3 9, 19, 33. 5%, 75, 5 G
5| T, 8, 19, =2, 39, 61, 8% 51 ©
6 1, 3, 1T, 25, 45, ~I, 103, g1
7Ty 8§y 12, 28, 51, S, 118, 5l %
8 I, 8,13, §Iy §57. 91, 133, a_ ¥
9 *¥s 8. 14, 34, 63, I0r, 14S Qm T
ioj 2, 8, 15, 37, 69, 111, 163, mlox

Sin autem fumamus 5 — 100, pro hac feric :

I; 33 1053 807, 609; IoIX; 15I5; 215} elt

colligimus ©® = 37, cum ex illa regula effe deborer
= 53

§. 15, Progrediamur munc ad progrefionum ordi-
nem .32:_5. ubi # = g3, et ternae feries differentiarnm
incipiant ab his nomeris: a, & et ¢, ita vt i = ¢, &t
fecundom regulam @ = 2 -~ 2 -}~ %; ipfa igitur pro-
greffio erit
1, 14 4a; x4 2a byt 3adad A+
T+ 4 a4+ 6b4 461 +5a4108+1306
T+ 6 a4+ 15 b 4 20 ¢ erc, atque hic ftatim mento
fufpeum viderur, quod valor ipfins © plane mon pen-
deat a litcera #; ecvidens enim eft, fi & fucrit numeras
pracmagnus, etiam namerum € non mediocriter andtum
iri, Quin etiam in genere affirmare licet, numerum © mi-
norem certe effe non poffe, quam fi efiet ¢ == o: hoc
autem cafii per eandem regulam foret ® = @ + 1+2;

Qqz= quare
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quare, quuties hage formula & -+ ¥ -~ £ maior oft
quam @ - 2 - £, regula ifta neceffario- fallere debet,
i foerit £ 51 - L fine b a o,

§ 16. Adhoc oflendendom fimamus g:=2;¢=—¢
et b —. 6; vnde haec feries nafcitur:
X3 3% 11} 263 403 833 1233 1705 2413
pra qua efle deberet & = ¢ —+ I = 4, cum tamen
numerus 2r non in panciores quam 5 terminos diftri-
bui poffir; error avtem maior erit proditurus, quo ma-
gis numerus b angebitur.

6. 17. Quemadmodum numerns & fuppeditanit
unum errorvm fontem, ita etiam ex mumero ¢, fi capia-
tur f(atis magnws, ersores infignes nafcentor. Sumamus
feilicet 4 = 2; b = ;3 ¢ = 10, vt prodeat ifiaferics:
T; 8; 6 20; 55} 1225 228} cte. ideoque per regulam
© = o¢; tentanti autem mox patchit, hunc valorem non
fuperate 6 ; ex quor manifefinm eft, pro maioribis name-
xis ¢ errorcs adhuc maiores effe prodituros; vbi notafle
invabir, fi % fuerit numerns praeparuus, regnlam errare
in defeitn; fin autem ¢ fuerit mumerus praemagnus, in
excefliy,

§. 8. Tutifiima jgitar via, quicquam certi in Bac
re conclndendi erit fine dubio, vt plares huiusmodi cafie
tam ex fecundo et eertio progreflionym ordine, wti fe-
cimus, quam etiam ex fequentibus omni findio explo-
rentur, et qui hunc laborzem fufcipere velueric, detegit fore
taffe regulam quandam larius patentem et certiorem., goe
huivsmodi numerorum refolutiones dufiniri queant,

& 19
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§. 15 Forfitan ctiam nen parum  iemabit pro-
grefliones geometricas confiderafle, pro gquibus numervs
nofter @, quo virerius progrediamug, magis increfir, Ita

in progreflione dupla x; =2'; 27; 273 2% 2% etc. fi in
termino 2° fubfiftamus ; eric ® — 53 et in genere pro

omnibns numeris vsque ad 2" fit © — #; tam veso i
progredione, tripla 1, 3, 3°, 3%, 8°, etc. vfque ad ter-

minum 3" numerns nofter reperitur & — 2 #; atque in

enere vro progreflione x, m, @' wy '3 w u') etc. vsque
ou.._ _.._

ad terminum #® concloditur numerns @ = (m — 1) %
Hic vere notandum, differcntiis continnis fumendis earvm
terminos primos fore m — 13 (m — 1) (M — 1) etc.
ita vt litterae fopra viurpatae fint hic 4 == m — z;
b=(m—1f; c=(m~—~1)Y;d=(m— 1) etc.j
vnde concludi poffet fore @ = £ - 2 = 5 = 5 - L€t
haec antem regnla in aliis cafibvs moltom falleret, Quin
etiam in progreflione hypergeometrica Wallifii
1; 25 63 245 120 7205 5040 ; €tC.

vsque ad terminum G eft & — 33 vsquead 24 © =6
vsque ad terminnm r. 2. 3. . .. % e @ — AT

§. zo. Vernm eriam feries recurrentes memorabi-
lia nobis fuppeditant exempla pro numero @. Ira pro hac
ferie notiifima:

Indices 0, t , 2,3, 4, 4, 6, 7, B8,

terimimd 1, 2, 345, 8, 18, 2Ky 834, 55, €.

cuius quilibet terminus eff furmna dvorum praesedentiuny
fi vsque ad termiown indice n fignatom progrediamue,
erit @ = &, vbi fi » fueritimpar, frakioadivntta pro
vaitate eft reputanda. Vireriorem huins argnmenti disqui-
fitionem mihi quidem fuscipere non vacat.
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