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MOUVEMENT DES ABSIDES
DES SATELLITES DE JUPITER.

paR Mgr. L. EULE R

I.

En comparant le mouvement des Satellites de Jupiter avec celui de
la Lune, il femble d'abord que celui-ci doit €ére affujeni & de
plus grandes irrégularités que celui-la.  La force du Soleil, quiagit
fur la Lune & en trouble le mouvement, qu'elle puurf’uwrﬂu en vertu
de la force de la Terre, y rient un beaucoup plus grand rapport, que
celui de la force dont le Solcil agir fur les Sarellites de Jupirer a celle de
Jupiter méme.  Trois raifons concourent & nous perfuader que le
mouvement des Satellites de Jupiter doit ére moins irrégulier que le
mouvement de la Lune. La premiere eft la grande maffe du corps de
Jupiter, laquelle furpafle environ 200 fois celle de la Terre; fi donc
les aurtres circonftances éroient femblables, les dérangemens caufés par
la force du Soleil devroient étre autant de fois plus petits dans les Sa-
tellires de Jupiter que dans la Lune. La (econde raifon eft la diftan-
ce plus grande de Jupiter au Soleil; & il eft cerrain que fi la Terre fe
trouvoit & la diftance de Jupiter, lesinégalités dans le mouvement de
la Lune feroient prefque imperceptibles.  La troifieme raifon eft que
Ia diftance des Satellites au centre de Jupiter eft plus petite que celle
de la Lune au centre de la Terre, au moins par rapport d la groflfeur
de certe planere; puifque le quarrieme Sarellite n’en eft éloigné que de
25 demi-dirmetres de Jupiter, pendant que la diftance de la Lune
égale environ (oixante demi-diametres de la Terre; & le premier Sa-
wellite n'en érant ¢loigne que de §% demi - diametres de Jupiter, fe trou-
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ve méme 4 une diftance moindre que cclle de la Lune 4 Ia Terre. D'od
il s’enfuir que, felon le fyfteme commun d’attraétion, le mouvemene
des Sarellites de Jupiter devroic étre beaucoup moeins irrégulier que
le mouvement de la Lune.

=. Aiant donc affez heurenfement déterminé par la Théorie
les inéealicés du mouvement de la Lune, il femble que la méme Théo-
rie nous devroit découvrir les inégalités dans le mouvement des Sarel-
lites de Jupiter. Pour cet effer, nous n'aurions qu'i fuppofer 17, la
malle de la Terre environ 200 fois plus grande qu'elle n'eft cffeétive-
ment, 2°2. fadiftance au Soleil égale i celle de Jupiter, & 3°. la dif
tance de la Lune 4 la Terre égale i celle de quelque Satellire au centre
de Jupiter; alors le calcul tiré de la Théoric devroit donner toutes les
inégalités du mouvement des Satellites. Or, en faifant cerre applica-
tion du caleul, on s'appercevra aifément que toures les inégalités fe
réduiroient prelque 4 rien, de forre qu'il en faudroit conclure que le
mouvement des Satellites, & furrour du premier, feroir prefque entie-
rement conforme aux loix découveries par Aépler.  Le mouvement
des abfides, dont la dérermination a éré fi embaraflante pour Ia Lune,
n'auroit prefque plus de dificuleés en faifant Papplication aux Satellites
de Jupiter, & le caleul montrera prefue immobiles les lignes des ab-
fides de chaque!Satellite, pendant que Papogie de 1a Lune avance
par an d’environ g0° 1l eft vrai que les Satellites de Jupiter, en-
tant qu'ils s"artirent mutueilement, doivent caufer quelgue dérange-
ment dans leur mouvement, dont les lignes des abfides {e raffentent
le plus fenfiblement; mais, puilque les mafles des Satcllites fonr fort pe-
tites par rapport & celle de Jupiter, & qulils ne s'approchent jamais
tant entr’eux, que leur diftance devienne affez petite par rapport 4
celle de Jupiter méme, pour qu'il en réfulte un effer confidérable,
il s’enfuit que Paftion murvelle ne faureit Cire regardée comme une
fource confidérable d'inégalité.

Nonobftant toutes ces raifons, je crois qu'on fe trompe-
roit beaucoup, fi I'on vouloit aflurer que le mouvement des Satelli-
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tes de Jupirer fir 3 peu prés régulier, & que les anomalies qu'on y ob-
ferve ne provinflent que de I'excentricité de leurs orbites & d'un peric
mouvement de leurs abfides. Les obfervarions {emblent pluiét prou-
ver que le mouvement des Satellites, & particulierement du premicr,
qui, par les raifons alléguées, devroir érre le plus régulier, elt affujer-
ti & quelques inégalités trés conflidérables, qui fe découvrenr furtout
dans un mouvement extrémement rapide de la ligne des abfides, qui
furpaffe méme de beaucoup celui de 'apogée de la Lune.  Cerre cir-
conftance, qui paroit d’abord conrraire 4 'hypothefe de la graviraion
univerfelle, en elt plutdt une conléquence aulli néceflaire gue remar-
quable, comme je le prouverai inconteftablement par les recherches
fuivantes. En effer, il doit paroirre fort éirange que ce mouvement
rapide des abfides dans les orbires des Satellites de Jupiter {¢ trouve en
contradiction avec la Théorie {ur laguelle le mouvement de la Lune
eft fondé, & qu'il foir néanmoins une fuite néceflaire de la gravira-
tion univerfelle: mais une (eule confidération levera rous les doutes.
En déterminant le mouvement de la Lune on fuppofe que les corps
céleftes s'auirent muruellement en mifon réciproque du quarré de leurs
diftances, conformément i la loi générale fuivanr laquelle toures les par-
ties de la mariere agiffent les unes fur les sutres.  Mais cetre méme loi
ne fauroir avoir licu dans les corps finis, gu'entant qu'ils font {phéri:
ques, ou qu'ils ont leurs momens d'inertie égaux entr'eux.  Done
le corps de la Terre n'ctant pas parfaitement (phérique, la loi {fuppo-
fée en (buffre bien quelque altération, mais qui n'eft d'aucune confg-
quence dans le mouvement de la Lune. Or on fair que le corps de
Jupiter differe trés confidérablement de la figure {phérique,, & je ferai
voir que cetre circonftance altere la raifon réciprogue doublée des
diftances, au point que le phénomene mentionné en doit étre produir.

4. Il faur donc bien remarquer que les corps céleftes ne s'at-
tirent mutuellement en raifon réciproque quarrée des diftances gqu'en-
tant que leurs corps peuvent érre regardés comme (phériques, ou que
leurs diltances (ont plufieurs fois plus prandes que leurs diametres.

Méw, de I' Acad. Tow. XIX. Rr Cleft
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Ceeft Ia reifon pour laquelle, quoique la Terre ne foit pas fphérique, il
n'en réfulte aucune altération fenfible i la diftance de la Lune, qui fur-
palle trente fois le diametre de la Terre: or, fi la Lune n’en éroir éloi-
gnée que de deux ou trois diametres, I'altération dans la loi dattraction
caufereit un mouvement affez fenfible dans la ligne des abfides, bien que
la figure de la Terre differe fort peu d'une {phere parfaire. Mais le
cas de Jupiter avec fes Sarellires eft bien different, le diamerre de fon
¢quateur érant 4 l'axe de rotation comme 9 & 8, pendant que dans la
Terre ce rapport n'elt que de 201 4 200; d'ou la loi d’arradtion de-
Jupiter doit différer beaucoup plus confidérablement de la raifon réci-
proque quarrée des diltances, & cela d’aurant plus que la diftance fera
pius petite. Qutre cela, les diftances des Satellires au centre de Jupiter
{ont 4 proportion beaucoup plus petites que celle de la Lune & la Ter-
re, attendu gue le premier Satellite n'eft Eloigné du centre de Jupiter
que de trois de fes diamerres, & le quarrieme encore moins que de
ireize.  Ces deux circonftances jointes enfemble cauleront une aflez
grande aleération dans la force anractive de Jupiter pour en produi-
re une 1rés conlidérable dans le mouvement de la ligne des ablides, fur-
tout pour le premier Satellite, dont le mouvement devroir érre le plus
régulier, fi le corps de Jupiter éroir {phérique.  Voilad donc une
nouvelle fource d’inégalités qu'on découvre dans le mouvement des
corps céleftes, & qu'on ne fauroit expliquer par I'hypothefe commu-
ne, ou l'on {uppole les forces réciproquement proportionelles aux
quarrés des diftances: mais cette méme circonftance fert 4 porter le
principe de auraction univer(elle au plus haut degré de certitude.

5. Pour metrre cela dans tour fon jour, il faur commencer par
chercher la force dont un corps non fphérique agit fur un autre corps
fitué & un endroit quelconque, en fuppolanr que tous les élémens de
matiere s'atrirent murucllemenr en raifon réciproque quarrée des dil-
tances. J'ai déji donn¢ autrefois la {olution de ce probleme, & ainfi
je me contenterai d’en rapporter ici le réfulrat.  Soir donc I le centre

Fandhie IX, d'inertic du corps dont nous cherchons la force atradtive, & que les
65 lignes Aa, Bé, Ce foient fts trois axes principaux, felon les princi-
pes
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pes de la connoiffince mécanique des corps, que j'ai éablis dans un
Mémoire particulier. Que la lerere M exprime la malfe entiere de ce
corps, & que les momens d’inerric par rapport aux trois axcs princi-
paux refpectivement foient Maa, Mébé, Mce.  Soir maintenant une
molécule de mariere dans un licu quelconque Z, ol au lieu d'une mo-
lécule il eft permis de fuppefer un corps {phérique quelconque, dont
le centre {oit en Z; & méme une aurre Agure quelconque n'influeroic
fenfiblement fur la force dont ce corps eft artiré vers le premier,
de forte que dans la fuite ce corps nous puiffe repréfenter les Sacellites
de Jupiter, pendant que le premier eft pris pour le corps de Jupiter.
Pour tenir compte du lieu de ce corps, qu'on abaille de Z au plan for-
mé par les deux axes pri.nr:ipaux Aa, B/ la perpendiculaire Z2Y, &
de Y i P'axe A« prolongé & angles droirs la droire YX. Qu’on nom-
me alars ces trois coordonnées TX — =, XY — 9y, &YZ — =,
& outre cela la diftance 172 — v, d*‘ furu.. que v —= ¥V (xx ~=
3y =+ =22).  Cela pofé, la force dont le corps en I ag agit (ur le corps
en Z, (¢ réduir 4 trois forces appliquées au point Z (elon les direftions
Za, ZE, Ly paralleles aux trois axes principaux Aa, BS, Ce, &
pofant N la mafle du corps en Z, ces trois forces ont éte rrouvées

"""J
force felon Za — M ( 4= = X i + HLM(;_

2ry
SYY\ , 3¢c( _  szs
v : Uy

MNy “M(' 'i'-'}) 3¢ (
I
'_I..i-

force felon Z6 — _w,\ =
5*.:'.5) . 3aa ( 51.1
vy 2up
MH*.-. 3ce g o0 jaa
force felon Ly — ( ~- — o p;')-f'ﬂ;-g(r—'

5.1'.1:) r 3:{'.5 s 511;))
vy boave \

Rr 2 6. Dans
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6. Dans ces formules, qu'une approximation a fournies, on
fuppofe que la diltance v eft confidérablement plus grande que les
quantirés @, &, ¢, de forte que les rermes négligés, qui font divifés
par de plus hautes puiffances de v, ne foient d'aucune conféquence,
d’ot il femble que ces formules pourroient éire défetueufes quand
il s’agit des Sarellires de Jupirer & furtour du premier ol la diftance
v n'excede les quantités a, &, ¢ quenviron 9§ fois. Mais il faue
aulli remarquer que ces mémes formules {eroient tour i fait exactes, fi
les trois momens d'inertie Maa, MJb, Mce, éroient égaux entr’eux,
d'olt 'on comprend que plus ces momens approchent de I'égalité,
moins ils s’écarteront de la vérité, quand méme la diltance ¢ ne feroit
pas allez confidérable. Donc, puifque dans le corps de Jupiter les
quantités a, 4, ¢, ne s'écartent pas beaucoup de la raifon d’égalicé,
Perreur de nos formules deviendra tout 4 fair infenfible, de forte que
quand méme la diftance ¢ excéderoit moins de 9 fois les quantités o,
#, ¢, il 0’y auroir rien 4 craindre pour la jultefle du calcul.

7. Si tous les trois momens principavx d'inertie du corps de
Jup:ter etoient inégaux entr'eux, il faudroit pour chaque inftant con-
noitre la firuation des trois axes pricipaux pour y rapporter le lieu du
Satellite 2, & parrant le mouvement de roration de Jupiter entreroir
dans le caleul, Mais, puifque l'inégalité de ces momens eft caufée par
le mouvement de rotation, fi nous foppofons que Jupiter tourne au-
tour de 'axe Cle, les deux autres axes Aa & B/ (& trouveront dans
le plan de fon équareur o la force centrifuge érant pariout la mé-
me, il faur conclure que les momens d'inertie par rapport i ces deux
axes Aa & B/ font égaux entr'eux, & la méme égalité de momens
aura aufli lien pour rous les axes pris dans e plan de Péquatenr. I
n'y aura donc plos de diftinétion entre les axes tirés dans le plan de
I'équateur; & partanr, pourvu que I'axe de rorarion Ce conferve rou-
jeurs la méme direction, comme on peur le (uppofer, le plan de I'équa-
teur déterminé par les axes Aa, B/ fera fixe, & les lignes Aa & B
pourront éire regardées comme fixes & indépendantes du mouvement
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de rotation; ce qui nous procure la commodité de rapporter le lieu
des Sarellires de Jupirer au plan de fon équateur, en y prenant i volon-
1é une ligne IA pour fixe, fans aucun égard au mouvement de ro-

raron.

8. Ayant donc pour le corps de Jupiter ae — 2/, les trois
forces dont le Satellite en Z eft follicité feront exprimées ainfi:

- MNr ' 3aq Frx —gy )
force felon Za — = ( . 2:.-#(4 = —=
2y vy
. MNy 3aa srx—syy\
force felon Z6 — — ( -t 2”( e ) 4
- () B )
2 (s — 29
MNz 3aa 5.1‘.:‘-'-5"?‘? "
force felon Zy — p I o e ) t

o (= L“))

Or, puifque xx == yy — vv — =2, ces formules & réduilent
aux f{uivantes:

force felon Za — hlt‘j_r (, | j(cc—an) s/ 555))
e 200
— MNy 3(ce—an)
force felon Z6 — = (I 3o = ( = ))
force felon Zy — M_];If. (I : Sfrr—ﬂﬂ) it-ﬂ))
4 20

d’olt I'on voit que, [i le corps de Jupiter éroit fphérique, ou cc — aa,
Rr 3 ces
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ces trois forces fe réuniroient dans une feule fuivant la direftion 7.1

: : MN . ,
qui feroit —= —7 > ourtciproquement proportionelle au quarré de

la diftance, comme on le fuppole ordinairement. Mais il eft anfli clair
qu'entant que le corps de Jupiter n'eft pas (phérique, la force dont
il agic fur les Satellires s’écarte un peu de la raifon réciproque du quar-
ré des diftances, & ccla d'aurant plus que le Sarellite en eft moins ¢loi-
gné. Or, pour de grandes diftances, cette sberration s’évanouit en-
lierement.

9. TPuilgue cette aberration dépend de l'inégalité des quanti-
tés an & cc, voyons i combien elle peut monter effedtivement.
Confidérons donc le corps de Jupiter comme un (phéroide applati, &
foit f la moiné de fonaxe IC, & 4 le demi-diamerre de fon équa-
teur 1A — 1IB. Cela ["]-ﬂf'l:!, Newwton a conclu par la mpidi[é du mou-
vemnent de rotation que f: & = § : 9, ou bien f — L4, en
fuppofant le corps de Jupiter compoft d'une mariere homogene. De
li, fi nous cherchons les momens d'inertic, nous trouvons

ce = thé & aa = b = § (ff + hh)
done ee — aa = L (hk — ff)
& partant cc — aa = P Ak ou o — aa = S ha

§ pea prés.  Or, puifque 4 eft le demi - diamerre de I'équartcur de Ju-
piter, 1l eft cn méme rems la melure des diltances movennes dus Sarel-
lites, & les Aftronomes ont dérerminé ces diftances de cetre force.

Diftances moyennes au centre de Jupiter:

du premicr Satellite — s34
du fzcond Satellite —- ok

du rroifieme Sacellie — 141 4
du quatrieme Satellite == 25] A

1o, ]e
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10. Je n'ai pas ici deffein de dérerminer exactement le
mouvement des Sarellires de Jupiter, mais je me propofe unique-
ment d'en rechercher les inégalités qui doivent réfulrer de la figure
non {phérique du corps de Jupiter.  Dans cetre vue je ne tiendrai
compte, ni de la force du Soleil, ni de celle dont les Sartellites agif-
fent muruellermient les uns fur les aurres: & parrant je ne confidérerai
que les trois forces felon Za, 286 & Zvy, dont chague Satellite eft
follicité par l'acrraciion de Jupiter.  Suppofons donc un Sarellite quel-
conque en /., dont le lieu eft dérerminé par les trois coordonnées 1X
e K S=Sy S RLEDS

Prenant I'élément du tems d¢ conftant, le mouvement du Sa-
tellite fera déterminé par les trois équartions {uivantes

—_— e 2 S "~
Y - aMgaxdt (: 'r 3{cc — aa) §5% ))
' v? 2Lp
— 2 Mgyde® co—a o
ddy = £ (1 L a)( ___ 5% ))
t ave
__ —:Mgsds? q{ce— aa)
dds = —“_ ( e 137 v
ot il faur remarguer que g eft une relle conftante que, {i nous fup-
pofons la mafle du Soleil — 1., la diftance moyenne de la Terre en
Soleil — ¢, & langle que la Terre décrir aurour du Soleil pen-
dant lc rems d¢ par fon mouvement moyen —— d¢, onaura 2gd¢®
erdg®

o

11.  Donc, fi au licu de I'!lément di tems d ¢, nous introdui-

fons dans le calcul le mouvement moyen du Soleil d¢ qui répond 4

ce rems, & que nous pofions le rapport de la mafle de Jupiter M &

celle du Soleil L comme 1 4 », nous aurons M —— a#L & 2Mgds?

— me3d{?; nos équations différentio- différentielles pour le mouve-
ment du Satellite {eront:

ddx
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ddx___-nﬁ.rdg (+g(ra—nn}( 55:.))

__ = nelydd? 3(:::*—.1.1:)( 5%))
s =18, a6,
e ¥ medzdg? (I | 3€ce — aa) (3 . 55&))

e 20y

Ou bien on pourra auffi réduire ces déterminatians au mouvement
moyen du méme Satellite, en pofant # — 1, & prenant ¢ égale i
la diftance moyenne du E-an:lhm au centre de _]upm::r alors g" marque-
ra I'angle décrit par le mouvement moyen, pendant un tems propo-
f¢: & il faur (e [ouvenir que le tems périodique de chague Satellite
quirépond @ { = 360° cit
pour le L. Sarellite
pour le 11 Sarellice
pour le IIL. Satellire
pour le IV. Satellite

¥, 18% a2y, g¢¥
EI: Iﬂh: 13": 41”
T].J- 3,': 42!, 36
164, 16" 32/, ¥,

RN

12. Le cas le plus aife i réfoudre eft fans doute lorfgue le Sa-
tellite e meut dans le plan de I'équareur de Jupiter, ou qu'il {e trouve
en Y. Alors, puilque 3 — o, nous aurons ces deux éguations:

g v nelxdd? (I . 3(cc —aa)
—_— i

v 22Uy

— 3 2 —
ddy = nt_j.rdf (l: . 3lece—aa)

el : 20
ot vv — xr =+ yy. Dela nous rirons premierement
yddx — xddy — o & partant y3dx + xdy — — Cd¢é
Enfuite, 4 caufe de xdx —— ydy = vdy,

o id 2
2dxddr = 2dyddy — ”:#"df (: :

1fece—aa)
200
dont
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dont I'intégration fournit
da? o= dy? = 2#e1dQ? (D+ —;- e, SO,

2 v
Soit 'angle XIY — @ pouravoir ¥ — v col p & y — v fin
& partant dx —dv col@ —od@ (Q &dy—dv @+ vdPcolP;
cette fubftitution nous conduit 3 ces deux équations

—rdQ=—Cdg & dv puvdgr=anesags(D+ L 42700,
; . d
Pofons C = V'2#e’E pour avoir d¢ = Lo, &dela
ap? I
dv* 4+ ved@* — L_E’._(D+ R
Eﬂi dEEJ ( R R .:m)
T v vy ay3 -

13. Introduifons I'anomalie vraie, qui foit — ¢, & po-

fons v — o , ol par la nature de I'anomalie I'élément do
1 4+ g cols
doit s’évanouir en pofant tant &+ —— o que 5 —— 180°. Cette don-

ble condition donne

Do 2te __EG+ Y Ce—eli) &

F PP 2p3
= E(r + 9)° (ce—aa) (1—q)*
D4 —1 - —=
P iR 2p? .

& en prenant tant la différence que la fomme
2 g 4EB¢ |, (cc — aa) (bg + ‘-:;,r?}
P re . 2p?
Méw. ds I' Acad, Tom. XIX. ~ Ss D
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2D __'_% 2E(1 + ¢9) |, (ce—aa) (’+5H}:m

FrP F?
Au lien de chercher de li les quantités p & ¢, déterminons en plutde
les conftantes D & E, que nous trouverons

(cc = a0) 5+ 70) 4

E— ip + 5
__—1+4q (cc—aa) fl—-f-ﬂ‘
D e i i
= - e

Par ces fubfticurions notre équation prendra cette forme

{£:¥ .ggfn:’( ) r—na(_s_zfcnfi*{'ff})

vt 2pp
dv __ ¢d@fins ( (cc—aa) (3 + 2gcol s—qgq)
dunc = 73F> V 257
mrdl:ﬁ __déVz2ueE
& df = VineE ou d — == ;

14. Delail eft clair que les quantités p & ¢ font conftantes,
dont celle-la marque le demi - parametre de l'orbite & celle-ci 1‘:.-.1-

d ds fi
centricité. Donc, puilque j —1 ;m:, nous aurons

e pdm V( (rc-dﬂ}{_:,-l-zgcnﬁ—;g}
T EF 2pp

ip = ds V (pp + % (cc = aa) (3 + ¢7)
— V(pp — 1 (cc — an) (3 +2g9c0fs—g4))

Or nous avons vu que ¢¢ = 74 =44k, prenant & pour le demi-dia-
merre de I'équateur de Jupiter, & partant nous aurons aflez exacte-
ment

_ (ce = an) (3 + gcofls)
d@ — ds (: —t= P

» ou bien

d'ott



B 323 4%

d’oti nous tirons par l'intégration
s — fin £
— Conft. (r 3(ce “":'),+ff" aa) ¢fins
® = Contt. + (14 = =

Suppofons que le Satellice sit paflé par I'endroit oi il eft le plus pro-

che de Jupiter; il s’en éloignera I plus qu'il eft poflible aprés ayoir
Panel ____(I . 3(ce — aa)

parcouru l'angle  — i e

tournera 4 Pendroit le plus proche qu'aprés avoir parcouru l'angle —
(I L e mﬂ]) 360°.
' 2pp

15. Iciil faur confidérer que @ — s exprime la longitude
de la ligne des abfides, de forre que nous ayons en regardant feule-
ment le mouvement moyen

180°%, & il ne re-

@ — ¢ = Conft. - EE”_M): :

=FrP
O —
ou ¢ — s = Conlt. 4 :p‘:i ; (rcﬂi) aa) >
Donc, pendant une révolution entiere du Satellite, ot p — 360°,
les abfides avanceront par un angle
3 (cc — an)
2pp + 3 (cc — aa)
& pofant mrlint:nﬂn; ;r — aa = 'phh, cet avancement pério-

$rp + hb
tance moyenne du Sarellite au centre de Jupiter.

gui et = 360°,

dique fers — 360°%, ol p exprime & peu prés la dift

16.  Appliquons cetre formule i chaque Satellite {éparément,

& pour le premier Satellite ayant p — 534 & partant 8pp —
Ss 2 a5y
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257hA, fes abfides avanceront pendant chaque révolution ou dans
Pefpace de 1. 18" 27/, 34", par l'angle

x¥y - 360° — 1° 23/, 48
d’otl Fon conclut le mouvement pour un an entier de'288°,

Pour le fecond Sartellite ayant p — 9k & %Spp — 64844,
fes nbﬁdes m.mnr:ernnt pendant chaque révolution, ou dans Vefpace de
3. 13% 13% 42%, par langle

v - 360° — 33, 17¢
& partant pendant un an entier par §7°, 3.

Pour le troifieme Sartellite nous avons p —— 1431 4, donc §pp
= 1643, &;panan: Fr:s abfides avanceront pendant chaque révolu-

tion, quieftde 77, 3", 424, 36", par langle
ey - 360° = 13/, g
& partant pendant un an cartier par 11°, 1%

Pour le quarrieme Satellite ayant p — 2534, & 8pp —
§100, fes abfides avanceront pendant chaque révolution, qui eft de
167, 16" 32, 9%, par l'angle

risr - 360° == 4, 14¥

donc pendant un an entier par 1°, 324, 40

17. Quoique nous n’ayons pas affez de certitude for Je degré
d'applatiffernent du corps de Jupiter, & qu’vne perite erreur puifle trés
confidérablement altérer ces dérerminations, il eft roujours cerrain
que le mouvement des abfides, qui eft produir par cewe coaufe, doit
érre trés rapide, furtour pour le premier Satellire, dont 4¢s abfides
avancent chaque année par 288°.  Cerre rapidité devroir produire un
effet bien érrange, fi l'orbite de ce Satellite n’éroir pas d peu prés cir-
culaire, car, dans le cas ol I'orbite eft circulsire, ou § — o, le mou-
vement ne laiffe pas d’étre uniforme, tout comme dans l‘h}rpmh;fe

ordi-
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ordinaire, & I'applatiffemént du corps de Jupiter n’y produira sucun
dérangement. Mais dés que P'orbire d'un Satellite a une excentrizité
affez confidérable, ce mouvement des abfides doit caufer de grandes
irrégularités dans le mouvement du Satellite, & on n’en fauroir calcu-
ler les apparitions, 3 moins qu'on n'ait une exalte connoiflfance de cet
élément. Il eft avfli bien remarquable que ce mouvement des abfi-
des diminue fi fubitement pour de plus grandes diftances, de forte que
¢"il ¥ avoir un Satellire €loigné du centre de Jupiter de 6o demi - diame-
tres, le mouvement des ablides feroit prefque imperceptible, au lien
que les aurres caufes qui fonr avancer les abfides produifent un effet

tout 4 fair contraire.

18  Mais voyons aulli comment ke vrai lieu du Satellire peut
érre dérerminé; pour cet effet on n'a qu'a chercher Panomalie vraie

s pour un tems propof¢ quelconque, & indiqué par l'angle ¢ qui lui
elt proportionnel.  Or ayant trouvé
i __d¢Vane’E __ d¢1tgcols)*VneX(ppti(ec—aa)(3tgq))
b =" = PFVP
AV (pp + 1{cc — aa) (3 + ¢9))
Gumfl 4@ = S — 1(cr—aa) (3 + 29 col1=44))

Ie rapport entre ¢ & s fera exprimé par cette équarion
42 — prlp ds

— Vued T (1t gcols)*V{(pp—i(ce—aa) (34 2gcols—g4q))
laquelle, a caufe de ce¢ — aa trés petit par rapport 4 pp, fe réduitd
Vel ds ( (ce'—aa)(3+ 24 cols —gq)
4 1+
Vned (14 gcofs)? 4pp
pour I'¢quarion de laquelle on a
dr 1 hm:ﬂf?-f- car:r_ g fin ¢

day mf*}‘:(:-ffﬁ 1 goofs (17 74) (1f geol)
Ss 3 fds

dd =
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decols __ fio s 9 4 cofl's
/Gt ooy — (g k7o (% Ausoll et

d'ou l'on trouve

red g+ cofls glins
__,— [t. Awcol
gV Cont+ {t-':.?f)i et 14 gcol’s {1—,5:-:;;}'11'5':: )
3(ce—aa aveorlt cols (ce—aa)gfins
4F.v?u-ffr.r} 1t+gcofls App(1+gc.s)

Enfuite pofant la longitude de l'abfide pour le tems propofé — 4, on

aura la longitude du Satellite
(¢ — aa) ¢ fins

— 1
O — 1 4 5 - 3 :

19. Puifque excentricité ¢ eft trés petite, le calcul (e fait
plus commodément pﬂr approximation. Ayant donc

i(l —z2gcols+ 7qcol2s—~q3 cufgr)
—71)

T

(1 +f¢ﬂf§}1—(

Si nous pn[‘nns — r, de forte que r fignifie le demi -axe de

eadt
Porbite, & pour abréger E;;;F‘T —= m, Nousaurons
ao— Vi3 1 1 — 2q9cofls + Fggcofzs — g%col3s
——];,”3 +m(3 ga)=2mg(3-gq)cs+ imgge. as—3mgic.3s
— -n-ﬂ;ff-l- 1.??1:? Cﬂr; --"‘?.’-Ef'afi'.‘. ‘J‘-f—;ﬁ-’y .37
+ 4 mg? cols
ou bien
3
RV ==ds(tam(egp)— 29cols +iggcolzs—gicof 3‘)

—4m (1 igg)cst §mggc. 2i—Fmgicys
donc
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donc prenant les intégrales

vV f,—f =s(1t3m(1—gg)—2¢fins 4§77 fin2s—3¢°fa3s
—gmals + fmgglas—Fmgilys

ou bien & peu prés
¢ By :{'I-}-:m) (3 4 5m) -
Ttaml 8 T Tagam, 1 G w172
’ (2 + 3m)
3 R
ou f 1/’” peut &tre regardée comme I'anomalie moyenne,

14+ 3m rd
qui croir uniformément avec le tems; i nous la pofons — 7 nous

aurons:
2(1+2m) (3 + 5sm) (2 + 3m)
14 3m et s 4{1-|-3m} s 6(1+ 3m)
d'oli 'on connoir Panomalie vraie s, qui convient i la moyenne 7, I'é-
quation du centre érant

2(142m) (3 + 5m) (z + 3m) ,

14 3m g fin 5 — (l+3m}ffr ::-}-5[ S Jf fin 35
& 5 — 7 =+ Equaiion du centre.

Enfuire on aura

® — 5 -+ v -+ Equation du centre —}~ 2mgfins
oll § = 7 marque la longitude moyenne & @ la vraie. Enfin la

g% lin 3¢

| p—

diftance du Satellite au centre de Jupiter eft v — = 57 v

20. Julgu'ici j’ai fuppofé que le Satcllice f& meuve exalte-
ment dans le plan de I'équateur de Jupiter; je m’en vai donc aulfi dé-
terminer les dérangemens qui proviennent de la figure applatie du

corps
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corps de Jupiter, lorfque l'orbite du Satellite eft inclinée au plan de .
Iéquatenr de Jupiter, ou lorfque la coordonnée = n'eft pas évanouif-
fante. Pour ce cas nous n'avans qu'a confidérer les trois équations
différentio- différentielles rapportées au §. 11. d’od nous tirons dabord
en les combinant ces £quations: :

L yddy — xddy — o;

3n(cc — aa) e2d?*

II. addy — ydds — = yz;
[ i ] 2
IL sddx — rdds — 226¢ u:ﬂ} a4 .

& encore celle -ci:

ﬂdxddx-*-Zdl}'dd}'-{-‘;dﬁddﬁ:—:u;ldgl :i,_ﬂ-l' E{fr-ﬂﬂ)dlf

v 2t

2ads d
+ 3 (cc—ana) ( o e Fﬁ:ﬁ F‘)):
gui donne par l'intégration:
' B g1 3 S i "f""""l_jlfff'—nﬂjﬁm
da?4dy?+ded—z2neidg (C-|- = + )

23 2¢s

at. Pour ramener ces quantités aux ¢lémens dont on fe fert
en Afltronomie, foit 73 lelpace que le Sarellie parcourt dans le
tems dz, auquel répond langle 4, & on aura Z3? == da? -
dy? = dz?. Orayant Is — v — dv, fi nous pofons I'angle
élémentaire Z.1s — d®, nous aurons aufli Z2* — de? 4 vedQ?,
d'oti notre derniere équation prendracette forme:

ﬂn’+w‘d¢b’::m1df=(ﬂ+% 4 ‘T:_";m . ﬂfﬁ';—y:ﬂ)ﬂ-j

Que le plan Z 1=, dans lequel le Sarellite fe meur atuellement, coupe
le plan de I'équateur de Jupiter par la droite IN' qui fera la lgne des
nceuds, dont la loagitude foit ou Mangle XIN — ¢, linclinaifon

—

— w,
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— w, & langle NIZ — w, qui fera largumesnr de latirude.
Qu'ontire de Z & Y i la ligne IN les perpendiculaires ZN & YN,
& langle ZNY fera égal 2 linclinaifon w. Donce, ayanr tiré du trian-
gle ZIN les lignes IN — vcofu, & ZN — v fin«, nous au-
rons YN — vinwcolw & 7Y — vinwlinw — 3. Enfui-

te 'angle XIN — ¢ — XY N fournit
IX — x —vcolucoly — vinwcolwfin) &
XY — y = vcofu finy -+ ¢ finw colw col ).

22. Puifque la différentiation tranfporte le point Z en 3, il
eft clair qu'on doit trouver les mémies valeurs des différentiels dx, dy
& dz, foir quon regarde la ligne des nceuds IN avec linclinaifon
co conftantes, foit gu'on tienne compte de leur variabilire. Or, en
cum:‘ﬂnr les angles ¢ & w comme conftans, I'angle NIZ — «
croit de 'angle Z1s — d @, dec {orte que dans ce cas il faut mertre
du — d@, & partant nous aurons:

zdv

de — dvfinwfinw + vdPcofwfinw = T+u&¢lmru{‘m

7 {;:i_‘_ — vd (fin % coly — cof % cof w fin )

dy = E‘_"’ — vd® (fine finy — cofu col w col ).
¢

De 1i nous tirons

ydx =xdy = —vedQcolw ou xdy—ydxr —rod@colw
zdy _}-dzz—rudfbﬁnmﬂa ou yds —sdy —ved@ finwfind
sdr—ades ——vrvdfwcol} ou rds—adr — ved@ {wcol{.

23. Si nous fubftiruons ces valeurs dans nos équations précé-
dentes, nous.rouverons:

L d.(ved@pecofw) — o
Mim, de U'Acad, Tom. XIX. Tr 1I.
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— —— 3 "
3m(ce :J":"' d¢ finm fw(colu (L +

fin 2 cofl w coly)
—gn(cc—an)eddd?
3
fin x cof w fin J)
dont les deux dernieres donnent par leur combinaifon

A, (vrd@ fin ) — ~ 32 A o colu £

g3

. d(vrd@ finwfiny)—

NI d.(ved@finwcold)— finy (w{coluc. & —

— 3n(cc—aa)edd(?

o3 fin #* {in w cof w.

p

& rvedPdfine —

Or celle- 14 érant combinée avec ln premiere donne
— 3n(cc — aa)eddl?

d(ved@) = fin ¥ cof % fin w?

#3
- —_ 3
& wvvdpdw — 3niee ﬂ:ﬂ)' dﬁﬁﬂﬂﬂﬂfﬂﬁﬂwcﬂrﬂ
de forte que
ap — — gn(cc ~ aa) ¢3dZ* fin u? cof w

Zas vidQ

= 3n(cc — aa)e’d?? finw cof % fin w cof w
& dw — Ry .

Mais équarion déja une fois intégrée fournit
dv’+upd¢p‘:=n:3d§“(ﬂ +o 4

(o

2;” (1=—3 (u® fm’}).

24. Or, fi nous renons compte de la variabilité des angles &

& w, ob du n'eft plus égal & d@, il faut que les mémes valeurs pour
d¥, dy & d= en réfultent. Trouvant donc

ds — dvfwiw 4+ vdwcolwlw 4+ vdw ¥ colfw

puif-
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puifque ds — dof«fw 4 vdpcofu{w, nous eaconcluons
dw fin # cof w
—_— i
4@ — du col « fin w

En comparant de ]améme maniere les différentiels d x & dy avec les va-
leurs précédentes, nous obtiendrons

(dP — dw) (frcoly + cofwcolwly) — dif(colul} + fucofwe. )
+ dwfinufinw find —

(d@ — dw) (finu [ —colwcolwe.p) —d{ (cofwe.y — {u colw ()
— definwlinwcoly — o

: dwlwcolw ;
Donc, puifque d@ — dv — ~—oTa T~ L'une & l'autre donne

gy — defin®  4onc 40 = de - d¢ colw

colu {w
& c¢’eft le méme rapport qui a éré rouvé dans larticle précédent.

a5, Confidérons I'équation d. (¢vd®) == - - - qui ésant
multipliée par 20vd @ & intégrée donne:

ptd @ —2ne?d P D— ~(:r—an)_fd—m fin & colx fin w®)

ol Fn&m pour ahrig El' ,!‘ Fﬁn w Cﬂfﬂ fin w® —— P} & o — oa

— mhk, o la valeur de m eft environ 4%, prenant & pour le demi-

diametre de I'équateur de Jupirer , nous aurons
vid@? — 2ne3dl? (D — 3mhiP)

& partapt Péquation intégrale:
1 mhAPY  mhh(1—5(u?(wm?
de*—2nedd(? (C+—~--{D 3 + {"3 )

Y

Tt 2 Pofons
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Pofons maintenant v — £ , de forté que s foit 'anoma-
i + gcofs

lie vraie, & cette circonftance nous fournit ces deux équations
cy e _(D—3mhhP (1 +-;f}‘+ mhh(—3(w{w)(+gP

P Ep 2p3
Ct? *F (D—3mhhP)(1—g) ML G YOS o] Cont)
F.F 2F3 .

d’ou nous rirons: |
24 _4?(D—3mﬁﬁi‘)+ mbi(r—3fut{w)g(3499) __
P PP p? o

o 2 2
& partant D— 3mhhP = ip + mAk(r—3 ﬁ;;"m )(3 4 ﬁ).

Enfuire, puifque

] (]}_gmj,{-Pj(H-{_rg) o b h(u=3 (n? (w? ){rfgﬂr)
4 FP =F

nous aurons
E:—{I - 74) | mhh(1—g9)?® (1— 3 fine? fnm“)
2F 4p°
26. Ces valeurs érant fubftituées produifent
- gqls? mhh (1—3 (0" fw?)
dvt —2n03d¢? 55 7 (3gg1s* -

2 7% {52 cofs — g4 {53))

ou bien
__ melggdlt(s? mhh(1—3(n® (w?)
de? — ?Pf (:-— o= {3+:fc.:-gg})
& par ce que j'ai montré ci-deflus:
ne3de? mhh (1 — 3 (u® (w?
d@“:'—';,;i(ﬁ"l' ( ?r;} )(3 + 79)

donc:
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done:
— a{u? {w? -
o 880 B 3T gm0
F i
E_qd:ﬁﬁ: 2pp—mhh(1—3 (u®{w?) (3+2gcofs—q4)
ve” p app+ mhh(t—3fu*(w*)(3 + 49)
ved@Vap
d B )
SVAe = T app T mhd (1—3 [ (o) G 72D

&

27. La différentiation des quanrités conftantes D & C donne:
— 3mhhd@lucolu (w?

v

—idp+ imbhi—3(u*{w?)d. 3‘;';4? —
smhihd@ Tucolu (w?
=p

(3 + 99

ou bien

3 mhhd ) Cu colu fw?. """*";““”‘f": dp - Zmhh (1 —

3 finx* finw?) d. 3t 99
P
& enfuite celle de C:

_dl_‘?‘? L %m1&ﬁ(1*3fﬂ=rmijﬁ+g—:§i}—ﬁ_

3mhh (1t — 44)2 d@ (w col u [ w?
p?
d'oli I'on pourroir dérerminer tant dp que dg par 'élément d @. Mais,

puifque les quantirés p & ¢ font fort peu variables, devenant méme
conftantes 1 w —— o, onauvra allez exattement:

pdp = smhhd (1 — 29 cefs = g4¢) fin & cofw finw?

o
o

Tt 3 &
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& pofant le demi-zxe il = i
b~ 794
dr . 3mhh dQ fin v col'n fin w* Sk bisa
FFr Fl"‘.""
pdr — 3mhhdQ fin v col ¢ fin w?.
Or 2rgdg = dr (1 — gg) — dp, d'ol nous trouverons

prodg — 3mbhd@ (cols — g) fin « cof'w fin w*,

I 1 4 g cols

28, Enfuire, puifque - = - , NOUS auroily
a__'l_;.r: dp (1 + g cof 5) dg col s II gds 1".1'JI . —
T PP P I
dv __ gdsfins | mhAd@(r + g9) fucolu fw?(s?
e T - '

de . .
Or lg valeur de — trouvée ci- deffus (& réduit & certe forme
ry

e —
| r—

dv deﬁﬂ-‘-‘(l_ mhh(3 + geofs) (1 — 3['#‘1'5&2))

vu F 2FF
ce qui denne 4 4 £o) ¢ "
e __mhh(3 + geofs) (1 — 3finntFw?),
ds — 4@ 3oy P
amhh(1 + g4)0in#col nflw? f'rd
PPq i

Fnfin, en négligeant les petits termes, & en fubftituant pour #3328
{a valeur, nous aurons '

d'-b : = Sm.ﬁ.ﬁ I:;F"I" -f Cﬂ'r.r}‘dmﬁn”‘ cufw &

die
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dw = +ﬁ@:“;ﬁ'j&(l+'ﬁm{ﬂ&$}umﬁ fwcolte
g FFP

& du — d@ ~~ dicolw

de forte que les différentiels de tous nos élémens font dérerminés

par 4.

29. On peut parvenir & d’aotres folutions dont la plus fim-
ple paroit étre celle qu'on tire de I'équatien
d.(vvd@colw) — o, qui donne v*dP?colw? — 2ne3Ed?
ane’Ed¢?
vv col w? 2

quantité intégrale.  Or cette formule ne favroit avoir lien quand
Vinclinaifon w approche fort d'un angle droir.  De li nous aurons:

— F 5
dr’::m’df’({f-{-%_ E mhh (¥ — 3 fu ﬁn)

& partant vod@*® — fins qu'on ait befoin dune

R :u.'!IL
& pofint comme ci- deflus ¢ = - ?m“,

E mhh(t — 3 (u? (w?) (3 4 99)
cofws — 3 4P e
C = (1=g2q3) mﬁﬁ{l—a}i}z (1 — 3 f&* fw?)

e 2p i 4p?

d’ott Pon déduit enlite cbrmme ci- deflus:

dv __ gd@fs _,2pp — mhh(3 4 2g9cols —g9)(1— 3 {u? {w?
ov P 2pp + mhh(3+ g9)(1—3 na’ finw?)

&

_ vvdpV 2p
Svae o= VQ@pp + mhh(3 + 99) (1—31u® fa?))

d¥
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—gmhh (1 +
PP

: & du = dp ~ di coflw.

dd g coks) d@ fin«® cofw

dow —

|1

dy fin w
tag u

so. De li on peut d’abord déterminer les quantités p & ¢, &
puifque leur variabilicé et rrés perite, nous les pourrons regarder
comme conftantes dans les perits termes affeétés par mih.  Dong, fi
mhh(1—3 (u* (w?)
3PP
peoflw? 4+ p(3 + g¢) Ucofw* — fceofe? &
1 — 79 (1—gg)?U _ 31—k
P P R 3
(r — kb)p | ;
I — = (1 =— U
] 7 (1 — 29

ou f, ¥ & ¢ font prefque les valeurs moyennes de p, 7, & », &
puifque U elt une quantité rrds petite, il [era permis d'y meure au
lieu de p, g & w, leurs valeurs moyennes, & en paflant aux différen-
ticls nous aurons :

Ay — " 3mhhd@finw colu fin w?

nous pofons pour abréger

— U, nous aurons:

FF
&‘ dow — —3mhh (1 q col ) d@ (o colu (wcol w
o PP
& partant .
dp colw?® + 6mhh (1 4 g cofs) dp (wcolu fw? cof w?
d P
smhi (3 + g7)dD (w cof u (w? cofw? L
e AT
F
ou dp = gmhh (1 — 2q cols + 4¢)dQ (u colu {w?
o )
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gmhh (1 — g7)* dQ (n coflu (w? _ {1—=kb)dp

& 29dg—

G ) 7 7
4505 & caule de - dp(1 4 ¢ cols) dgcols + ﬂ:ﬁ

v F7 F F
de__gddfls_ 1=U(3lzgcofls~g9)  gdpfls

Ur =2 B — — ;
r— » VI—fU{g T 79) > (1=U(31gc.5)
d'ol I'on tire

gmhh(1tgg)d@luc. u fw? (52
L

g—'}ﬁ—ﬁ{:“ U(s {-fcufx}}::'?dfﬁ +
P F
ou bien

ds—d@=—Udp (3 + gcols) — 3mhh(itgg)d@lu cufﬂfw'[‘f

rPPq
1
comme ci-deflus, & enfin: evvdp® — ned fAZ? fin 53 =
wcufu‘
g e #de col w
déVanel f — —

31. Comme je me borne ici a déterminer le mouvement de la
ligne des abfides, dont la longitud= dans 'orbiteelt — @ — », je
pourrai confidérer dans les petits termes les quantités p, ¢ & w com-

me conftantes, & d«¢ —= d@. Donc, puifgue U — H:T“T (1—3} (w*
4+ 4cof2u({w?), nousaurons pour le mouvement moyen:
3mhhdp
dr — dpp — ———= (1 — % finw?
0 — 2228 (1 — inw)
kh
donc ¢I—I:£ﬂ-— (1 — §nw*)@
2FF ‘
d’olt nous voyons que, pendant chaque réy olurion du Satellire, la ligne
smhi mhh
des abfides avance par un angle —= —— (1 — § {w?) 360° — —-
o i re

Miém, de " . dezd. Tomn, XIX. Vi {']—-—
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(1 — % finw?) 540°. Ce mouvement eft donc plus lent, fi Porbi-
te du Satellite eft inclinée a I'équareur de Jupiter, que fi elle eft ficuée
dans le méme plan: & i linclingifon w éroit — §4°,44/, la ligne
des abfides perdroit tout fon mouvement, qui iroit méme en arriere
fiw > 54°%44.

Donc, fi I'orbite d’un Satellite eft inclinée au plan de 'équateur
de Jupiter d’'un angle — &, le mouvement de fa ligne des abfides,
dérerminé ci - deffus, doit érre diminué dans laraifon de1d 1 —¢ fine?.

32. Au refte il eft aufli évident que dans ce cas la ligne des
nceuds doit avoir un mouvement en arriere.  Car, ayant

ik e — 3mhh(1 4 g cols)

FF
fon mouvement moyen fera dy — _%:ﬁ d@ cofw, & parrant,

d@ (1 — 3 cof 2v) colw,

pendant chaque révolution od @ — 360°, la ligne des nceuds recu-

hh i
lera par un angle — 2= mfw. 360° Donc, fi lNnclinaifon w

eft fort petite, le mouvement de la ligne des nceuds eft deux fois plus
rapide que celui de la ligne des abfides. 1l fera donc bien utile de
dérerminer exaftement la pofition des orbites de chaque Satellite a I'é-
gard de I'équatenr de Jupiter, pour s'aflurer combien ces dérermina-
tions font d'accord avec les obfervations, & fi en effet 'applariffement
du corps de Jupiter a une fi grande influence dans le mouvement de
fes Satellites. Ce {era le plos fir moyen de connoirre julgqu'a quel
point la théorie de Parcradtion univerfelle s'accorde avec les vrais mow-
vemens des corps céleftes.
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