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Ms dodtrina linearum curvarum , fi proponatur
guantitas , cui grcus cuique abfciffac - indefinitae
refpondens aequalis efle - debeat , Jinea cufua inde
ita determinatur vt plus vna problemati fatisfacere
neutiquam poffit.  Veluti fi pro coordinatis ortho-

gonalibus .2 et y, quarnm illa 2 abfciffam haec y -

applicatam denotet , einsmodi linea curua quaeratur,
cwins arcus abfciffae x: conueniens aequetdr einsdem
fun@ioni cuicnnqué X, problema perfcéte determi-
natur , atque nonnifi vnicam lineam curuam ad-
mittit. Cum enim ftatui oportat , V{(d¥’-dy°)=dX,
pofito dX—=Pdx, vbi P iridemt c¢rit funQio data
ipfius x, fict dy=dxV(PP—1) cuius formulae in-
tegratio aequationem determinatam pro’ linea curua
quacfita {uppeditabit , fiquidem conftans per integra-
tionem - inue@a naturam curuae non afficit, fed
tantum eins ab axe diftantiam definit.  Ita propa-
fita linea curua quacunque praeter eam nulla dacur
alia, ipfi ita longitudine \aequalis , vt arcus omni-

| . . bus

. neas curngs diuerfas,

pomtur ,
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bus- abfiffis’ réfpondentes fint aequales,  Quae cnim
a Geometris de sequalitate Jinearum curuarum  pas-
fim funt inucfigata, hacc acqualitas non ad omnes
arcus eidem abiciflae rudpondentes extenditur ; fed
pro vna tantum determinata abfciffa feu etiam  plu-
ribus , nequaquam autcm omnibus locum habere
poteft.  Ex quo perfpicuum eft non dari duas lis
quic ad eundem axemn relatae

pro omnpibus abfciflis Ecﬂ:: arcus inter fe acquales.

mann idco praemonenda duxi, quo clarius
infigne discrimen , quod inter liveas curuas et fu-
perficies intercedit , perfpici poffit. Cum enim fu-
perficies perinde ad planum quoddam fixum ac  li-
pcae curbae ad axem retilingnm fixum rcferri ea-
rumque portiones cnique fpatio in illo plano affum-
to imminentes indagari foleant; etiamf{i hic pro
quouis {patio quantitas {uperficiei imminentis pro~
-inde tamen natura fuperficici neutiquam
determinatar , fed femper innumerahiles Ewnmmnwmm
dinerfae nx:&n: poffunt , quarum portioncs cuique
fpatio plani fixi imminentés fint. inter fe acquales.

- Quae circamftantia 2 nmatura linearum tantopere’ di-

fcrepans eo mugis omni atteatione- digna  videtur ,
quod infigne paradoxon in dofrina folidorum com-
ple@imr. | Ita foper bafi  circulari  hemifphaerio
confhituto , fuper eadem bafi innnmerabilia alis foli-
da exfirni pofft omnine mirum- videbitur , quorum
non folum tota fupcrficies acqualis fit fuperficiel

Tom.X1V. Nou. nonir -0 hemi-
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‘hemi(phaerii, fed etiim quorum fuperficies cuique

portioni indefinitae bafis imninens fuperficici fphae~
ricae eidem imminenti fit acqualis.  Quin etinm fi
bafi aliul planum oblique immineat, cuius proinde
quaclibet portio ad bafin eni imminet datan -tenear
rationem , infinita alia folida fen fuperficies five
conuexae fine concauae affignari poffuar, quarim
portiones quacuis indefinitac ad bafin cni imminent,

————emmdern teneant—rationem.— - Hac igitur infigne pa-

e i e e o

radoxon in Theoria folidorum hic accuratius exa-
mini fubiicere conftitui , cum inde haud lenia in-
crementa tam in. ipfim hanc Theoriam . quam -in
analyfin redundatura’ videantur. .

 Primum ergo veritatem huius paradoxi eui-
&urus , determinetur pundki cuiusunis fupérficiei fitus.

“ternis coordinatis. orthogomalibus x, y, 2, quarum
“binae “priores. fitaé fint in plano fixo, tertia vero %

illius pun&i ab hoc plano diftantiam exprimat.
Cum iam natura foperficiei aequationc inter hds
ternas coordinatas contipcatur , ex ea valor ipfius z
eliciatur,, qui differentiatus praebeat dz—pdx+-qdy;
quo ficto conftat elementum fuperficiei hac formu-
1a dadyV (1 -+pp-4-99) exprimi, imminet autern
hoc elementurni reangulo infinite paruo bafcos dif-
ferentialibus 4 x et 4y formato, Quodfi jam alia
habearur fuperficies’, €x cuius aequatione inter eas-

_dem ternas coordinatas ¥, y et z prodeat dz—=rdx

wi-sdy, clementum huius fuperficici eidem rectan-
gula

2iah
R,

‘non tum facile liquet.
“wnico exemplo enanefcet quo eft p—Z= et g—%

e et
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gulo dady imminers erit 44 dyV (1 - rr—455);
vnde maniletum cff, fi fucrie wan-:HEi-E..
hoc illi fore aequale 5 et -cum haec acqualitas in
omnibus elementis locum habeat , cnam - cuigue
fpatio finito 1 plano fixo feu. bafi afflumto aequa
portio  vtrivsque fuperficici immincbt.  Verum
quacftio fupereft principalis, vtrum haec aequalitas
yr——ss—pp—t4q- fubfiftcre poflit, quin-fimul- fic

r—p et s—g, vnde eadem (fuperficies prodiret ;

namque huic principali conditioni Tatisficri oportet ,
vt formula rdx-t-sdy. integrationem admittar ,
quod an practer cafum r=—=p et s—gq fieri poflit
Omnis autem dubitatig

a -z 9

vt fit x— XX+ § enim pro altcra fuperficie -

24
capiatur r =% et s = £, vnde vtique fit' rpg oy
—Pp~—+99, eius aequatio erit g = =X,

: = En ergo
duas fuperficics prorfus diverfas, alteram hac aequa-
tone z2as—xx—-yy aiteram vero hac as—ay
codtentim , quae ita inter fe conuemunt, ¥Vt omnie
bus fpatiis in bafi affumtis in vtraque pares fupcre’

ficiei portiones immineant. Huiusmodi luperficies

-congrucntes mw_?:umo‘, vade nafcitur haec quaettio

Inuxime curiofa , quomodo propofita quacunque fu-
wﬁm.na » alias atque adeo omnes ei congruentes jpn-
veftigari oporteat.  Quod problema latiffimo fenfu
acceptum’cum it difficillimum , -cafus quos mihi
quidem cuoluege -Licuit, in fequentibus problemati-
bus -comple&ar.,

02 . Probles
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.
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Problema 1

r. Si fuperficies data fuerit plina al bafin
feu plinum  fixwn vtcungue  inclinit ,  luucnire
omnes alias fuperficies ipfi nosmEmEou. ‘

v

Solutio.

Cum faperficies data fit plana clus natura
tali aequatione exprimitur z—a--max-+ny, quae
ad  bafin inclinatur :angulo , cunius fecans, efX
V(1 -4-mm--nn). - Hic ‘ergo ob dz—=mdy—-ndy
et p—m et g==n, ideoque pp |T§ conftans.
Statuatur ergo 7 ==« cof.® et §— a fin. w_eXiftente
a=V (mm-t+nn), ac necefle eft angnlum co ita per
binas coordinatas in-bafi affumtas x et y definiri vt

formula dz—adxcol.u-j-adyfin.e integrabilis eua=.

dat. Cum igitur per transformationem fiat
Haﬁuﬁoﬁ.siﬂ..\m? vlTa.\.&E@m?El.wno_..eu

¢uidens eft huic conditioni fatisfieri, fi fuerit xfin. @
—ycof & fandtio quaccunqué anguli w. :Denotet er-

_ go in genere b ?mmﬂoﬁa quamcunque anguli w;

ac ftatuatur

.i.E. Iu.nom s...nnb. nn:mno Hn?..ncn w-t-yfina
N . 4 af Qdw)

vbi notandum eft ESES al<§3+=£ denota-
re tangentem anguli, mﬁa mr:::s ?owomEE..

facit cum bafi.

R _. | Oon.o:a
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Coroll. 1.

2. Primum ¢rzo paer fi planum w::\o:EE
bali mn parallelum, ideoque a=o , fire erizm g=o,
fcu z = conft. ita vt omnes {uperficies congrucentes
fint etiam planae bafi parallelac; quod quidem. per
fe eft manifeftum ," cum .tale planum fit minimom,
quod cuique bafis portioni imminere wcm: neque
propterea .;r_a detur ipfi aequale,

Coroll. o

3. Sin autem planum propofitum bafi non
fit paralielum neque etiam perpendiculare, ita vt
a Vvalorem quemcunque finitum obtinear, tum  vti-
que innumerabiles alize fuperficies congruentes affi-

goari’ poffunt : cum fun&io Q penitus ab  arbitrio |

poliro pendeat,

- Coroll. 3. ,

4. Quoniam formula do( x fin, w—-y coft w)
integiabilis efle debet . haec conditio etiam impletur,
fi fucrit dw = o, idcoque angnlus w conflans; Sit
crgo w—<; fretqu z—=a(xcof.{~yfin.¢ )+ contt.
quae eft aequatio. -pro plano ad bafin aeque inclinato
ac propofitum : ratione autem ES%@SG virums
que -ab co difcrepare poteft.

‘Exemplum 1. |

5. Pro fupcrficiebus antem diverfis inueniendis

Gt primo fQ dw—=o0, hincque Q=o0: et ob
/ o 3 : x 0o,

’

r—,
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. — -y - & :
afinuzyeofw fietinw= o et cohwz | Feee)

vade acquatio pro fuperfic ¢ prodit: s=a¥ (a x4 i),
quae elt ad fuperficiem conicam, cuins axis Lafi
perpendiculariter infithe , fatus vero inclinagur an-
gulo cuins tangens eft = a. Com enim hic omnia
plida tangentia ad bafin {ub eodem angulo inclinen-’
tur, ratio congruentiac eft manifefta,

‘Exemplum 2.

6.5t aQ — & fin w-i-colLw erit afdu
—a—-bcofw-¢fin w Fit ergo x fin. w—y
cof @= b fin. w~-c cof. w, bhinc: L2 =2 =" 5ique

Liem@ a—b
0 e il — x — b .
in. i e et coll w— bl o Beeust

vnde nc_rr;:a.

C z=a(v((s- $.+Gil: V

“quae eft pro fimili cono refpetu Bafis vtcunque
aliter conflituto, ita tamen vt eius axis Em per-
. pendiculariter infiftat. . : .
Exemplum. 3.
Tab. 1T 9. Plaro bafis in ipi tabela affamto, fit
Fig. 1. redta- A X axis ablciffairum x, et X Y = y4 iuna
ABpfi AX normali fumatur acguins. BAM—w,

. er’deferipra corua quacunque E B, exprimat rad us
A M eam funétionem ipfins; w quam per a SL
indicani. Ad hanc A M cadat reta Y M overmaliter

€t ob. n:m&:g ATM:z= s, fiet AM=afin w-ycof o,
pror-

CIRCA >m0<&.h3. mcwhWEQﬁWa M.o1n

prorfus vt folutio inuenta poftulat. Tum vero erit
MY —a'cofl w4y fin. w. Porro radio A'M iun2a-
tur normaliter re®@1 MV =fA M dw wigue
sZa(YM—4+MV)=a Y V: {clicct in pun-
¢to bafis Y erigi debet perpendicularis acgualis ipfi
a. Y V eaque pertinget ad fuperficiem  quaeficam.
Vel fi fuper re&a VY perpendiculariter conftituatur
angzulus cuius tungens ——a., vertice in ipfo pundo
V exiflente , latus forfum  vergens totum fitum
erit in fupcrficie quaefita. Simili modo i fuper
alia quacunque reéta v m O conftituatur planum  ad
bafin normale, in eogque ex ®» ducatur re&a cum
2 O facicns angulum , cuius tangens ~— o, etiam
hacc re@ta tota in fuperficiem quaefitim cadet
ficque tota fuperficies Dn:n determi ué::_.

Scho _ ion.
8. Conftruétio haec attentius confiderari Emnm-

ctur. . Primo igitur curua EM # circa pun&uam A

pro arbitrio eft deferipta, et reGae cuique ccu radio
A M vormaliter iunfta eft reta MY, in qua
vitra M producta capi debet MV —=/fA M. daw,
.:asn ex punéto V facile educitur re&a, asun
tota in fuperficiem quaefitam incidit. Hic m:_BAmnnT
to {i radius A ipi AM fit proximus, ideoque
ang, MAm—du, fore retam mo=MV4AM.dw.-
at et Mp—AM.du, hincque mv—pnV. Quod Qi
er3o refta vm priorem V M fecet in O erit ele-
mentum V @ arculys circularis centro Q defcriptus.
. Hine
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Hine loco curnae E M pro arbitrio  deferibi poteft
curua 'V o, ad quam fufficic in fingubis  punctis
V,w normaliter eduxifie rectas VO, o0, fuper
quibus deinceps angulos , quorum. tangens —d ,
erigi oportet. Hinc ergo colligitur fequens facilli-
ma conftrudtio. . .

Oozmmm@mo omnium fuperficierum pla-
nae congruentium.

9. Super plano pro bafi affumto defcribatur
pro lubitu linea curua quaccunque B P F, ad cuius

fingula pun&a P in plano bafis ducantur normales .

PQY, euoluram illins curuae [C QG tangentes in
Q. Ad pun&um autem Q bafi normaliter infiftat
redta QS, vt fit QS:==eaPQ, tum rcéta P3S tota
erit fita in fuperficie quaefita,  Haec. ergo caonfiru-
&io adhuc breuius ita counciari potcft?

Deferipta in plano pro bafi aflumto-ad lubitnm
curua quacunque B P F, ad ecius. fingula pundta P
extra bafin-educantur reftae et ad hanc- curuam
normales et ad m.Hum:dwEm: inchnatae fub angulo
ciius tangens —e tum omnes iftac redae in infini-
“tum productae torae erunt fitae in fuperficic congruen-
te, ideoque eam. determinabunt.

Ratio hu'ys confiru@ionis ctiam per fe eft eni-

dens; cum ciim omnes re@ae SP in fupcrficiem in-
ventam cadant edque in curma BP F terminentur ,

ctiam
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etiam omnia plana tangentia. hanc curuam tangent |
ideoque ad bafin fub angulo cuius tangens. —a incli-
nantur vnde fuperficiei ' portiuncula bafeos clemento
d x dy imminens erit —dxdy V(14 aa)

mnro:o_n.

10. Imprimis autem hic notaffe iuuabit hanc
conftructionem latiflime patere , cum deferiptio cur-

uac BP F prorfus ab arbitrio noftro pendeat , quod
ita eft interptetandum , vt pro ea non folum cur-
uas regulares aequatione quapiam contentas fiue 4l-

- gebraicas five tranfeendentes accipere liceat , fed

etiam ex pluribus partibus diverfarum  linearum
vtcunque compofitas, quin etiam lincas Libero manus
du@tu vtcunque defcriptas. *Ita fi eius loco perime- -
ter trianguli accipiatur, prodibit fuperficies pyra-

midis ¢ circulus autem mﬁ:mnu dat ?wmnmnmna
conicam,

| _f.o.v__mgm o,

11. 5i fuperficies data hac sequatione azz—xa4yy
exprimatur , isuenire omnes fuperficics alias* illi
congrusntes. _ -

-Solutio,

Cum pro fuperficic data fit adz=adx+ydy,
ponatur pro quacfitis adz —rdx+ sdy, awque
necefle eft fit r7r 4+ ss—rxry, “vnde eiusmo-
di wvalores pro r ¢t s clici oportet,

vt formula
CTom. X1V. Nou.Comm. - P )

rdx
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ydx - sdy integrationem admittat,  Ac cafus
quidem {acim obuii funt. primo r—=y et s—ux,
vnde oritur gz =%y, deiade r—=x et 5§ =—y,
vode fit 248 —xxy-—yy quac altem a priort
non eft diverfa , dum mutande binarum » et y in
bafi directionem fimilem recipinnt formam ; ac ge-
neraliter quidem ‘ponendo x=—=Xcol.4—Yfin.§ et
y=Xfin.{+4-Ycof.Z, prior dat

az=X Xfin.ZcolZ4+-XY coly*~n 29-Y Yfingcof. few
2z X X fin.2 242X Ycof 2{—-Y ¥fin.5/
-quae famto angulo 24 reto manifeflo in formam’

pofteriorem abit.  Vt autem alias f{uperficies ¢licia-
mus , flathamus Fr="A X -j- 20 et £8 T ry—20

Hine cum fit ez=frdx--fsdy .

u.wmanB_.,_m . o

Frax=faxY (xi420)=i8V (23200 -1V (124-20))
—fdvl(x4V(xx--22))

Sdy=[dY (pp—20)=1y V(yy—2v)— ol -4V (yy—20)

+fdvI(y+-Y (3y—20))

quare vt fummz. fiat integrabilis, fumi oportet pro

YAV —20) ; : .
Nn.._...?au:Tu.& funétionem quampiam ipfius v quae

fit /V, eritque az—ixV{@x—4-20)41yV(yy—22)
— ]V i YA yr—z2%) i

: J_..\.&edw chonﬂw a.ri.ww;ilml V, ficque
“introducendo nouam varibilem o, eiusque. funéio-

-~
nem quamcunque aflamendo ad quoduis bafis pua-.

ftum perpenqiculum erigi poteft vsque ad fuperfi-
: cicm

R

!
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clem quacfitam pertingens,  Notandum antem eft
effe —v/V-4-fdvlVv=—/"8Y, i vt logarithmus
ex calculo egrediatur.  Veram hic ingens incom-
modum occurrit, quod rclatio inter X, y €t ¥ ni-
mis difficulter expediatur; ex quo aliam folutionem
adiungo. ‘

Alia Solutio.
g2, Cum efle debeat t#r—-ss=xa--yx fta-

Y

tuamus:

x—vcol.d, y—vfin.®, r—wvcofa et s—ufin.w eritque

. dx=duvcol-vd®fin.Q ét dy=dv fin.P+vdPeol. (hincque

ads= Q_‘enoiersuieeuem:.ﬁulev. Inm cum fit
Sfedvcofd P-wy=jrv cof{®-w)+1 fen(dP—du) fin.(P-w)
erit auHweeaiersut“\eeﬁme..*na.a,,m?@-ua.v.

quod vltimum membrum’ integrabile effe nequit ,

aifi fit zofin.(P—w). fanctio anguki ¢+w.  Sta-
tio crgo fecundnm. fignandi modum  1am pa{im

receptum , a.emz.?vlw:”m:_,@iney vt fiat
aaz=wouvcol.(P-w)-F 1 (Pt w)
exiftente 4. F ¢ ﬁnv.Te&HanuTmEm.\“ (G-w).
Vel “irtroducantur ‘alii bini anguli p et v ve fit
— kY er p——R—Y hincque habebitur .

2 2

v=VEL; x=ovcol, y=ofin.Q tandemque

Jomy
v — F - - .
2ez= g = Fip _
P quac




116 EVOLVTIO INSIGNIS PARADOXI .

quie folutio multe et fimplicior; nihilo tunen mi-
nus tertimm fubianzo.

‘Solutio tertia.
15. Cum .efle debeat Pr—355=xX-F)y, pos

natur
. r =xcof -y fin. w et s afinw—ycollw
eritque adsZadrcolw4-(ydx4ady)fin. w—jdycof, »
ideoque ‘ .

o oa— 1
P

a sl\a‘eﬁ.@nohs

~a(rr -y fin. ).

Sit itaque O funcio Acmng:@po anguli o, flatua-

tugque 2xycolw—(arx—ypy)fin.w =Q eritque
\u.mzin.epf%&ncnsl?n&.\_\ms w-Qdu

- quae folatio praecedentes fimplicitate
perat. . |

Corolk 1.
. 14.°Si in hac vltima folutione ponatur x—op
cof. P et y—vhin.Q erit xx—yr—ovcolfad et

rxcofiw—~j yycofiwy-x yfin,

i L

multum  fu-

2xy—oofin2Q; ex quo -folutio ita his duabus w
aequationibus erit contenta o e

v fin(2Q—0)=Q et 2az=—ve cof.(2P-u)~ [Qd :
= - a - - a L) ’ A.%
¥bi pro L fun®tio quaecunque anguli w accipi poteft. -

Coroll. 2. S
15. Cafus euolutu facillimus, habetur y ponendo -
Q=Acofe+Bfinw vide fit [fQdw = A fin. o
‘ - ’ —Beok.

. i
T I KAt —

o e

Y
AT

e
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~Beollw. Hinc politrema folitio.dat \.n‘p..w.l.ﬁnche
—{vx—~ry4-B)fin.w vade elicitur :

finngzs — XY —A XA
Vi aX4=yy ) ——a Ay B an—. - A (=B E; Ty
e Tx=yvy B o xX—Ay B
fiw— _ . = e
ﬁO i J\.ﬁHHIle\_“.lu..f.ub‘l* nm..ﬁblo..t... +1 ﬂ|+lﬂ ¢‘ — v

Hincque fit
—4Axy-+2B{ax 5y, AA-+-BB)

s
Coroll

16. Cum in tertia folutione formula dwlxy -
nOm.E!wa.a.aln..:m:..av integrabilis  cffici - debeat ,
cuidens cft hoc fieri fi angulis o conftans accrpia-
tur,  Sit ergo w— 4 prodibitque folutio iam fupra
indicata ags—=(xx—yyicofd +2ayh0n.8.

feribeado V loco formulie radicalis.
2z V{avyy)

)
b

Conftruétio generalis. |

19. Pofitis AX=—x ¢t XY=y erit 'pro co- ‘Tab. TIL
roll. 1. AYZ=w ct angulus XAY=]. Ducatur Fig.
AV vt fit ang. YAV =XAY O et fumta
AD=—a, capiatur AV tertia proportionalis ad Al
et AY, vt fiat AV 22 . Ad alteram axis par-
tem ftatuatet angulus XAM—g0°—aw, crit dngu-
Iuis VAM— 90+ 20 ~w, ex V ad AM dutatur
normalis VM, critque PEHleﬂcm?Anﬁief.
ideoque =—Anl.a, et VM=:2cof 2P—w).
Ex hac crgo conftru@ione colligitur

2a2=a.VM—a/AM du [cu 25=VM 4-LAM. dw
P 3 fuma=-

-

3

-

R A et b L i S e e T

|
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- fumatur ergo MP=/AM. duw vt fiat n_nH./%q ac

fupra ifam ‘vidimus , in quacunque curua fucrit

pundum M, curuam CPG pundtum P continentem
ita effe comparatam , vt reta M'P ad eam fit nor-
malis..  Quarc pejeda curna BMF eius loco cur-
vam C P G pro arbitrio affumere licet , vnde baec
chnfirudtio conficietur.

Samta in bafi reGa A X, in eaque AD==a,
. ad lubitum defcribatur curna giaecungue CP G, ad
quam in ‘quowis puncto P ducatur normalis indefi-
nita PV, in qua fumto punéto gquocungue V du-
@aque recta AV bilkcetur angulus D A V redta
A Y cuius longitudo {umatur media progortionalis
inter AD et AV, et in punfto Y ad bafin per-

pendiculariter erigatur reéta femifli ipfius PV ae-
qualis, quae ad fuperficiem quacRtam pertinget, Si-

hoc modo in fingulis normalibus® V in infinitum

productis omnia punéta cuoluantur , omnia fuperfi-.

ciei ex curma CPG ozc,n%@,.m:.m.w» detenming-
buntur, .

Scheolion. :

¢ I8 Solutio huivs problematis multo eft dif-
ficilior quam praecedentis , cum redu&io formulae
rdx—+s5dy ad integrabjlitatem , ita vt fit #r—-ss
—ax—-yy haod exigua artificia requirat.  Qui au-
tem alios calus tentare veluerit, faepe tantas offen-
det difficnltates,, quibus fuperan Hs omnis fagacitas
Analytica vix {ufficere videtur.  Quare f{olutionem
. : gene-

=
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gencralem etiamnunc vix fperare licet 5 quae hue
redit vt propofita formula integrabili pdx--qdr,
inueftigetur alia formula rdx—-sdy—dxz itidem in-
tegrabilisy, ita vt fit rr--sr—pp-+gqg. Statui
quidem poflet r—pcof u-gfin.a et s—qcollw

- =pflinw, fieretque

dz=(pdx—+qdy)} cof. w4-(gdx—pdy) fin. &

vbi cum pdx -+ ¢ dy fic integrabile flatuatur inte-
grale = u eritque 3= ucof w4-f(udw +qdx-pdyiin.w.
Ncque vero patet quomodo angulum w per X et y
definire liceat vt haec formula integrabilis euadat.
Quare eiusmodi cafuis cvolnam , vbi -mihi quidem
difficultates fuperare licuit. |

Problema 3.

19. Si fuperficies data hac exprimatur aequa-
tione dz— X dax3-Ydy, vbi X per folam x
et Y per folam' Y detur, inucnire omnes fuperfi-
cies ifii congruentes.

. ‘Solutio.
Quod fi ergo pro fuperficicbus quaefitis po-
natur |
dz=rdx+sdy, necefle eft fit rrt+es=XX+YY

 fatvatur ergo r=V(XX+20)et 5=V (¥YY—2v)

vt fiat NH\,ﬁmaﬁﬁ%M+ueu\T&&\ﬁ%M\lneuu.

Iam

e oy S E
B e e P P i e T S ey ot so Xk
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‘Tam  quaeratur integrale formulae dxV (XX +20)
fumta quantitate v conftante , quod fit = P, it
vt P fit fundtio ipfarum & et @, quam E:L:.::
datim {pectare licer; ea igitur gifferentiata prodeat
dP—dxV ANNLW;E‘* Rdv , vbi ‘quidem conflat
fore R = D:LI. 5) quantitate @ pro conftante
habita,  Simili- modo fpc@ata v vt conflante quacra-
tur quantitas Q—fdyV(YY—z2x), eaque cenuo
differentiata -vtraque y et o prg  variabili babita
prodeat dQ=dyViY Y~2v)+Sdv, eritque S=-j__d~

Yy <|$_

.~ quae crgo quantitates paritcr crunt cognitac. Hinc

ma.ﬂ.. fubftitutione habebitur. .
%=f(dP—Rdv+dQ—~Sdv)=P+Q—/(R+S)dw

‘ - et nnnc formulam (R -+ S5 )4 integrabilem reddi
_oportet - quod  aliter fieri nequit nifi R 4+ S fit

fucttio ipfins ».  Sit itaque V E:mﬁo quaccunque
ipfins @, et fumatur R+S=V, ‘eritque 3=P+Q-/Vd,
in mEccm aequationibus confirudtio mn;o:_:m omnium
?mnnmﬂoga “congruentium continetur.

‘Problema 4.

20, _m._ pro fuperficic data coordinata ad bafin -

perperdicularist exprimatur funionc homogenca #
dimenfionum ipfarum a ¢t y, inveftigirte omnes

_ fupcerficies 'ipfi congrucntes.

Solutio.
Huo:ﬁE.% =" u X, ¢t acquatio @8 fuperficie

. data ‘talém  habebit womnEB " 5 = a" U exiftente U

—

funct.a-

TR
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W .aa?oﬁ _E.Enaaﬁcaaa.»oonmon..: &:»_.
| Hiuc fit, T -
A" tdz —=nxt Cm&+a__mc.
tb ob dy—udx+xdu, erit: .
@ dr— ..,I.Qﬁmal_l &T,.:_ Ydx v
ita vt fit @Haal.?clicv et e......«:l.
. hincque pp+g9= u.;IAaaGG!.u::m=+:.fw|._.n.hmv

-— 40 . :
Statuatur nn U U =2i2l80 o G20 =V Y, i

d u®
vt etiam V fit fun@io ‘data ipfius #: et iam pro
fuperficiebus quacfitis nosEEﬁE. r»nn _acquatio,
differentialis

=I.mui..n=|.ﬁwm.«+hm.wv :
ac necefle eft vt fit rr—-ss=VYV. Z.::n pro
Y Tubftituto 4&9.0 ux, fit

Sda=a " ((r4s auma..T&:?&
_:nnann prius BmE,oEB integrando eﬁ. x.

|n1|..u=l.=mn v

at—tz—2 p.,_?\+.:L+\a=Ta.x : |
Statuatur #—=V cof. P et s=-\a _?6 , vt habeatur

— fin d
. -Tx—=a"Vcof. GuTnms.nvulTHk n—1)Vdu
e f+<nnv_,m= 9 tcof. ev -dV{cof. 9+=bu )]

— d.mam:.e
m "~ Hic formula diffcrentialis (27 — T )

| ~+- VAP ( fin. G-y cof. P)—dV (col ¢+u mamp%w
| duas tintom. variabiles # et - noEEnQ_En ’ o
| Tom. X1V.Nou. Comm. Q. ,. |

-
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1t

tur onwo_ﬂ—__.__zm:nmmon M “itidem fun&io ipfacumy,’

# et ® qui eam reddat ‘integrabilem: fic ergo

M(n—x )V fins Pi-VaQ fin, B cof: §)—d V(cof
. S Veufin Q)y=ds,

et § etiam_erit funcio affignabilis iprum « et @,

inde cum fic o |

==V cof, Qb fn, O+ To>

.. ..oﬁ.%nm. nwuﬁﬁ @ﬁr_m? wszwsgoﬁ_om.n ,n,o#.
m.cmm nifi fit ..mEl fun&jo ipfius S. Ponamus ergo
F=MF”: S fietque na*=12=x"V( cof, Q+ufin. O} F: S,

Per binas porro Wariabiles # et @, determinantur
M et S, hincyue gorro x et y—u ¥, atque zg
vnde ob fun&ionem arbitrariam. b indroductam,

bacc lolutio eft generalis.

Scholion 1,

2y. Hic modo prorfus fingulari euenit, we

¢ifu 7 — o haec folutio locum non inveniat, neque,
ttiam patet quomodo huic . incommodo - océurri
poflit. - Quod hic eo magis mirum videtur, cum
alioquin huiusmodi cafus_alio modo wuadati fatis
mu.,nmn expediantur, Interim haec duo, problemata
latiffime patent , et ex III. -cafis refolui poflunt
quibus- fupexficies data et cylindrica, ex IV, vera
| . - quibus
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quibus eft conica, qui etiamifi videantur facillimi ,
tamen {olutiones hinc refultantes formulas tranfeen-
dentes valde complicatas inuolunnt , vt inde fuper-
ficies congruentes fimpliciores nullo “modo elicers

liceat. Verum neuter horum cafunm ad fuperficiem

fphaericam accommodari poteft cuius natura cum
hac aequatione 2—=V(aa—x%—yy) expriniz-
tur , pro acquatione fuperficierum congruentiim
dz—rdx-}-sdy fieri debet rr-}-ss— 2 FXY .

Gl X—5 ) ?

- quomodocunque autem hinc quantifates r et s

definiantur , haud patet quomodo formula “rdx<t-sdy
ad integrabilitatem perduct poffit. - Dubium tamen
eft nullum, qun dentur infinitae fuperficies fphae-
Ticae congruentes, = .
- Scholion 2.

o2, Cafum auten, quo fuperficies propofita
eft fphaerica , aliosque fimiles expédiri pofle obfer-
vaui, fi in .plano fixo pro bafi afflumto binze coor-

"dinatae non orthogonales €apiantur, ,fed altera fue

matur reéta ex pundto fixo edu@a, alura vero
angulo eius pofitionem determinante contineatur.
Sit igitur C hoc pun@um fixum, et recta CA po-
fitione data, ct pro pino quocunque in bafi af
fumto V flatuatur reta C V — o ‘et angulus
ACV =0, perpendiculum auvtem in V infiftens ad
fuperficiem. . pertingens fit z, quod ita. per v et O

- exprimatur vt fit dz=pdo-}+-qd{; confiderctur

primo angulus @ conflans et fumto IVuv=—dv per-
pendiculum  pun®o w infificns eric 2--pdv vnde
. Q=2 tangens

bl

ot Rt s e e T oG 4
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tangens E rettaic VC punum Q incider vt fit

VQx% Tum confideretur diftantia @ vt con-

ftans , ¢ fumto angulo V-Cu=d® vt fit Vuzvad
mﬁ_.mnn& ulom puncto # infiflens erit =23—+qgdP;
n:»ﬂo inyeGta V.P ad € V 'normali tangens incider

in P vt it VP= 2% vode planum tangens Emnanm-

bit reqta m.AM, ad quam ex V demiffo perpendicu-

qﬂoqpl\. T
lo. V'R, erit VR =22 Y1 ppum) ideoque

anguli quem planum tangens facit cum bafi, tan-
gens =V(pp- D) et fecans Ia\?.TEq.T
Quare cum in-bafi fpatiolum reftangulare vV ueo
it —vdod@, elementum foperficiei ipfi imminens
habebitur —vdvdQV(x3pp+L0), ex quo alia fu-
wonmnﬁm aequatioue nualhwmelT._.n_% exprefle illi
erit congruens fi fuerit fr—-= —pp+L8 Verum
¢tiam hanc fubflitutionem in anilyi praecedente
inftituere licet , vti ex folutione problematis Racnpn
tis wonm:unﬁn.

mnoZmB» 5.
3. Si fuperficies propofita fuerit fphaerica

radio ——z defripta, :En:_mﬁn ‘omues fuperficies .

ipfi congruentes.

. Solutijo.
Cum aequatio pro- fuperficie fphaerica it
2=V (ea—xx—yy) pofito dz=pdx-t+qdy

. —_ P 2
S P= Frimma=yy 1= ea=77=77 vade

7 _ Pt
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.ob..T.aa.annMHmmww. AN.cE.oh ?d (uperficicbus
quacfitis acquatio f{uwmatur. dz—=rdx+sdy, oportet

- TXAVY _
fit rr-t 55 = P22 Nunc viro EE».E...

x=ocol P et Aovfind, vt fiat ZfTZ.I.

ac—un?

eritque dz=dy (r cof. P+-s fin P)+-ovd Pl col. 0

—¢fin.), pro qua breuitatis gratia fcribatur 4z

- —Rdo-4Svdd, vbi’ nﬁ.@#c:ﬁ eft etiam fieri
vnde idoneos valores

oportese RR—4-SS = 22—,
pro R et S erni conuenit, vt fornula Rdv+4-Svdd
integrationem admittat.  Hoc autem per problema
tertiam .vn_n:un._ pofle . manifetum eft.  Ponatur

enim S} et R =V (725~ ) et habebitur
. mul.me 5..nlee |L|T2Rv ms
2= P f (@Y (755 — ) ~Pan).

Quaeratur eiusmiodi funétio ipfirum @ et z, vt fiat
@P= %Ezns .m.eTT Q4 .

- — q‘ .
., - dwo L E RN
ct ﬁ \ee (2T Tt J mto mun:nn ~ nop-
44— V0 )
. funte.”

H:E.m:ﬁmn u‘«%Ln\Qm.l@&l@%& ﬁns
nifLe..E:@:T@ . .
Quo circa necifle cft fit Q-+ P = fundioni Gmﬁ $
quae fit T, vade fit P=T~—Q et
#=P+Ti—Qs — [Tds=P-—Qi-+[1dT. :
Q3 : Scho-
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.Scholion.

24. En ergo folationem  huius problematis
difficillimi vnde fimul patet fimili, modo problema
multo generahs quo rr-+ss feu RR4-S8S aequa-
~'ri debeat fundtioni cuicunque ipfius @ refolsi po-
‘toiffe.  Verum cum hic valores litteraram P et Q
tranfcendentaliter afhignari poffine ,
.nieutiquam  patet , asoBomp, vnica faltem f{uperficics
mEmrQoa inueniri queat , - quae {phaericae. fit con-
grucns. | Ceterum - hic artificia, ‘qifibus hactenus
formulam rdx - sdy ad integrabilitatem rewocare
licuit diftinctius amwoms_a.n inuabit.  Hic autem pri-
mum bbiéruandum-eft in hac formula ternas varia-
biles contineri,- practer ¥ ¢t y feilicet vnam rionam .
in 7 licteris 'r et 5 _ESESE " cuius nm.Ezo ad v ¥
ea mﬁ_mzﬂ:. qua E... mozdam Ennm_..&:_m reddatur,
‘Artificia agtem hic aghiberda” €0 redéunt, vt per
- idoneas fubftitutiones térnae mouae ﬁ:é;% t, u et

& introducantur , quaeftiogne co 8&%.8: vt. hu- -
iusmodi formula M'd: -+ NdJu integrabilis fit effi~
- ¢ienda ytertium enim. differentiale 4w femper  cliy
‘minare Yicet , ita vt haec variabilis w tantum in

quantitatibus finitis M et N contineatur. Tum

autem fequentibus cafibus folutionem clicere lieebit, .

r .
- w

. Si &ﬁﬁa quantitatem M et N euanefcat,

Easﬁn & N= 05Vt formula M fit _Emmsc_rm
necefle eft p:mzczﬂma M fun&ioni %m:m I agquari;
hﬁwo _m:an E ,m,\ i, Saw nmr:o inter ternas
varia-

i it e TV
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vatiabiles ] 2 L mosos__ﬁao %mEEn
JMde=F:

erit

- 2°. m.. m:.BEu M m:.. - Z.kn huiusmodi
formam_hahcat if:.fﬁmav, vbi P et Q fint
functiones tantum . binarum " variabilium £ et # .
tertia vero w'in (lo fadtore S contincatur. Tum’
enim femper iftbeniri poteft E::.m:nunon R vt fic
R( m&?Tﬁa.n J== 4V ficque quantitas V definiri
queac, quae erit fundio ipfarum ¢ et # Hoc
modo formula abit in, mmm: y ¢ Iam “Qatui debet

S=R F: <. ﬁons:_nnm:n integrale fiet f m&<nm" V.

3% Womc_sn_o ,quoque fuccedit fi quantitas M
tantum fit fun&io, ?EEB b et u tertiaque w in
fola N infit, tum enim eiusmodi fun&ionem bina-
‘sum ¢ et # quae fit V inuenire licet, vt fit

4V =Mds-4-Sdu hoc mode formula _unc_uomh»
hanc induit formam dV —4=-(N=M)du: ficgie
- Capi debet N.= M + F:u et ESWEE erit <+m, @,

4% Si tertia variabilis w ita in vtramque
agaccﬁa M 2 N ingrediatur, vt binie fundtio-
nis iplarun 2 et 4 puta P et Q dentur, .quibus
haec forma M Q- NP a wariabili @ immunis
reddatur, tum _cE:o fequenti gnode obtineri poterit.
de—Lip—Rds o gy —

- wFl..wv

H-. ,Tlmm.v
Bl — A&

. ~ Con-

S < R e e it al R
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Confiderétur formula _differentialis Pdt-Qdur
quae multiplicatore R integrabilis reddatvrj pona-
turque dv—R(Pd:—Qdu)’, eritque o fundt'o
" cognita ipfarum ¢ et # , em% AWNEE ? per u et
3 —_ u ) .

- %mE.»En ac fiet a;..,rwﬂ. e @.H.E.n ,EnBE.p
propofita erit: .

BONPgy KD ybi HQoENE eff fandtio ipfacum

~

mnro 11 o n. 2.

2%. De his integrationibus .mam_mswm notandum:

‘eft, ess cffe generaliffimas , dum functignes maxime
generales cuiuspiam “variabilis in wuﬁ.mmwm:n introdu -
cuntur, pro quibns-adeo fundtiones nullo continuita-
tis vinculo contentas, -quae vt fupra videmus ex
libero manus dudu nafcuntur, affumere licet. Quin
etiam omnium.huius generis quaeftionnm criterinm
in hoc confiftit , vt tales fnctiones . proifus -ab
arbitrio pofirc pendentes 'ip earum folutiones. intror
ducantur. _

% et v tantum ficque refolutio per n° 4 abfoluetur.

,wmmmma.w )3t x29

: DE |

SVMMIS SERIERVM

NVMEROS BERNOVLLIANOS
"~ INVOLVENTIVM.

Auctore

L EVLERO.

" 1.

‘ DE:SRB fint notatu digni numeri ab Touen-

.tore Bermoulliani vocati , quippe quibus olim
Iacobus Bernoulli in Arte coniedandi eft vfus ad
progrefiones  poteflatum  numerorum  naturalium
fummandas ,. cum ab aliis, qui ferierum do&rinam:
nouis inuentis locupletaverunt, tum etiam a me
abundg eft oftentum , vbi per eosdemi’ numieros fe-

_rierum poteftatum  reciprocarum fummas expreffas
“dedi.  Bermoulifus quidem progreffionem horum nu- .

merorum ob .calculi molefliam non vlera .quintum

terminum continuauit , qui funt 3, 5, 75 7.5, at-

que: Anctori- vsque.ad ‘videcimas  poteflates fummane

" das fufficicbant,  Poftquam sutem fatis. concinpam.:. -

hnins progreflionis legem detexiffern , 17 Bivs -pri-
mores terminos affignavi. Ipfos vero numeros Bers

. noullianos refpedtive per nnmeros 6, 10, 14, 18, 22

etc. multiplico quo denominatores fiant fimplicio-
Tom, X1V.Nou.Comm

. R - res,
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Confiderétut formuly _differentialis Pdz —Qd a7,
quae multiplicatore R .Enmn&:_m reddatury poria-
.turque dy— w:&nlﬁ du), critque @ funit'o
" cognita ipfaram ¢ et z, vnde 4_25.:5 r per u et
- o definiatur ac fiet .&1931_1 @znn SEE_P
mﬁomomﬁu erit ;.

u.mpl_lzmuhlmlu.n m,e

s !PuTZv

% €t ¥ tantum bn@:n 88_56 per 0° 4 %_.0325...

~

mowowuos 2,

25. De his E_.dm_.»zoa__u_; ._B_ﬁzamm notandum

eft, eas ffe mnnnnﬁ_aamm dum functiones maxime
mosm_.&mw cuinspiam “variabilis in Eﬁmwﬁn introdu -
 cunitur, . pro quibus-adeo functiones nullo consinvita-
tis vinculo contentas , quge vt fupra videmus ex
libero manus ductu nuacsz:., affamere licet. Quin
etiam omninm . huius generis quaeftionnm criterium
in hoc confiftit , vt rtales fn&iones protfus -ab

arbitrio pofiro mnsmnuﬁnm ip earum folutiones. intror
ducantur. --

cysioe

AL i RN |

: @Eﬂownnn fint notatu gdigni numeri ab Inuen--

()t m
DE
SVMMIS SERIERVM

NVMEROS BERNOVLLIANOS
 INVOLVENTIVM.

Auectore

L EVLERDO.

i

tore Bernoulliani vocati , quippe quibus olim
Tacobus Bernoulli in Arte conie®andi eft vius ad

progrefiones poteftatum  numerorum  naturalium

fummandas ,. cum ab aliis, qui mnﬂua dotrinam
nouis inuentis _cn_._EnEanE tum etiam 4 me

UEE,@ eft oftenfum ,  vbi per eosdem numieros fe-

rierum poteftatin  reciprocarum {ummas expreflas

dedi.  Bernoulius quidem progreflionem horum nu- .

merorum ob -ca'culi moleftiam non vlera .ﬁ_auEB

terminum continuauit , nE funt 3, 35 335 33, 26, at=

das Emmn_n.o.sﬂ

“que Auori- vsque.ad vodecimas -poteflates fumman-

| Poftquam dutem fatis concinpam.-
hnins Eom_,naos_m legém detexiffem ,

19 Sids pri-

mores terminos affignavi. Ipfos vero numeros Bers

- noullianos refpeétive per numeros 6, 10, 14, 18,22

etc. multiplico quo dcnominatores fiant fimplicio-

Tom.XIV, Zo:.noEE. . R £cs,

P



