364 . CAPUT IV.

. ) i

CAPUT 1V.
’ " DE ' )
AEQUATIONUM DIFFERENTIALIUM HOMOGENEARUM
RESOLUTIONE.
Problema 85,
492.

SI v acquetur functioni cuicungue binarum quantitatum ¢ et u, ita
per tres variabiles @, y et z determinatarum, ut sit

tr—azx Pz et u—=yy-+0%,
ejus formulas differentiales ommium graduum inde definire.

Solutio..
Cum v sit functio quantitatum:
t—azx 4Lz et u=ryy-+9dz,
ejus formulae differentiales ex his duabus variabilibus natae innote-
scent, scilicet

EE, 92 3w
'E)° ( ) Ge)» (araq:;) a_u’;l-) ’
hine autem statim co]hgnnus

@ =G G=vE). =pEF+3ED.

formulas scilicet differentiales primi gradus.  Pro formulis autem
differentialibus secundi gradus adipiscimuyr
dduy ____ dov ddw ddv
a'é—'ax?) aa_ﬁ-) ( ) 1/ 'Y (aui)
W v gow 05w
57) = arﬂ) + 2 Bd (arau) + 39 (auﬁ)

- 9w aav aa-v — odv
(aggy) = ’V (8’35‘ (5232) = ~ B (G2) + 3 (353):
et (5y5) =Bv G+ v (auv) | :
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CAPUT 1IV.
gimili modo ad iertium g1 adum ascendimus
(axa) — a® (ew)1 (a_'y"> =" G
(Bz“) =@ &H+3 P23 G+ 8B 5" <araua) -+ &,
(axnay‘r —aay (a,gau) (axdy”) =aryY (a,aua),
(6:1.“5 ) =aafl (ara) +-aad (31‘261})’
| caygaz) —=BvY <a,aun> =y Y 3G,
(Bxa"’)—— 2P (at’ )42 a B3 Grgp + 89 (arauﬂ >
| (ajazﬁ) —BBY (alﬁau) 2By 3 Ghm +v 33 G
GZ5) =By Gh + oY 3 (i) |
unde facile patet, quomodo has formulas differentinles ad altiores
. _gradus continuari oporieat. | '

Scholion 1.’

493. Hoc problema fortasse generalius cOi‘ICJPI debuisse Vi
debitur, quaniitates ¢ et u ita per tres vaiidbiles =, 7, = deﬁmen-
do, uf esset

£ — aw—}—-ﬁJ-]-fyz et u""S'z:—+~EJ-}~Za,
verum cum haec hypothesis in eum tantum finem sit facta, ut v
ferct functio ipsarum £ et w, evidens est tum guogque v spectari
posse ut functionem harum duarum - quantitatum gt—[u et Ot —alt,
quaram illa ab y haec vero ab x erit libera.  Quocirca hypothe-
sis assumta latissime patere est censenda, exceptio tamen forte hine
admittenda videbitur, si fuerit

to= x5 ot U X — T
quia hic ipsius z valor non continetur, velum etiam hoc casn quan-
titas v ut functio ipsarum £ -u et t— u spectata fiet” functio ip-
sarum x et -z, qui casus utique In hvpothcsn continetur, sumiis
B==0 et ¥ ==0.
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Scholion- 2.

494. Moc problema ideo praemigi, quia alias aequationes
differentiales tractarve’ A'h'lo‘. non sustineo, nisi quibus. ejusmodi valor
saticfaciet, ut 2. aequetur functioni cuicunque binarum novaram va-
riabilium ¢ et u, ‘quac &b principalibus 2, ¥y, z jta pendeant, ut
sit .guemadmodam assumsi o

ﬁ:ax—{—ﬁz et uT— Yy -+ 0=
Hajusmodi  auvtem aequationes, quibus hoc modo satisfieri potlest,
esse homogeneas, facile patet, ita ut acquatic resolvenda constet
nonnigi  formulis differentialibus ejusdem gradus, singulis per con-
stantes quantitates multiplicatis, et inter se additis, qua appellatione
acquationum homogengarum jam in parte. praecedente sum  usns.
Proposita ergo hujusmodi aequaticme homogenea, luco singularum
~furmulam differentialium per elementa Jx, 0y, o=z formatarum substitu-
aniar valores hic inventi per elementa Ot et Du formati, et tum singula
membra, guatenus certam formulam diffcrentialem ex elementis ot
et ¢u natam complectuntur, seorsim ad nihilum redigantur; inde-
que rationes % et % determinentur; quandoquidem quaestio non
{am cirea has ipsas quantitates, quam earunt rationes versaiur.
(yuoniam igitur duae. tantum res investigationi relinquuntur, si plu-
. ribus aequationibus fuerit satisfaciendum, e"]usmodi aequationes ho-
mogeneae hac ratione resolvi nequeunt, nisi casu - quo plures illae ae-
guationes ad duas tautum revocentur, id quod in sequentibus cla-

rius explicabitur.

Problema 836.:

405, Proposita acquatione homogenea primi gradus

gv ’ or TN
A +BGEY +C Go=0, |
investigare naturam functionis v lrinm variabiliom =, 7y et 2.




CAPUT -IV. . 367
§olutio
“Emgztur filiaas (et u),' existente
tmax + 3= etu_._.,ryy_{--S

et facta substitutione ex ploblemate praécedente aequaho nostra in
duas pdltes dividetur

N ha 0@+ (EDEYHCH=Zo,

quariom utlaque seorsim 4d nihilum reducta praebet.

B__—A , §__ —B
u'.""_" G et ¥y — C °?
unde fit

t—Cwx—Az et ur=Cy — Bz
Quare aequationis propositﬁe iutegrale completum &rit
v =TI (Cx——AzetCy-—-—B..), |
quod etiam concinnius ita -exhiberi potest

v:f(——zet%-—-% : -

Corollarium 1.

4u6. Permutandis variabilibus hoc integrale etiam 1ta ex-

primi posse evidens est

v=T: (% — % et %—-——?—), vel
v=Ti(f —F ot 2 — %)

=l

—_— 2t — — Zy (2 2N
B';‘—"' (A, C/ B. C)'
Corellariam 2.
497. Quin etiant constitutis ex aequatione proposita his tribus

formuhs

2=
_....A.‘C,I

wi<

%
— =

— =
B7

7l
»la
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functic guaccunque ex iis utcunque conflata valorem idoneum pro v
-suppeditabit.  Quoniam enim .harum binarum formularum unaguae-
que est differentia binarum reliquarum, talis functio' duas tantum
variabiles complecti est censenda. ’ '

Corollarium 3,

. 408%. Perinde est quanam harum trium -formarum integra-
llum utamur, quando autem binae novae variabiles £ et 1 Inter. se
foerint aequales, tum alia est utendum, Veluti si esset C—o,
prima forma v==T:(z et =), utpote. functio solxus z foret inutilis,
et integrale completum esset futurum

—T: (——-———.et z), s
:F.(Bmf—Ay et 2),

Probiema 87.

499. Proposita aequatione homogenea secundi gradus

a0
A& +BEH +CE +2 DG+ 2 E G
~-2F (ayaz -0,

d9v
‘casus investigare, quibus ejus mtegmle hae forma I°:(f et u) ex-
primi potest, existente
tzmox +fz et T yy Sz
Seluatlo. R
Facta substitutione secundum formulas in problemate 856.
traditag, aequatio proposita in fria membra sequentia resolvetur

aa»u
() Aaa+CRAER4+2Ea

(53?5;::) (2CB0+2Day—+2 Eo:5+2]§‘ﬁ’y) — 0,

(affi) (Byy+~Cdd+2Fy0)
quorum singula seorsim mihilo debent aequari. At primum pracbet
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B — E 4 ¥ (EE — AC)

« c

pltimum  vero _
& -—F-1~~./(FF-—BC)

vy (5]

qul valores in media, quae ita referatur
CBY¥ L L—
o + D “‘1“ ’+‘ x 0,

substxtutl suppedltant hane aequatxonern -
EF — CD == ¢ (EE — AC) (I‘F — BC) )
qua aequatione COl‘ldlth inter coefﬁclentes A B, C, D, E, F cen-

dnetur, ut solutio hic apphcata locum mvemre possxt IIacc ’mtem.

aequatio evoluta dat
CCDD — 2CDEF BCEE - ACFF — ABCC =0,

unde fit
(¢ =, UDEF — BEE - AFF
- D — AB
quia factor- C per multiplicationem est ingressus. Quoties auntem
hacc conditio habet locum, wut sit

AFF - BEE ~~ CDD — ABC - 2DEF,

toties haec expressio algebraica ex aequatione proposita formanda
Azz - Byy + Czz - 2 Day - 2Ezz -1~ 2Fyz

in duos factores potest resolvi, neque ergo alils casibus solutic hic

adhibita locum habere potest, Quo ergo hos casus solutionem ad-
mittentes rite evolvamus, ponamus hujus formae facfores esse

(az 4= by - ¢z) (fx +-gy -+ hz},
quod ergo eveniet, si fuerit _
A—af, - B= by, Co=ch,

2D —ag 4+ bf, 2E—=-ak4-cf, 2F —=bh -¢yg,
ol, IIT, . 4%
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unde utique fit .
AFF ~~ BEE —}- CDD == ABC -~ 2 DEF,
Hinc autem pro solutione .colligitur

: B . —o B o —F
vel —— == —, el - = 5. €t
§ . —b § — —g
vel ';‘ —_ vel ';y— —_— Fo» -
ubi observari oportet, pro fractionibus % et % valores sibi sub-

scriptos conjungi opertere, ita ut sit

vel ¢
vel t

ex — az, et u — cy — bz,
haz———fz .gtu:hy-——g

ll 1

‘Quocirca pro his casibus solutionem admittentibus xnteg1a1¢ com-

pletum erit

v=1I": (cw——az et CJ-—-bz;)-{-A (hm — /= et hy —gz),
seu

v:l":(-}-—-% et

cz-']\e

% S E B AL AN
“.?)h*—A'(f_betg i

Corollarium 1.

500. Hoc ergo modo aliae ae_éuationes‘ homogeneae secun-
di gradus resolvi nequeunt, nisi quae in hac forma continentur
2 og g0 dd
4 (538 b9 (G52 = ch (533) + (ag + bf) f'a:%)
dg 89
| ~+ (ah - of) (o5 a;)_-;—(bh ~+0G) (o) = 0,
tum vero integrale completum erit

=

— . Y = Y. z y :
VETE— e i D p A a2 D,

t

Corollarium 2. -

504. Quo autem facrllus dignoscatur, utrum aequatio quac-
piam ploposnta ‘

-
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02 00 20 0o s : |
A+ B (55 +C(E,—;;’I)+2D(ax—a";)-}-213(%}-
4 2F(;y—a;;):0

eo reduci possit nec ne? formetur inde haee forma algebraica
Azxz—+Byy +-Czz-2Day - 2 Exz -+ 2 Fysz,
gquae si resolvi patiatur in duos factores rationales |
(az - by ~ ez) (S = gy -+ ha),

ejus integrale completum hinc statim exhiberi potest.

Corollari_um .

502, Unicus tantum casus quo duo isti factores infer ee
finnt .aequales, exceptionem postulat, quoniam tum binae funciiones
inventae ‘in unam coalescerent, Verum ex superioribus colligitur,
s1 hoc eveniat ut sit f=—a, g == b et h—=c, integrale completum
ita exprimi

z—aT:E—2eat LB A:(E — 2 ot Z — 2

- Y b c/ . “\g ¢ & ¢/’

c

Scholion 1.

503. Quibus ergo casibus aequatio homogenea secundi gra-
dus resolutionem admittit, lis -quoque in se complectitur duwas aequa-
tlones homogeneas primi gradus '

a(3) + r’J(g%’) + e (P = o, e

FE 9l +rE =0
quippe quarum utraque illi satisfacit, et harum integralia completa
junetim sumta illius integrale completum suppeditant, Minc alia via
aperitur aequationum homogenearum secundi gradus integralia inve-
niendi, fingendo aequationem primi gradus ipsis satisfacientem

] 0 TN
@a—q;)—]“b('a—z)“‘l"‘ca—;)-ﬂ—-oa

47
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tum ex hac per triplicem differentiationem tres novae formentur

90 vy .
oG + b(Gm) + e (G = o,
09 39 90V .
(L(axi;y) ~+ b ay:’) + (By;z) — 0,
od 88 a0
3?51;) ) Byaruz> + ¢ EzTrb)

quarum prima per f, secunda per g et tertia per h multiplicatae
et in unam summam collectae, ipsam illam aequationem generalem
producunt, cujus integrale supra exhibuimus. Ea ergo quasi pro-
ductum ex binis aequationibus homogeneis primi gradus spectari
poterit, ex quibus conjunctis integrale completum formatur.

I

Scholien 2.

604. Infinitae ergo aequationes homogeneae secundi gradus:
hic .excluduntur, quae hoc mode integrationem respuunt , . sen ad
asquationes pmm gradus reduci mequeunt; qui casus exelusi omnes
ex hoc criterio agnoscuntur, si non fuerit '

AFF 4+ BEE -}~ CDD-— ABC -~ 2 DEF.

Hujus generis est ista aequatio (a&g;) — (aa'”) quac ergo tale in

,teglale, cujusmodi hic assumsimus non admittit, neque etiam alia pa-
tet via ejus integrale completum investigandi, Integralia autem par-
ticularia facile innumera exhiberi possunt, et guae adeo functiones
arbitrarias complectuntur , sed tantum unius quantitatis variabilis,
quae in praesenti instituto nonnisi iniegralia particularia. constituere
sunt censendae. Si enim ponatur

v-:F:(m+py‘+yz,
facta substitutione fieri debet afl — 7y, sew sumto == 4, debet
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€558 “aﬁ:‘:i- quare innumerabiles adeo hujusmodi formulag con-
junctae satisfaciunt, ut szt

v=T:(gz+ ¢ oy 4-2) 4D (am—}— - 2)
+20ﬂw~y+@+m

ubi plO a, B, v, 0, etc, numeros quoscungque accipere licet:
quamvis autem infinitae hujusmodi formulae diversae con_]unguntul,
{amen integrale nonnisi pro particulari haberl potest. Ex quo in=

telligitur integrationem completam istius aequationis (a )__._(g‘:‘:)

maximi esse momenti, methodumque eo perveniendi fines analyseos
non mediocriter esse prolaturam. Aequationes auntem homogeneae
tertii gradus multo majorem restrictionem exigunt, ut -integratio com-
pleta hoc modo succedat; uti sequenti ploblemate: ostendetur.

Problema 88.

505. Acquationum homogenearnm = tertii gradus cos casus
definive , quibus integrale completum per formam assumtam exhi-
beri, sew ad formam aequationum homogenearuni primi gradus re-
duci. potest.

Solutio.
In aequatione homogenea textii gradus fingatur contineri haec
primi gladus
gn
a(ax) —+ b (55 )+C(az):0
quae ut s-at:sfamat aequatmm tertii gxadus
~ 0w
" 9% v
+ T (ax’Sz - G (WEE;}
-+H (3,;725) (B_yaz’
+ K

axayar)
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neccsse est ut expressio haec algebraica
Az® + By® + Cz® + Daxy + Farz -+ Hyyz - Kayz
+ BExyy + Gwzz - Iyzz
factorem habeat az -}~ by 4~ ¢z, nisi autem alter factor denuo in
dnos simplices sit resolubilis, ad aequationem homogeneam secundi
gradus referetur , quae solutionem respuit. Quare ut integratio
completa succedat necesse est, istam expressionem tribus constare
factoribus simplicibus, qui siat
(ax —+ by —+ ¢z)- ([ + gy + hz) (ka4 my + nz) ,
hincque aequatioins generalis coéfficientes ita se habebunt
A=afk, D=afm-+agk +dbfk, H = bgnibhm-cgm,
Br=bgm, E—agm-+bfm+bgk, I —bhntcgn - chm,
Cz=chn, ¥ —afn-+ahk+cfk, K=—agn+ahm-+bjn
G ahnacfn -+ chk, ~+= Rk ¢ fm-cgk,
ac tum integrale completum erit |

ST iR E et L By L A (E B o 2k
Y — '(a'—’c et 11 ¢ %A(f i ot g_-F}}
i RN 2o &

"J”Z'(k netm s

quilibet scilicet factor simplex praebet functionem arbitrariam dua-
rum  variabilium, '

Corollavium 1.

-

~

ter se permutare licet; quin-etiam quaelibet quasi ex tribus varia-
bilibus conflata spectari potest, prima. nempe ex his
T oy L % %

— e e —

. x
a Brr ¢ et e T &’
similique modo de caeteris.

806. In qualibet harum functionum variabiles =z, Yy, % in-
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Corollarionm 2,
50%7. 8t duo factores fuerint aequales fr=a, g==b, h—c

quo casu duae priores functiones in unam coalescerent, earum loco
scribi debet ' _ -
dT:G =% i —H+A:G—F et F—
at 51 omnes tres fuerint aequales, ut insuper sit '
K —a m — b n — ¢
integrale completum erit

vz oaxw T (5 e X et %——-—-—?)
N I
+ B G-

C orollari\um 3.

508. Quemadmodum hic duas priores partes pey zr et @ -
multiplicavimus , ita eas quoque per yy et y item zz et z multi-

plicare possemus, perinde enim est guanam variabili hie utamur,
dum ne sit ea, quae forte sola post signum functionis oceurit, sci-
licet si esset @ — 0, et functiones quantitatum z et <~ = capi
ki b e Pt

debeant , tum multiplicatores xz et z excludi deberent.

Scholion 1.

5090, Simili modo patet aequationes homogeneas quarti gras
dus hac methodo resolvi non posse, nisi in quatuor ejusmodi aequa~
tiones simplices resolvi, et quasi earum producta spectari queant.
Etsi enim hic. revera nulla resolutio in factores locum habeat, tamen
ex allatis exemplis clare perspicitur, quemadmodum ex aequatione
differentiali homegenea cujuscunque gradus expressio algebraica ejus-
dem gradus ternas variabiles z, gz, = involvens debeat formaviy
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quae si in factores simplices formae ax —} by - ez resolvi queat,
simul inde aequationis differentialis integrale completim facile exhi-
bebitur, cum quilibet factor functionem duarum variabilium suppedi-
tet, integralis partem constituentem ; ita ut etiam haec pars seorsim

sumte acquationi differentiali satisfaciat et pro integrali particulari

haberi possit.. At si illa expressio algebraica ita fuerit comparata,
ut factores quidem habeat simplices sed non tot, quot dimensiones,
singuli quidem integralia particularia praebebunt, quae autem Jun-
ctim sumta non integrale completum suppeditabunt. Velud si pro-
ponatur haec aequatio differentialis tertii gradus

a (o) + D Goa) — a (i) — b = o,
quia forma algebraica _ |

axxy - bryy — axzz — byzz
factorem habet simplicem az ~}- by, illi. utique satisfaciet valor

v:'I‘:(%w—- % et z), pro integrali autem completo adhuc desunt

-duae functiones arbitrariae, integrale completum lujus aequationis

(ag?g;az gz'f)—“o continentes, ex qua quippe alter factor TY —22

illivs expressionis nascitur. Quoties ergo hae expressiones algebral-
cae ex acquationibus differentialibus homogeneis altiorum graduum
formatae resolutionem in factores, etsi non simplices, admittant;
hinc saltem discimus, quomodo earum integratio ad aequationes. in-
feriorum graduum revocari possit, quod in hujusmodi arduis -investi-
gationibus sine dubio maximi est momenti.

Scholion 2,

§10. Haec, sunt quae de functionibus trium variabilium ex
data quadam differentialium relatione iuvestigandis proferre potui,

;
!
i
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in quibus utique nonunisi prima elementa hujus scientiae continentur,
quorum ulterior evolutio sagacitati Geometrarum summo studio est
commendanda, Tantum enim abest, ‘ut hae speculationes pro steri-
libus sint habendae, ut potius pleraque, quae adhuc in Theoria mo-
tus fluidorum desiderantur, ad has Analyseos partes sublimiores sint
referendd ; gquarum propterea utilitas neutiquam parti priori -caleuli
integralis postponenda videtur., FEo magis autem hae partes poste-
riores excoll merentur, quod Theoria fluidorum adeo circa functio-
nes quatuor vauabilmm versetur, quarum .naturam ex aequationibus
differentialibus  secundi gradus Investigarl oportet, quam partem ob
penuriam materiae ne attmgere quidem’ volm In hac autem The-
oria resolutio hujus aequationis
G = G + ¢ + &

maxime est momenti, ubl litterae », 7, z ternas.coordinatas, ¢ vero
tempus elapsum exprimunt, harumque quatuor variabilium functio
quaeritur, quae loco v substituta illi aequationi satisfaciat. FEx hac-
tenus autem allatis facile colligitur, integrale completum hujus aequa-
ticnis dvas complecti debere functiones arbitrarias, quarum utraque
sit functio trium variabilium, aliasque solutiones omnes minus late
" patentes pro incompletis esse habendas. Facili auntem negotio innu-
meras solutiones particulares exhibere licet, velutl si pona‘mu's

= T (ax = By + vz - 0D,
repetitur

80 == aa -+ BB - vy,
quod cum infinitis modis fieri possit, infinitae hujusmodi functiones
additae valorem idoneum pro v exhibebunt. Deinde etiam satisfa-
ciunt isti valoves

ot v (xx 4 yy 52
V(wx 4+ 0y =)

: [ac+1/(tt-—-yy—-zz)]
'}/{ﬁw—-yy-—-zz)

v

{

v

H

Vol III, | 48
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Ty (ft-——-xx—-z@] ,

| P ——

¥ (- zx — zz)
Tilz oV {tHt—axx — 5 %))

v"‘_""' —=

_ YV (ft — 2% —= 3y)

quorum quidem investigatio jam est difficilior. Cum autem hae
functiones tantum sint unius variabills, integralia maxime particularia
cxhibent, quae adeo etiamnum forent particularia, si pro- v functio-
pes binarum variabilium haberentur, quales autem ne suspicari qui-
dem licet. (Quare’ cum integrale completum duas adeo functiones
arbifrarias trium  variabilium complecti debeat, facile intelligitur
quantopere adhuc ab hoc scopo simus remoti.




