CALCULI INTEGRALIS

LIBER POSTERIOR.

PARS PRIMA,
SEU
INVESTIGATIO FUNCTIONUM DUARUM VARIABILIUM EX DATA
DIFFERENTIALIUM CUJUSVIS GRADUS RELATIONE.
SECTIO TERTIA,

INVESTIGATIO DUARUM VARIABILIUM FUNCTIONUM EX DATA
DIFFERENTIALIUM TERTII ALTIORUMQUE GRADUUM RELATIONE.
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' RESOLUTIONE AEQUATIONUM SIMPLICISSIMARUM
UNICAM FORMULAM DIFFERENTIALEM
| INVOLVENTIUM. '

Prob ll-r;,m a 61i.
376

Indolem functionis binarum variabiliom z et y indagare, st ¢jus
quaepiam formula differentialis tertii gradus evanescat.

Solutlo

Sit =z functio illa quaesxta et cum ejus sint quatuor formu--
lae dlﬂerenuales tertii gradus S

4%
) (axnay) (axay et (553
prout quaehbet harum mnihilo aequalis statuitur, totidem habemus ca-
sus evolvendos. -

- Ty [— . 3 . - -
Y. 8t igitur primo (gﬁ) == 0, et sumta ¥y constanle prima
"integratio praebet |
38
=Ty,
tum r.smnh modo secunda integratio dat
z\
wnde tandem fit

jzal: y+x£\. y+§i y,
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ubi T:iy, A:y et 3:'y denotant functiones quascunque ipsius gz,
ita ut ob triplicem integrationem ftres functiones arbitrariae in cal-
culum sint ingressae ut rei natura postulat,

1. Sit ( an =— 0, ac primo bis integrando per solius z .
variabilitatem reperitur ut anie ‘
@y =Ty Ay,
nunc autem sola y pro variabili hablta, adipiscimur
z—zl:y+Aiy+ 32z, |
quandogquidem apices signis functionum inscripti hic semper hune
habént significatum, ut sit
SoyThiy=T:y et foyLiy=L»N:y
- L. Sit (-a—is—azy—ﬂ): 0, et quia hic casus a praecedente non
differt, nisi quod binae variabiles x et y inter se .sint permutatae,
integrale quaesitum est '
:yl"':m + Az -y
IV, Sit ( )""— 0, et ob similem -permutationem ex casu
primo intelligitur fore.

::;yzvf:x—{—-y Az + 3.

C-oro.].iar'ium N

. 380. Tres functiones arbitrariae, hic per triplicem integra-

tionern ingressae, sunt vel ipsius @, vel ipsins y tantum; omnes

. . . . . 0%y . P i

‘tres. sunt ipsius y tantum casu primo (EF)—" 0, ipsius - vero
3‘ - - - -

tantum casu quarto 9—2) =— 0; duae vero sunt ipsius % et una ipsius

x casu secundo )’_ 0; contra autem duae ipsius x et una

0z 28
ipsing y casu tertio (a ay)—- 0,




CAPUT L

(&
[» 3
-1

L7 . -
Covollariom- 2,

884, Porro gbservasse juvabit, si ejusdem variabilis puta z
duae pluresve occurrant funetiones arbitrariae, unam quidem abso-
Iute poni, alteram per ¥ -multiplicari, tertiam vero si adsit per
1yy, seu quod eodem redit, per yy multiplicatam accedere.

C'o‘rollla‘rium 3.

. 382, Perpetuo sutem tenendum est has functiones ita ar-
bitrio nostro .relinqui, et etiam functiones discontinuae seu nufla con-
tinuitatis lege contentae non excludantur. Scilicet si libero manus
tractu linea quaecunque describatur, applicata respondens abscissae
-z hujusmodi functionem I':z referet. o

Scholion 4.

383. Minus hic immorandum arbitror transformationi for-
mularum differentialium altioris gradus, dum loco binarum variabi-
livm « et y aliae quaecunque in calculum’ introducuntur, quoniam
in genecre expressiones nimis fierent complicatae vixgue ullum usum
habiturae, twm vero imprimis quod methodus has transformationes
inveniendi jam supra (§. 229) satis luculenter est tradita. Casum
tantum simpliciorem, quo binae mnovae variabiles £ et u loco 2 et y
introducendae ita accipiuntur, ut sit “

t——ax Ly et u=yzr--3dy, ‘

~hic quoque ad formulas differentiales altiores accommodabo, . Cum
“igitur” viderimus esse,

. pro formulis primi. gradus
. 0% ___  oz o
G =2 () +v G

G)=pG 36D




788 | CAPUT 1.

et pro formulis secundi gradus
% Jaz doz 0o
(aa ) = ar=) +2ay (G +y " (5
d= 00z doz
(o) =2 B GR) + @8+ CE) 1y 3 (2,
= aaz 0= 290 =
98 )""'"{3 (BJ’)+2138(B?314 52( )

erit pro formulis tertii gradus

9%z )

=)+ 3a® Y(gap)+Sary (8rau’) +V (5

(557" AC)+ @ 8-+20By (i) + By - 2y (222, VG,
(axa} )=e(5E)+ @py-+2 430 (siagy ) (a2 BY D)+ 3Gy,
(a 2= (ara)"’ 8 BQS(Bﬁau) 3{35 (52505 )+ 53(33 5 |

et pro formulis quarti gradus

3 9% : 94 Stz A
G G (oaw) sow) | Gas)
g;—f) zat kel 60 Ve ' +4ays eyt

(axaay)mdsﬁ 35—%*30!2(3’}/' 30&273-1-3@3”}!2 : +3ary23+ﬁzy3+fy35

- Bj:;_y')_ﬂ gﬁ 2,‘1238‘5"2 Oﬂﬁg’y 01252-4—4aﬁy8+-ﬁ2f})£ 2“'315‘:‘4-2]3'}135 +,}/28xz, :

(axaya =af3® 3aB0+B%y |3 aBd*+ 3%y s 28%-+3 Byd® |y

.(g;;f =g +4(3%3 +63%23" - |48 +54
unde simul lex pro altioribus gradibus elucet: pro formula scxhcet
m-}—nﬁ
generali hi coefﬁclentcs iidem sunt qui oriuntur ex evo-

azma

lutione huJus formae

(o0~ y v)m (ﬁ—-{—Ev)’“

siguidem termini secundum potestates ipsius v dispopantur,
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Scholion 2.

384. Haud alienum fore arbitror evolutionem istius formu-
jae ex principiis ante stabilitis accuratius docere. Sit igitur
sy om@-out, |
ac ponatur h : P o
sc—A-}+Bv 4 Co*4-D2? 4 E ot - Fo® 4 ete
ubi quidem primo patet esse A= o™ ("; ~pro reliquis vero coefli-
cientibus inveniendis, sumtis differentialibus logarithmorum, habebi-
mus ' -

- o8 Y

P

E ;'a‘—.,,‘-——‘awk'w.'_!—ﬁ:i"‘.” ideoque
L SlB+@Igyvydvd] .4
L »-‘--sﬁ[mﬁ'\/+na5—}—(m-+—n)q/5v]::Ga

ubl si Joco & series assumta substituatur, orietur haec aequatio

o—af3B~+2a3Cv +3a3Dy*® -—MaﬁEv"’, ~—}-5A(3FU&-—£-€'LC~
+adB +2a3C . +3a0D 4 00F
+ByB - S2ByC A8BYD . +4BYE
| i -y 0B . +2y8C 438D
-»—mﬁyA«émB’yB —mfryC —-mpByD | —mpyE
—nadA —nadB —10.0C C —madD - —nadE

.-..(m-—l—?i)'}ﬁA —{ muJ.;-n)'yBB .__.(ln+72)'y 50— 071-!—-71)3;5‘1) :

unde -quilibet ‘¢oefficiens ex praccedentibus ita definitur

A= ™ 3",
B = mm’;gma A,
| C— (m—i)B’}g’jE{n——i)mﬁ‘ B L %,%ﬁ A,
D — fmfz)ﬁ';c:ié(n—z)aé’c e (m-l-;;g)w B, "
E—= __-—~—~—~(mf3)ﬁj;$(“”sm D 4. By o

hafl
ete. -

Yol, IIL.- R _ _ 3y
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His igitur coefficientibus inventis, si ponatar
t—az~Ly et vz 43y,
transfo_rm_-atio. formulae: differentialis cujuscunque ia' se habebit, ut sje -
am—{—nz : am—}-n / am+”7 '_ .

o = A +
ammayn Dt tm—i-n-—1 ouf

oim Ttz

»-!- C. (M —+ ete.

Problema 62,

&85, Indolem finctionis binarum variabilium et 7 inve-
stigare, sl ejus formmla differentialis cu_]uscunque gmdus evanescas..
Selurtio

Ex iis quae de formulis diﬁ’elehtialibus ‘tertii gradus mnikife -
agquatis ostendimus in praecedente- problemate, satis perspicuum est

selutxonem hujus problematis pro formulis differentialibus. quarti gra-
dus ita se habere.

L Si sit ( ).___0 exit
2= Tyt Ayt B z/—l-@"ya
BL. 8i sit (a )__ 0., erit
=2 y+xA YH-Ziy 4O
',}L*II.. Si sit (a 3y ) = 0, erit. _
2=y 4+ A y—}-yE;:m—}_—@'-:.mal.
V. Si sit (a )._ o, erit
B=T: .1:—|1-JA Tty X 'E—!—@ .
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o 4 -
v._ 5isit (552)== 0, erit

=y Tiz+y Ara4y3: x+@ x,

ande simul progressus ad altiores gladus est manifestus,

~

Corollarlﬂm i.-

386. Cum hlc quatuor functiones arbitrariae occuuunt to-
tidem SCI]lCet guot mtegmtlones institui oportet, in hec ipso crite-
rium integrationis completac continetur. : o '

Corollarium 2.

387. Duin etlam v101551m facile ostenditur, fmmas JInventas
aequallonl propositae satlsfacere. Sie cum Pro casu tertko mvene-
rimus:

z=maliy +Aiy-tyS: w+® z,
differentiando hinc colligimis

. Primo -_,(é__) =Ty +y>¥:2460:x

deinde gif =y Xz Q7 2,

tertio (a 55 _....E”.:r et

qualto (ax~ay ) —=0, |
codemque pervenitur, quocunque o1d1ne differentiationes, el solam
= vel solam y variabilem sumendo instituantur,

S 'cholion 1.

'388. Hactenus unam formulam differentialem nihilo esse ae-
qualem assumsimus,” calculus autem perinde succedit, si hujusmodi
“formula functioni cuicunque ipsarum x et Y aequalis statuatur:
quemiadmodum in sequentibus problematibus sum ostensurus. Hoe
tantum inculeandum censeo, si V fuerit functio quaecnnque binarum
varizbilium 2 et y, wm /VOa id denotare integrale, ‘quod obti- -

37"




292 CAPUT L

netur si. sola @ pro variabili habeatur, in hac vero formula /V9y
solam g pro- vaviapili haberi:. quod idem tenendwm est de integra.
tionibus repetitis velati /' Dz /Voz; ubi in ‘uiraque"jsola 2 variabi-
lis assumitur, in hac vero Soy/V O, postquam. integrale /Voz
ex sola ipsius z variabilitate fuerit erutum, tum in altera integra-
tione foyfVoz solam y variabilem accipiendam  esse. - Et cum
perinde wutra integratio prior- insfituatur, etiam hoe discrimen e mo-

do. signandi tolli potest, bocque integrale geminatum ia SS¥ozoy

exhiberi: hineque intelligitur, quomedo: has formulas -
SISV dy, sew AV dy et STV 2™ I,

interpretari oporteat; hic scilicet signo integrationis / indices suffic

_ gimus, prorsus ut signo differentiationis 0 suffigi solent, guippe

qui indicant, quoties integratio -sit repetenda.

Seh o"'i'i.o'h" 2,

389. Singulas has integrationes repetendas ita institnl hie
assumimus; ut nulla relatio inter binas variabiles x et 4 in subsi-.

dium vocetur, quae circumstantia eo diligentius est animadvertends,
eum vulgo, .ubi talibus integrationibus opus est, calculus prorsus
diverso modo institui debeat.  Quodél enim. proposito quopiam. cor-
pore geometrico, ejus soliditas seu superficies sit investiganda per

duplicem. integrationem hnjusmodi formuta //'V o'% dy evolvi debet,

existente V certa functione ipsarum- x et y; ubl guidem primeo
quaeritur integrale SV ¢y spectatd z ut constante; at absoluta in~

tegratione ad' terminds integrationl praescriptos respici eportet, dwm

scilicet altero praescribitur, ub hoc integrale /¥ 0y evanescat po-
sito y == 0, altero. vero' id' eo msque extendendum  est, donec y dax

tae cuipiam functioni- ipsius = aequetur.  Tum vero postquam hoe

integrale /'V 3y isto -modo fuerit determinatum, altera demum- inte
gratio formulag ¢ & /'V 9y suscipitur, in qua quantitas ¥ non am-~
plius: inest, dom ejus: loco certa quaepiam. funetio ipsius = est sub

Bl

¥
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stituta, eaque formmla jam revera umicam . variabilem z -complectitur.

Hic ergo pnma mtecrrauone absoluta, variabilis & in functionem .
Ipsius @ abire est ' censenda, guam propterea in a‘l

tem EHtBUI'-ltIODC,
ub1 2 est variabilis, minime ut constantem spectare licebit. Ex
quo patet hunc casum toto coelo esse diversum ab-iis Integrationi-
bus xe petendls, quas hie contemplamur, .ad quem ploptelea hic eo
minus respicimus, cum ista peculiaris ratio tantum In formula
//¥Dx 0y locum habere pessit; reliquis vero ubi alternm diffe-
rentiale 0 % vel dy saepius repetitur, adeo adversetur.  Quam ob
causam. himc omnem relationem, quae-ferte peracla, ung integratione

‘inter binas variabiles z-et ¥ statni posset, merito: removemug,

P obl ‘ma 63,

390, Si formula guaepiam differentialis tertil altiorisve gra-

. dug aequetur functioni cuicungue bmalum varjabilium =z et y, indo-

lem functionis z definire..

Solutio.

8it ¥V functic quaecunque binarum variabiliom z et 7, et i
_— . . . T« e . . L g%y N .
cipientes a formulis’ terti ordinjs st primo (57) ==V, et posita

gola. @ warkabill erit

aa%)mfvax+r Y

tam vero pono
= ~faa:fva;c+mr o A 1 ijax +z1"; J+A 7
ac demquc -
2= ?Voad 127 J—}—xa y ARy
Simil modo patet, si fuerly (a 755 )..::V fore
2 =PV dytaFiy A Ty
ac si sit: (%%) —V, erit
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""—ngamdy +Tiy+yh:ie+Zix; demque‘
si sit” )_V erit ,
-"fBVay YTz 4y AT

Eodem modo ad formulas altmlum gla.duum plogledlentes, 1epeuf:-
mus ut sequitur:

si s:t( A=V, fore :
.._..f‘iVa:c"—}—st‘ J—-}—-x A y—}—xE Y@y,
sl sit (a aay)—v fore ' '
-~*~‘f"V8x3ay—’r—w Diy4-z A y+Ziy+0: 2,
s sit (5 ,ay)—"V fore : .
“‘f“’Vax By aTigtA ydys: x~1—® x,
st osit (a =) =V, fore - ‘
: z::f"*Vaxayf‘-—f-I‘ 4yt A 2t y2: x-—}—@ P
si sn:( Y=, fore
=/ Vgt 4oy T gDz y S w40z,
.meque pro altioribus gradibus res gget ulteriori explicatione.

"Corollarium i.

361, Quemadmodum s;gnum integrationis .in pwmo libre
usitatum Jam per se involvit constantem per integrationem ingredi-
entem, ita quoque hic functiones. albltxanae .per integrationem in-’

gressae jam in formula integrali involvi sunt censendae ita ut non
$it opus cas expumerc. o

Corollarium 2.

392, ODufficit ergo pro aequatione (gx—’:)z v ihteg}-ale tri-
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plicatum hoc modo, dedisse 2=, Va8, ‘quae forma jam potestate
eomplectitur partes supra. adjectas

zaxl:iytaxl:iy+4+3:y,
qued idem de reliquis est tenendum.

Corollarium’ 3.
393. 8% ergo In genere hace habeatur aequatm
am—{—nz
_am'm ayn
ejus integrale statim Hoc modo exhibetur
__fm'—l-nv'a'a,mat/n |
guac potestate jam involvit ommes illas functiones albstmna..s nwnero
m—}—n per totidem 111tegLa¢10nes invectas.

—=V;

8. ¢ h— oll om

394. Hi casus utique sunt simplicissimi, qui ad loc reve-
rendi videntur, pro magis autem complicatis vix certa. praecepta
“tradere licet, .cum ista 'calculi integralis pars vix adhue coli sit
coepta.  Interim tamen jam intelligitur, si aequationes magis coms
plicatae: ope cujusdam transformationis ad has  simplicissimas revo-
care liceat, etiam eatum integrationem im promf{u esse futuram,
quod’ quidem: megotium Hic® nom copiosius persequendum videtur.
- Brogredior igitur ad casus magis reconditos, eesque ita compara-
105, ut ope aequationum inferiorum ordinum expediri queant, unde
quidem insignis methodus satis late' patens colligl potent qua sae-
pius Haud’ sine successu uti Iiceﬁl.. Neque tamen in hac pertraes
tatione nimis diffusum esse. convenit, sed. sufficiet praccipucs fontes.
adhue quidem. cognitosr patefecisse:. :




