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CAPUT L
DE

FORMULIS DIFFERENTIALIBUS SIICUNDI GRADUS IN
GENERD.

Problema 38,
2-20'.

S; 2z sit functio quaecunque binarum variabilinm z et y, eJus fox-
mulas differentiales secundi gradus exhibere.

Solutio -

Cum =z sit functio binarum variabilium = et %, ejus differen-
tiale huwjusmodi habebit formam
0z =pox—qoy,
ex qua p et ¢ sunt formulae différentiales prmtu gradus, gquas Ita
denotare solemus

p=(2) et ¢= ().

Cum nunc sint queque p et ¢ functiones ipsarum z et z, formu~

lae differentiales inde mnatae erunt formulae differentiales secundi

gradus ipsius z, unde intelligitur quatuer hujusmodi fermulas nasci
G G- G

guarune autem secundam ac tertiam inter se eon‘glume i ealeulo

differentiali est demonstratunr. Sed cum sit p___(

03'%

ax , simili seri-
ST o Y . . . o .
bendi ratione erit (a—f:) — (5), cwjus scripturae significams hine:
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sponte patet. Deinde eodem modo erit (g—i) = aaxaazj), atque ob

q:(g—;) habebimus ' | |
GH=055 = G =63

Quia ergo est (%%)_ %% ,

mulae differentiales secundi gradus, quae sunt
55 Gap) ot G5

Corollarinm- 1.

functioni z convenient tres for-

221. Ut ergo functio z duarum variabilium x et y duas
habet formulas differentiales primi gradus. -

3
9z et (a——;),

o x
_ita habet tres for mulas differentiales secundi gradus
9 0% 9= 3% '
d x’) (a %3 5 y ( )

Corollarium 2.

222. Hae ergo formulae per duplicem differentiationem nascun-
tur, unicam tantum quantitatem pro variabili accipienda. In prima
scilicet bis eadem = variabilis sumitur, in secunda vero in altera
differentiationé 2, m altera autem ¥ variabilis accipitur; in tertia
antem bis ‘z. . '

Corollarium 3.

223. Simili modo patet, ejusdem functionis z quatuor. dari
formulas differentizles tertii gradus, scilicet ‘

a3 = EES ol= 93 z
(ax) (amnaJJ’ (axa_yD (a_ryS
quarti autem gradus quingue; quinti, sex, etes

Scholion.

~

224. Tormulae hae differentiales secundi gradus ope substi-
tutionis saltem ad formam primi gradus revocari possunt.  Velut
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), si pdn'ltur <g_z) —p, transformabitur in (;—3:), -for-

(am — g, formula (axa ) transmutatur in hane (a q) formula au-

90 = g — (2%
{em ( ) in henc (a ) Vicissim autem uti ex aequalitate p= (3

edummus -
3p 23z . APy — (3%
(a )"""(.B'xa.) et ( ) (axay)
ita ex his ulterius progledlendo colligemus
dop 83 z adp EXES 93% 93
(a xn) h— (ax3> (axay) (axﬂa_y) ( ) (axdy
do® .
Tum Vero etlam st ponamus (ax)___ 5&_8_5)’ hm—c sequentur 1stae
acqualitates ‘ S
aaq KES 98q y .._ s O3z
Ge) = Gamsy) et Gaay) = (axayz ‘
Hicque est quasi movus algorithmus, cujus principia per se ita sunt
manifesta, ut majore illustratione non indigeant.

Exemplum 1.

226. Sisit z—xy, eus formulas differentiales secund:
gradus exhibere. .

'az) 2, erit

Cum sit (g—fc)zy et {3;

g;if) — 0, aamaaz)_ 1 et (BBZ) — 0“

Exemplum 2.

226, &i sit z=a2™y", egjus formulas differ entmles secundi
gradus exhzber :

Cum sit (a N mma™ Tyt et (a Y cmnam gt erit
(ga"' =m (m — 1) am=2 ym, (amay) —mon gt Iyt

(gi:) o ¥ (n ......._1) -rm_z Ra

YVol, III. 20
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EFxemplum 3.

'22 7, . Siosit 2= ]/ (x x —l—-yy), ejus formulas differentig.
' les secundi gradus exhibere.

" Cum sit
3 _ b ge
a:) _“V(xx—}-yD’J et (BJ)—V(M—I—W)’ ert
(aaz Yy (aaf_)-_— — Yy
3’ "' 3’
0" (m'c +yy)2 0= 0y/ (x 2y y)»*
) (xm—l—yw

Sch011on..

228, Quemadmodum binae formulae differentiales primi gra-
dus cujusquc functlonls z ita sunt comparatae, ut sit.
2o=0x (D) +2y @),
‘et integrando
—_— 8 o ‘ ‘
s=[P= () +oy(GRL, \
ita quoque in formulis secundi gradus erit
ddz 0dz
L] '_'f[a (aac-"") +ay(ax8y)] et
29 aaz
( =[P= (555, + 0 552l
Tres 1g1tu1 formulae secundi gradus aemper ita sunt comparatae,
ut geminam integrationem praebeant, si scilicet cum: differentialibus

Jx et 0y rite combinentur, haecque proprietas. quae probe note-
tur, in- sequentibus insigne adjumentum afferet. )

Problema 39.
229. Si z sit functio binarum variabilium 2 et y, loco ¥
et y introducantur binae novae variabiles £ et », ita ut tam #
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quam’ ¥ aequetm certae functioni ipsarum £ et u, formulas diffe~
rentiales secundi gradus xpsms % respectu harum novarum variabi-

jum definire.

Solutio.

Quatenus z per x et y datur, datae sunt ejus formulae dif-
ferentiales tam primi gradus -g—ﬁ), az) quam secundi gradus g—‘;’;—f),

(aax&;) (aa”), ex quibus quomodo formulae differentiales respectn
ovarum vauabilium t et u determinentur definiri oportet.  Pro

primo gradu autem cum sit

dz=0 = (3% + 3y (),
quia tam x Guam y datur per t et u erit

aa:::zai( )+Bu( %) et Byzat(ay)—l—au )
quibus valoribus substitutis habebitur ipsius z dlﬁerentlale_ plenum
ex_variatione utrinsque £ et u ortum

22=21G) (D21 )G+t E) ~u D &).

Quodsi jam vel sola £ variabilis sumatur, vel sola u, prodibunt

formulae differentiales plimi gradus
ggma_sc By day Dy 9z o O
=G )+6)EY, Gw =G 2 + G G2
Simili modo ulterius progrediendo, differentiemus formulas
day - oy
I a;)——P et (a_.;)——'q ,
primo generaliter, tum vero loco x et ¥ etlam # et u introduca-
mug ; hincque nanciscemur

@i’):( )(22)—4—(3?’) C, @ =0C) @+ ><ay,
=) P+ (D 2 =) (394 (M)c

unde poterimus foxmu[as gz) et (a ) pro variabilitate tam- solms £

quam solius 2 assignare; scilicet cum sit

%0

i
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:p( )—I—?(ay) et ( )fP(gz):‘i‘?(g%=

* Inveniemus

) =G 6+ (3D &)+ (3 (2

2 )(§>(ai%;>+< 659,
o) = <ai%":>< >+(af >+< o) 2= >(§if>

+ G 6 >c;z;%§> >caafa§> + &) &,
| W—(sim 5) + 53 >( > 2 (5) |
T 2@ + G <§§f.

Corollarium 1'.

230, Plopomta ergo conditione quadam inter formulas diffe-
rentiales functionis =, quatenus per variabiles ¢ et u definitur, eadem
conditio pro eadem functione % transfertur ad alias binas variabi-
les x et y, ab illis utcunque pendentes. ' |

Corollarinm 2.

231. Formulae quidem

5 6D, G G ete

per I et u exprimuntur, ex relatione, quae inter =z, y et ¢, u
L ' assumitur, verum indidem eaedem formulae ad variabiles x et y
; - revocarl possuut.

Scholion.

232, Quemadmodum hic variabilitas guantitatum £ et u per
b foimulas differentiales ex variabilibus = et y natas est expressa,
~ ita vicissim si variabiles £ et u proponantur, ex quibus certo modo
; alterae x et y determinentur, sequentes reductiones habebuntur,
| facta tantum variabiliuim permutatione. Primo scilicet pro formulis
primi gradus
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Fan . (Buy B
=) + GG (D=6 GH+ Y&
Plo formulis autem differentialibus secundi gradus
3 day

@mﬁﬁﬁm%+@w(>+(>u;
2B G+ 6 G
&2 (ai‘":‘;) < 9+ @ii“y) ) +a% D& >(°;if‘> )
5 (55) Gise) + )(>m9+(> (505)+
@ﬂ_@%(»ﬁﬁh(w+@>&ﬁ
—i" o ( )(aaz B_u » s00R

Btau 0v/ \ou?

ubi determinatio Iitteuuum { et u per alteras x et y considerar}
debet. Quoniam scilicet in conditionibus praesecriptis binis variabi-
libus x et y uti solemus, earum loco alias quascunque £ et u intro-
ducendo, loco illarum formularum differentialium has novas formas
ad- variabiles ¢ et u relatas adhibere poterimus, ubi d'einceps rela-
tio inter variabiles «, y et £, u ita est constituenda, ut quaestic
solutn facilior evadat.. Pro variis igitur hujusmodi relationibus exem~
pla evoluamus. R

Exemplum 1.

233. 8i inter wariabiles x, y et t, u haec relatio consti-
tuatur, ut sit
t—ax LBy et u—yx+Jy,
reductionem formularum differentialium exhibere.

Cum sit : ‘
ar —_— R N—

D= =6 =1, =5
hincque fo1mu1ae pro secundo gradu evanescant, habebimus pro

formulis primi gladus

) =a (ar)w( s G=sE+3.
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Pro formuhs autem secundi gradus

03 % 00 = 00z 09%

8=2) — (arﬂ)'"i‘z“'l’(arau)'*‘a"};'l/ auz)
%

(aa”)‘“uﬁ %?f>+<a8+ﬁv> () +v 3Gy

010
EH=ppED+283GD +53 ()
Corollariam (4.
254, Si sumatur téw et u—x -+ gy, erit
d.:i ‘3'"—0 fy“.:i et 0— 1, ergo
) — @)+, D= az)sa#que
i = (32 +- 2 (aafa? +GEs

g x?

@)= Grsy) + 52

dxdy
(Baz - E_)_iz)
By’)""'" out/’
Corollarium 2.

: et . _ Dy . 0%
255%. [Etsi ergo hic est t_xs {amen mnon est é?)—(a_a'a ,
cujus rei ratio est, quod in forma (a—z-) quantitas y suwmitur con-
stans, in (é_t) vero quantitas u ==z -7, id quod in genere no-

' tasse inuat, me ex aequalitate f—=ax ad aequalitatem formularum

g—: et ( ) concludamus.

Exemplum 2,

_ . 236. S inter -variabiles t, u et x, y haec relatio consti-

' ' tuatur, ut sit t——ax™ et u—[3y", reductionemn

exhibere. ' '
Hic ergo erit

ot
(a—x) —max™r, g—;
B._E I 0 au —— n__TI aau T2
Ge) =0 S)=npy GpE)=n@— 1LY

— 0, aar) —m (m»—— 1) aa™

m

ir
ir
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nnde obtinemus pro. formulis pllml gradus

G =maam— @), G =npy— @D
ro formulis autem secundi gladus
o 00w — _ aa
53:; ==m(n— 1)az™"*? (at) Mmoot Gas
2 M1 M3 p OO
(Bxa_fy mncxﬂx ¥ (ardu)’

GH=n@a—0Ry—=H+nnpRyr— cg‘jf;,

in qmbus fmrnuhs jam loco x et # earum valores per et u
]nduCJ. debent.

Exemplum 3]

237. Si inter variabiles t, u ef x, y haec relatic consti-
- — :c._‘ .
tuatur, ut sit x—1 ef 5= U, Jormularum - differen-
tialium reductionem exhibere,

Cum sit { ==z et u:f, erit

hifcque formulae involuentes 9 ¢ evanescunt. Porro

du, .1 __ % Juy _ —x ___ —uun

B=i=h G=5H="

8815 gou -y ___ - ~—un 09 ‘
)"“"'O (Bxay)’—"y_;““' ( u) f:%u;)

unde pro formuhs primi gradus habebimus

D=G) G G =06,
pro formuhs autem secundi gradus
ddzy ___ 02 80 L]
o) = (o) + % siaw) + it () s
BQZ) —uw LTS 43 Joz
\dxoy/ T 1t Bu) ——T :STB—'H.)'“E EPEY RS

90z ___2ut 90
( : ""“2:1: au>+ Bu‘z)
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Exemplum 4.
238. Si inter variabiles t, u et =, y haec relalio consti-
tuatur, ut sit t——ée¥ et u-——e y, seu x—1IL et
Yy —__—_.:;"-, reductionem formularum differentialium exhi-
bere.
Hic ergo est
Aty At D5t . e 3B
- (,ax)_ex."—t? (Ty ___0 (8\12} et = (am = 0.
Deinde

. L S _ - 3du e
(a; _——emy__u, (é:‘; .__...Ex.__...t.;
tum vero . :
LS T VI PULI | N
= =Y =1u, (axa> ¢ s (ay)‘_'o'

Quale plO f01muhs primi gradus habeb:mus

(Bx) = (Bt) +u (au ? (ay) = ¢ (au)
Pzo formulis a‘utem secundl gradus

do%y . 90z, : ad . 0d

(ag;) f(an u () -t t (D - 2 Lu Ggm) - wu G,
% ddz aaz :

) =G b £ 8 (522 - £ u (oD, |

a0 o
Gy = L (auf>

S cholio.m

239. In formulis generalibus §. 232. ‘datis assumsimus valo-
res wariabilium £ et u per x et y¥ €Xpressos dari, et universa evo-
Jutione facta tum demum Ppro x et y variabiles £ et u restitui.
Commodius ergo videatur, si statim variabilium & et g valores
per ¢ et u expressi habeantur; verum inde walores formularum
a—t) (i?-) etc. nimis complicate expl‘imerentur ‘quam ut eas in

caleulum introducere liceret. Seilicet ss x et y per ¢ et u dentul

inde fit
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| ?__f) _ GD

@/ TG GED — GG

ac formulae secundi gradus multo magis proditurae sunt perplexae.
Quovis ergo casu, quo hujusmodi reductione utendum videtur, con-
jecturd potius quam certa ratione idoneam variabilium immutationem
colligi conveniet. Alia vero etiam datur reductio saepe’ insignem
utilitatem afferens, dum Jpsms functionis z quaesﬁ:ae forma muta~-
tur ; veluti si ponatur z — Vy, denotante V functionem datam ip-
sarum & et y, ita ut jam v sit functio quaesita'; quin etiam haec
nova quaesita v alio modo cum datis implicari potest.

_ Problema 40,
240. Proposita functione z binarum variabilium 2 ‘et z, ac
osita 2 == Pu, tta ut P sit data quaedam functio ipsarum x et 7,
formulas differentiales novae functionis v exprimere. '

Solutio.

Cum sit 8 —=Pv, ex regulis differentiandi traditis habebimus

primo formulas dlﬁ’exennales primi” gradus
o .
0 — @y -2 (Y ot GD=G) v +2 G
Atque hinc deinceps formulae differentlalesvsecundl ordinis 1ta pro-
dibunt expressac . :

20y = () r D@+ G,

3x®

(gjazy)‘” (aajapy) ) aw) —+ ( 4P (aia(;,) .
G =G v~ 2 G5 () + (3?:;

ubi cum P sit functio data 1psarum x et ¥, ejus formulae diffe-

rentiales simul habentur.
‘Yol.. IIL

N N 21
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Corollariam 4.

241. Si P esset functio ipsius 2 tantum, puta X, tum po-
sito z == Xv erit : _ '
== (G- u+x@:‘f) et (2)=X(}), tum
od gaX: 28}; 28
aﬁ)~—(axz)- o) X G) -
da aa »
(Bxazy—"ax( )+X(Eﬁa‘l_y)‘-‘
od od
a;): =X ( v) _

Corellarium 2.

242, Transformatio haee easdem variabiles & et f servat,

et tantum loco functionie 'z alia v introducitur ; cum ante manente

eadem functione =z, binae variabiles = et y ad alias £ et w sint

reductae. Ex quo hae duae transformationes genere. sunt diversae.

Scholion {.

243. Casus simplicior fuisset, si per additionem posuissemus

z==P-1 v, ut esset P functio quaedam data ipsarum x et ¥3;
verum tum transformatio ita fit obvia, ut investigatione non indi-

S + &

geat ; est enim manifesto
D=+ @ &
2=+
(aiaaz (a%?ai)‘{‘ (aa:?ai) o
&=+ G-

Neque vero etlam formas magis composntas evolvk nécesse est, ve-

lutl 81 ponamus z_._]/ (PP 4-wv) , quandoquldem talis. forma vix
unquam usum: foret babitura.

I
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Scholion 2.

944, Praemissis his principiis et transf‘mmaﬂmnbus nego=
tium aggrediamur , et methodos aperiamus, ex data relatlone inter
formulas differentiales secundi gradus, et primi gradus, itemque ipsas

l chll]UtatES punc1 nales, harum ipsarum ‘relationem mvestlgandl. Hie

scilicet praeter ipsas quantltates , i/ el z, earumque formulas dif-

% ferentiales primi gradus (a—) t(ay) aconsxde;ndae vg:;lunt tres
doz % E3

; formulae dlfferentzales secundi gradus (373), (a_x'a}) et (ayz)" qua-

TUm vel una , vel bxnae vel omnes tres in relationem propositam
ingredi possunt ubi insuper ‘ingens discrimen formulae primi gra-
dus, sive in relationem ingrediantur , sive secus, constituunt. Non
solum autem nimis longum foret ommes cornbmatmnes uti in prae-
cedente sectione fecimus, prosequi, sed etiam defectus idonearum
methodorum impedit, quo minus singula quaestionum huc pertinen-
tium genera percurramus. Caplta. ngtur peltractanda ita mst]tua-
» prout methodus solvendi patietur, ea, wubi nihil praestare li-
cet, pemtus praetermissuri.
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