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YARIATIONE FORMULARUM INTEGRALIUM TRES
VARIABILES INVOLVENTIUM, QUARUM UNA
UT FUNCTIO BINARUM RELIQUARUM
: SPECTATUR. -

Problema {10
459,

L [ - . : v . u ' :
Formutarom integralium huc pertinentium naturam evolvere, ac ra-

tionem qua earum variationes investigari conveniat, explicare.

- Solutio -
Cum tres habeantur -variabiles @, ¥ et =, quarum una = ut
functio binarum reliquarum z et % est spectanda , etiamsi in ipsa
variationis investigatione ratio hujus functionis Ppro incoguita haberi
debet , formulae integrales quae 1a hec calcull gemnere occurrunt,
plurimum discrepant ab iis, quae circa binas tantum variabiles pro-
f poni solent. Quemadmodum enim talis forma integralis /° Vo, ubi
¥ duas .variabiles x et y implicare ceusciur, quarum y ab x pen-
dere concipitur, gquasi summa omnium valorum elementarium Vox
per omnes valores ipsius -z collectorum considerari® potest-; ita
quando tres variabiles x, gy et z habentur; quarum haec z a bi-
nis @ et y simul pendere concipitur, integralia’ hue pertinentia eol-
lectionem omnitm elementorum ad. omnes -valores tam ipsius &,
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quam ipsius y relatorum involvunt, ideoque duplicem integrationem
alteram per omnes valores Ipsius z, alteram vero ipsius z ele-
menta congregantem requirunt. Ex quo hujusmodi integralia tall
forma //Voxgy coffineri debent, qua-scilicet duplex integratio in-
nuatur ; cujus evolutio ita institui solet, ut primo altera variabilis
y ut constans spectetur, et formulae /° Voz valor per terminos in-
tegrationis extensus quaeratur; in quo cum jam @ obtineat valo~
rem vel datum wvel ab z peadentem, hoc integrale JSVoz in funetio-
nem ipsits 'y tantum abibit, qua in 9y ducta superest ut integrale
Soy/Voz investigetur , .quae '€rgo forma’ f@y/0Vda hoc modo
tractata illi //VOx Dy acquivalere est censenda. Ac si ordine in-
'verso primo quantitas x constans accipiatur, et integrale /Voy
per terminos praescriptos extendatur, id deinceps ut functio ipsius
x spectarl et'integrale quaesitum 0z /V oy inveniri poterit. Per=
inde autem est ulro modo valorem integralis formulac duplicatae
S/ Voxpy utamur.. ‘

Cum igitur in hoc genere aliae formulae integrales misi hu-
jusmodi //Voxzpy occurrere nequeant, totum negotium huic redit,
ut quemadmodum hujusmodi formae variationem inveniri oporteata'
ostendamus. Quoniam autem quantitates = et y variationis exper-
tes assumimus, ¢éx ils quae imitio sunt demonstrata facile colligi-
tur fore ‘ ' '

S/ Voxdy — [/OVOzy , |
ubi 0V variationem ipsius V denotat ; hicque integratione pariter
duplici est opus, proxsus ut modo ante innuimus.

Corollarium 1.

: £60. Si ponamus integrale //Vow dy == W, oum. sit
SO /mVoy =W, erit per solam =z differentiando: ' |

Yoy = G
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B W

hincque porro' per y differentiando V == (555,) 3 unde patet inte- ;

aBW

grale W ita ‘comparatum esse, ut fiat V"“‘(axay

Corollarium 2.

164. Cum duplex integratio sit instituenda, utraque quan-
titas arbitraria introducitur ; altera autem integratio loco constantis
functionem quameunque ipsius x quae sit X, altera autem functio~
nem quamcunque ipsius 7, quae sit Y invehit, ita ut completum
integrale sit | :

f/Vomdy = W 4 X 4~ Y.

C,o'rollarlum 3.

162. Hoc etiam per ipsam resolutionem confirmatur, fit

enim primo

Sy =3 4+ &, b & =

Tum vero fit V_(gz-;;), quia neque X neque —x ab y pendet

Quare si fuerit (gig';) — V, erit integrale completum

SVozdy = W + X 4 Y.
. Scholion {.

163. Omnino autem necessarium’ est, ut indoles hujusmodi

formularum integralium duplicatarum //Voxzdy accuratius examini
subjicietur , quod comniodissime per Theoriam superficierum prae-

stari poterit. Sint ergo ut hactenus x et y binae. coordinatae or-
thogonales in basi assumtae, AX ——ax, XY —y, cul in Y norma-
liter insistat tertia ordinata YZ — = ad siperficiem usque porrecta.
Si jam binae illae coordinatae z et y suis differentialibus crescant
XX/ =9z et YY =y, inde basi oritur parallelogrammum ele-
mentare YaxyY/ — ozdy, cui elementum formulae integralis conve-
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nit. Ita si de soliditate a superficie inclusa sit quaestio , ejus ele-
mentum erit —— zdx 9y, ideoque tota soliditas ___ffzaxay,_s1 su-
perficies ipsa quaeratur , posito dz — podx - pOy, erit’ ejus ele-
mentum huie rectangulo dz dy imminens

= 0zdyy (I + pp ~+ PP,
ideoque ipsa superficies :

= Jf0zdy ¥ (4 - pp + PP,
ex quo generatim intelligitur ratio formulae mteglalls duphcatae
SSV0zdy. Quod si jam talis formulae valor quaeratur, qui
dato spatio in basi veluti ADYX respondeat, primo- sumta z  con-
stante investigetur integrale simplex /Vgy, ac tum ipsi- y assigne-
tur magnitndo XY ad cusvam DY porrecta, quae ex hujus curvae
natura aequabitur certae functioni ipsius z.  Sic igitur 9z £V oy
exprimet formulae propositae elementum rectangulo XYaX’ — yd=
conveniens , cujus integrale demuo sumtum /Qx/VJy et ex sola
variabili @ constans, tandem' dabit valorem toti spatio ADYX res-

pondentem , srqmd‘em utraque mteglatlo adjectione constantls rite
determinetur..

Scholion 2.

164. Tta se habere debet evolutio hujusmodi formularum
~intégralium duplicatarum, si ad- figevam: in- basi datam veluti. ADYX
fuerit accommodanda; sin autem utramque: infegrationem indefinite
expedire velimus , uwt primo sumta z constante quaeramus integrale
S Voyy quod rectangulo elementari XYy X’ — ydz convenire est in-
telligendum , siquidem in dz ducatur, deinde vero. in. integratione
formulae /0x/Voy quantitatem zy == XY eandem manere concipia-
mus, sole & pro variabili sumta., tum wvalor prodibit rectangulo
indefinito APYX — =z respondéns, si quidem constantes. per
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ulramgue jmeglatxonem ingressae debite definiantur. At st spatil
istius reliqui termini praeter lineas XY et PY ut indefiniti specten-
Ctur, mtng1a1e //'VOxdy recipiet .binas functiones X ~+Y indefini-
tas, illam ipsius =, hanc -vero ipsius z. Quodsi ergo ad calculum
maximorum et minimorum haec . deinceps accommodare velimus,
quoniam maximi minimive proprietas, quae in spatium quodpiam
datum ADYX competere debet, 51mulquoque cuivis spatio indefinito
veluti APYX conveniat necesse est, duplicem illam integrationem
modo hic exposite indefinite admnnstrari conveniet,

Problema 26.

i65. 81 V sit formula guaecunque .ex’ ‘ternis variabilibus
%, 1/, = earumgue differentialibus .composita ., invenire wariationem
formulae integralis - duplicatae //Vozdy, dum quantitati z, quae ut
functio binarum x et y spectetur, wariationes quaecunque tribuuntur.

S O ‘]. u t“i O.
Ad speciem differentizlium tollendam statuamus

=, =G | |
, 3
=69 P) @, =
, ”F)”ﬂ( ()»”“(Vﬂ).”"(%
«at V fiat functio quanmatum ﬁmtalum z, Y, B, P> P, R q’, q )
¥, 7, r?, ete. Tum ponatul ejus dli’.f’ere,ntlale
BV”‘”Lamw;-MByva«Naz—!— P op -—;—Q Bq +R or
P"ap + Q' ¢’ -+~ R’ D1 |
*+" O//aq// _+_ R//a}./f
-+ R///a]/f/ ‘

ete.,
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eX quo cum simul ejus variatio 8V innotescat, ex problemate prae-
cedente colligitur variatio quaesita : . o :

Noz+Pd +0Q d¢9 + R Or =+ ete.

o . -I—P/SP/-I-«Q_/ Bq/ ..+..R,/ 5}./
. afvaamay :ffaa”ay o , - Qxxgq// o R 307 -

o —+ R#/3p

ete.

Quodsi jam uti §. 154. fecimus, ponamus variationem 0z — w,
quam-ut functionem quamecunque binarum variabilium = et y spec-
_tare licet, indidem istam variationem concludimus fore

No+P @D +Q EX+R &Y +ete.

L PG (2 R ey .
&/ Vody = ff dxdy | 4 Q7 (aa'_f;;;) + R” (a_aga%)'
_ - b o R (%f)
efc,

"(Jf"bro'llariﬁl'ﬁ L

166, Si ergo utriusque functionis z et 3z —= ‘indoles,
seu ratio compositionis ex binis variabilibus_'x‘et'y esset data, tum
per praecepta ante exposita’ variatio-formulae integralis duplicatae
[/ Vozdy assignari posset ; quomodocunque quantitas V ex variabi-

lbus =z, y, % earumque differentialibus fuerit conflata.

Corollarium 2.

167, - Totum scilicet negotium redibit ad evolutionem for-
mulae integralis duplicatae inventae, quae cum pluribus  constet
partibus , singulas partes per duplicem integrationem , utl ante ex-
Pplicatum , tractari conveniet. : - '

Vol. III . ‘ 61
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Scholion. .

168, @uando autem ratio functionis z non constat, sas

gue demum ex conditione variationis elici debet, ita ut ipsa varia-
tio d2 == w nullam plane determinationem patiatur, quemadmodum
it si formula S/ Voxoy valorem maximum minimumve obtinere
debeat ; tum omnino necessarium est, ut singula variationis in-

ventae 5ffVaxay membra ita re ducantur ut ubique post signum

-integrationis duplicatum non valores differentiales variationis 0z —uw
sed haec ipsa variatio occurrat; cmusmoch reductione jam supla
in formulis binas tantum variabiles: involventibus sumus usi.  Talis
autem reductio, cum pro formulis mteglallbus duphcatls minus it
consueta, accuratiorem exphcatlonem postulat.  Cuem m ﬁnerr_l ob~
servo , hujusmodi reductione perveniri ad formulas simpliciter inte-
srales, in quibus alterutra tantum quantitatum 2 et y pro variabili
habeatur , altera ut constante spectata, ad quod indicandum , ne
signa praeter necessitatem multiplicentur, talis forma /Tox denota-
bit integralae formulae differentialis Tox, dum quantitas gy pro
constanti habetur ; similique modo intelligendum est in hac forma
/T2y solam quantitatem y ut variabilem considerari, ¢nod eo ma-
gis perspicuum est, cum hac conditione omissa , hae formulae nul-
lum plane significatum essent habiturae. Neque ergo in posterum
opus est declaram, si T ambas varisbiles = et y complectatur,

umra earum; m fmmuhs mtegrahbus 31mphc1bus j‘Tam vel fTay,‘

sive. vauabllls acmplatur, cum -ea sola, cujus dlﬁ‘elen‘aale expri-

mitur , - pro vanabxh sit habenda. ‘In formulis autem duplicatis
S/Voxoy perpetuo tenendum est’, ‘alteram ihtegrationem ad solius
a, alteram vero ad solis y varlablhtatem adstringi, perindeque
esse, utra integratio prior instituatur.

Problema 21. L

169.7 Variationem formulae integralis duplicatae // Vo= 07,

T

e
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in praecedente problematae inventam, ita ‘transformare, ut post
signum integrale duplicatum ubique ipsa variatio dz._.._m occur-

“rat, exturbatis ejus differentialibus.

. SOlﬂ T i O
Que haec transformatio latius pateat, sint T et v functlones
quaecungue blnalum vauablhum z et .y, et consideretur haec for-
inula duphcata ffTE)may (ﬁ ), quae separata integrationum  varie-
tate jta wplaesentetur S0y T oz (a-), ut in integratione, _/'Tam )

sola quantltas a ut variabilis spectetur. Tum autem erit oz (a = a

quia ¥ pro comstante habetur , ideoque ﬁet

STov = Tv — fvaT

ubl cum in differentiali 9T scliué' variabilis 2 ratio habetur, ad hoc
declarandum loco @T scribi convenit 9z (gE) , ita ut sit

/Taa:( ) = Tw —-fvax(a )
hineque nostra formula ita.'prodeat reducta

ffTBxay( 5% = STwoy — ffvaa"ay(
Sm‘uh modo -permutatis variabilibus consequemur

S/ Toxdy (2 D =S Tvdw — ffvamayi

Hoc jam quasi lemmate praemisso , vanatlonls in praecedente pro
blemate inventae reductio ita se habebit

J/B dady ca 7 = /Pudy — [fwdady <a )

S[SPdady (55)‘ = /Puox — ffw-axay (*—— -
Porrg ‘pro seqﬁentibus membris  sit primo ( ),___,,v. ideoque
aaw)__ =2), unde colligitur '

61*
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/7 Qdxdy @28y = /Qdy G2 ~— /1 dzdy G G2 ,

ac postremo membro similiter reducto , fit

17 Qdwdy G == /Qdy G — Judy G2 >+ Sfudady . !
Per eandem substitutionem habebimus (axay) "“‘( ), hmcque
S/ dady (i) = S 0w (G2 )——/‘Jaxay( .G, sen

QL amdy (o) =/ Q0 (52 — Swdy (ﬂ)—-kf/maﬂfay &2,

quae fontna ob
S 0z (b“”) = Qw — fudzr &Y,
abit in hane
S dady (2o = O’m — fudw (a,g By (§j§y
| ' — [0y (g

tum verc pro tertia forma hujus ordinis nanciscimur -

aam jmam( )+ffwaxay<ay,>

Porre ob (a ;,) - (gaq;) . manente v = (3 “y , ﬁet
J/Ro=dy (gi';’) — /Ry 3 — Sody G2y + fdady B2y et
S/ voxdy (a_x?) — AT (gfﬁ) ffmaway (373)-,
ita ut sit . _
S/ RIwdy Gy = fRay 2% — /oy G2 G5 —+ /uidy (aa“>
o x® d x#? dn’ ‘% gx3
— [[w0zY (a—xa') - '
Deinde ob (axgay) — (aiaa";) , erit '
SR Ozoy (gfaﬁ) —= R'v — fuox ( ) --l-—-ffvaway (gzg;
| - fvay (

et quia hic
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Sfodady caiaaP;) == f0dy <§j§;

concludimus’ fore

/‘fR’away g =

SRy cmy,' =R G —/ Gy Gy +/udw (55

-+ /P wgy
o SPwdx

/Y GD
=S axca°

f(ax)a (

Tandem pelmutandls # et y hine colhglmus

485

/fwaray (axz a_’)’) kS

) ~+ JSwoy cSZé’;,

— [fwozdy (gza—a{;) .

goR’

/& 0u >—~ ffmaway & e
ffR”’axay( oy = SR 29— 1 &) 93 G + / wda &)
C— [fox0y (35;
Q_uos valores si substituamus , rep'erimus
N—~(a B Oy — G+ ete
33 ¢’ PR,
: ‘ ( ) (575=) — (5050)
of/Voxdy = ffudxdy <& - %’gg"f, aa’g 1:3?
4 (525 ) — Gogoe) -
. 0y* R
aBB_IH
— (55 53 )

—-fcoay (’a"“g) + Q'
0 fudy G

+ fQ Dz G2 — fwa:c &

00w

/Ry @29 4R (2% 10 G

A -_»R”cgﬂ) /03y &y
+fway<aaif‘) A aycf;’j;;

" Corollarinm

)-—l—fwax (Bxay) /W ax(

f(ay)ay@l’“) /R 3w (aa )

—/ &de (ax> — 13 0 (P""
aan

" 170. Hujus expressionis pars prima satis est perspicua,
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reliquae vero partes commode ita dispom possunt, ut earum ratio

comprehendatm
- DOR , ;8097 IR
BN/ B S L
Jwoy —-'(ag) ~+ (5735) ete —;—fwa:fc ' -—L-'(%%) (axg ——) ete.
Ceam ) -
’ dR COY
du 5 3 R—Gete, Q7 — (52 ete.
ALl / 3y % fca =) 0 (apff
33w, oy 90w
-+ [ ( ax,) dy (R — ete.) +~ S (55 0z (R — ete)
Q’m (—) ete. -+ ( a—%) (R’ — ete)
“t ) BR(I R// .
— (557 (ay)( — ete).

Corolla‘rfu‘m 2.

+74, Hie levi attentione adhibita mox pateblt quomodo

istae partes ulterius continuari debeant, si forte quantitas V diffe-
rentialia altiorum graduum complectatur. : -

~

Corollarium 3.

172. Tn harum formularum integralium aliis, quae diffe-
ventiali dy sunt affectae, quantitas x comstans sumitur, cui tribui-
_tur valor termino Integrationis conveniens; aliis vero quae diffe-
rentiall 0z sunt affectae, 7 est constans et .termino  integrationis
aequalis, unde patet in terminis 1ntegrat10num tam x quam y ve-
cipere valorem constantem,

Scholion.
173 Haec ergo variationis formula ad eum casum est ac-
commodata, quo ufriusque integrationis termini tribuunt tam ipsi z
quam ipsi g valores constantes. Veluti si de superficie fuerit’
" Bg 7. quaestio, formula integralis //Voxgy ad rectangulum APYX in
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bast assumtum est referenda; ejusque ‘valor ita- definiri debet, ut
sumtis 2 —= 0 et & == 0, qui sunt valores initiales, evanescat, guo
facto statui opertet = == AX et y == AP, qui sunt valores ﬁnales
atque ad eandem legem ipsa variatio inventa est expédienda. ()uod-

‘81 jam ea guaeratur . superficies, in qua formulde ffVaan hoe

modo definitée valor. flat maximus vel minimus, ante ommia necesse
est, ut pars variationis prima duplicem integrationem involvens ad

.nihilum redigatur, quomodocunque variatio 5z.___ t acuplatur unde

haec nascetur aequatio
— 3 CAY
0 == N — ( =) — ) - etc.
E)SQ 8311’
) + (asca_'y . Bm*ay)
aaQH . aaRN
+ (555 = ()
= _ (°R™
- G

il

gqua natura superficiei hac indole praeditae exprimetuf Constan-

tes autem per duplicein integrationem ingressaé ita detelmmau de-
bent, ut reliquis variationis partibus satisfiat.

_'Scholion 2.

174. Quo haec investigatio in se faxime abstrusa exem-
plo illustretur , ponamus - ejusmodi superficiem investigari- debere,
quae inter omnes alias eandem soliditatem includentes sit minima.
Hune in finem efficiendum est ut haec formula mtegrahs duplicata

fToxoy [= Fay (4 4 pp + PPO1,
maximum minithumve evadat. Cum ergo sit
V=z-4ay (4 4 p 4+ pp), eit
L—=0, M—= 0, N = 1¢,
atque '

‘v

— ap ;o ap
P = IR A ey ¥

vV (4 = pp 4 2p)
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ideoque ‘ '
. 0V — Noz —+4- Pop -+ Rop/,
~ existente S
0z =— pox ~ poy.
Quare superﬁoigi‘quaesitae natura hac aequatione exprimetur
N—(g (ay)ZO seu i:(g—g) —l—'_‘(giy)-

Est vero .

P\ a o, _a__fg> - (Bp ):I
(B_E)'"'" (1 + pp +p,’p’)§'[(i PP (B z) P \5=
5 : o) = ()
— j— . ) 1 —— [
(By) T (4 A pp PP [( SR (59 L oy

ap’
550"

(i epp R ( )__ (___) ,'
- (1 +p'p) 5 2pp’ 3

l +(1+pp)(y

quam autem quomodo tractarl oporteat, haud patet, etiamsi facile
perspiciatur , in ea 'aequ_ationem pro superficie sphaerica
| 2z == ce — X — YY, _

quin etiam cylindrica 2z —— cec — yy contineri.

‘ubi notetur esse (g—P = Ex quo ista obtinetur aequatio

w4



