CAPUT VI

DE

VARIATIONE FORMULARUM DIFFERENTIALIUM TRES VA-
RIABILES INVOLVENTIUM, QUARUM RELATIO UNICA
AEQUATIONE CONTINETUR.

Problema ih.

141,

Proposita aequatione inter tres variabiles =, y et =, quibus varia-
tiones quaecunque dw, Oy, Oz tribuuntur, definire variationes formu-

larum differentialium primi grados
. Oz ; . 0%
p =) ¢ P = @)
Solutio.

Cum unica aequatio inter tres variabiles dari ponmitur, quae-
libet earum tanquam functio binarum reliquarum spectari potest.
Erit ergo z functio ipsarum x et ¥, et meminisse hic oportet ex-

presqlonem (a %y = p denotare rationem differentialium ipsarum 'z

et =, si in aequatione illa data hae solae ‘ut variabiles tracten-
tur , tertia z pro constante habita, quod idem de altera formula

(g ";’) == p’" est temendum. Simili' modo -ipsae quoque variationes
dx , Oy, 0z ut functiones infinite parvae binarum variabilium z et
Y gpectarl possunt, quoniam si etiam a tertia =z penderent, haec
ipsa est functio ipsarum = et y; unde simul intelligitur . quid
istae formulae '

o0z ofz od. ov | as as
(G s (5, dtem (5, (5D et (55 (5,
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significent, - Cum igitur valor ‘variatus formulae

9 Y
& —p sit p 5 = Gotay

si scilicet hic variabilis y constans sumatur, erit hac conditione

observata

__. Oz—t-ofz ddz dzddw
p —+ op = (ax+aax) = (ax+ %  Fai)e

propterea quod variationes Oz et 0% prae z et z evanescunt. Hine
ergo ob (a_x) —— p habebitur variatio - quaesita

BP — (aé“z . (ax a;"::) - (85z —p (aaa:)T

quarum formularum significatus, cum tam 3z quam Jda sint functio-

nes ipsaram =z et 7, hicque ¥y constans habeatur , per se est ma-
nifestus. Slmlh autem modo reperletur fore

Bp — (aé“z aay) ,

ubi jam variabills @ pro cgnst_ante habetur.

Corollarium {.

{42. Hic omnia ad binas variabiles x et y sunt perducta,
atque ut earum functiones spectantur, non solum tertia z, sed etiam
omnes tres variationes Oz, Oy, 0% : manifestum autem est, has tres
variabiles pro lubitu inter se permutari posse.

Corollarium 2.

143, Sufficit autem his binis formulls pro differentialibus
primi gradus uti, quoniam reliquas ad has redugere licet, siqui-
dem sit '

& = f,— (ay) —

g — — Y
ubl p et p’ sunt functiones bma-uim z et i,
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: C.orollarium 3.
144; Inventis t‘ergo' variationibus harum duarum formularum
P = (g—;) et p/ = (955‘),

-reliquarem formularum modo .memoratarum wamationes hine facile
‘reperientur.  Erit enim

o dp AR bz 1 98z
6(-— ~ 3% — " 3P (Bx) (33‘)3
By f‘.’P_ — 1 df= 1 86_-)-'
S (D= iy = iy (50 (5 5
Sp I PR p 86‘9_ - Az, p aay
S(Bm)_—. % N—l—P‘“PFM r (Bx ( pr(ay> a( )

Scholion {.

145. Hic ante omnia observo, formulas differentiales cer-
tum valorem habere non posse, mnisi duo differentialia ita inter se
comparentur , ut tertia variabilis, si tres habeantur, seu reliquae
omnes, si plures adsint, constantes accipiantur. Tta hoe casu quo
inter tres variabiles x, y et z unica aequatio datur, vel saltem
dari concipitur, formula g—z nullum plane habet significatum . nisi
tertia variabilis z constans sumatur, quam conditionem vinculis in-
cludendo hanc formulam innuere ‘consueverunt, etiamsi- ea tuto
Omltt! possent, quoniam . alioquiri ne uilus quidem significatus ades-
set. Quod quo magis perspicuum reddatur, quaecunque aequatio
inter ternas variabiles =, 7, = proponatur, ex ea valor ipsius z
elici concipiatur, ut z aequetur certae functioni ipsarum z et y,
ejusque sumto differentiali prodeat dz —= pdx —+ p'dy, ubi iterum p
et p’ celtae erunt functiones ipsarum x et g, idque tales ut sic
( ) . . Sumta nunc g constante fit dz——pdx .seu p'“-( =2,

sumta ﬂutem x constante prodit p ____(5—) Tum vero etiam ma-
Vol. IIL 5O




Fig. 4.
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. - 3 — s .
nifestum est, sumta z constante fore 5%:—?? , hujusmodi autem

formulas excludi conveniet, quando tam % quam variationes 3:1:, Sy,
et 0z ut functiones ipsarum = et y- repraesentamus.

Scholion 2.

146. Ex Geometria hoc argumentum multo clarits illue-
strare licet.- Denotent enim tres nostrae variabiles =, g, = ternas
coordinatas AX, XY, YZ, inter quas aequatio proposita certam
quandam superficiem -assignabit, in qua.ordinata YZ —— z termina-
bitur, quae utique tanquam certa functio binarum reliquarum AX =z
et XY-—y spectari potest, ita ut sumtis pro lubitu his binis 2 et
y, tertia YZ—— =z ex a,equationé proposita determinetur. Quodsi
jam alia superficies guascunque concipiatur ‘ab ista infinite parum
discrepans, eaque ita cum hac,comparetur, vt ejus punctum quod-
vis z cum propositae puneto Z conferatur, ita tamen ut interval-
lum Zz sit semper infinite parvum, variationes ita repraesentabun-
fur, ut sit . _
0r — Az — AX — Xo, dy == ay — XY et
' ‘ 0z == yz — Y7,
et cum hae variationes prorsus arbitrio mostro permittantur , neque -
ullo modo a se invicem pendeant, eae ctiam tanquam functiones
binarum z et z spectari possunt, idque ita ut nulld a reliquis
pendeat, sed unaquaeque pro arbitrio fingi queat. Quin etiam hinc
intelligitur, quoniam superficies proxima a proposita diversa esse
debet, neutiquam fore ' :

0z = pdx - p'dy,
siquidem pro superficie proposita fuerit

0z == pox -+ p'oy, | |
alioquin punctum z foret in eadem Superficie, ex quo omnino ter-
nas functiones ipsarum x et y pro variationibus oz, Jy et dz ita
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comparatas esse oportet, ut non sit

8z — px - pf o1
sed potius ab hoc valove quomodocungue diserepet; ubi quidem
imprimis notandum est, has functiones ita late patere, ut disconti-
nuae non excludantur, a.thue adeo- pro lubitu variationes tantum in
_unico puncto vel saltem exiguo spatio co'nsti_tui' gqueants Ne autem
hie .ulli dubio Jocus relinquatur, probe notandum est, ex eo quod
ponimus z ejusmodi functionem ipsarum =z et ¥, ut sit

0z =— poz -~} poy.,
minime sequi fore- quoque .

| 0z == pdz -+ pdy,

‘ quemadmodum supra assumsmus', - propterea quod hic ipsi z pro-
priam tribnimus variationem mneutiquam pendentem a variationibus
Ipsarum x et 7.

"Problema 16.

147. Proposita aequatione inter tres variabiles =z, y, z,
guibug variationes quaecunque Jx, Oy, 0z tribuuntur, investigare
variationes formularum differentialium secundi gradus

59z - 23z v m.
9 = G@, ¢ = (axay) et ¢7 = G,
Solutio.

Hic iterum =z spectatur ut functio ipsarm 2z et y, quarum
etiam sunt functiones ternae variationes dx, dy, d=, nullo modo a se
invicem pendentes. Quoniam in pxaecedente problemate posulmus

p = (ax) et p/ == (ay),
his formulis in subsidium vocatis habeblmus
4=, ¢y =& =@, tg =&

69 * -
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hlcque ratio variationum dp et §p est habencla quas invenimus

] ‘ 86’
3p —-(ax)“‘ &y et p' = (ay) y)
Simili ergo modo caleulum subducendo réperiemus primo ’
39 = (aap aax) i
_ 7

ubi (%%P) invenitur si valor Jp differentietur posita z constante, ac

differentiale per Jz dividatur , unde oritur
a5 993 a6 294
EH =GN — G —pl5a), ob g=h,

unde concludimus -

886‘2: obx L
2 (“""_) (axa )

Eodem modo ob q’.::'_. ~.-—~), erit
' § D
3¢ = (GhH — ¢ G at
65? aaﬁ'z an a8z
| ) = Gy — 7 (&) — P Gy
ideoque
33 ) ) 3
=G —7G—7 G PG
Alter autem valor ¢/ — (aP) simili modo tractatus praebet
93 ¥ e ED)
6 = _ (axa;) - q ( 5=) — ( D’) ""P (aig‘z) >

cujus valoris ab illo discrepantia incommodum involvit mox accura-

//._

- . - , - -
tius examinandum. Ex tertia autem formula ¢ g%) elicitur

& ) god
3(]’7 - (agyﬂz) —_ q//(%_;j) - (dyzy)

Scholion {.

148, In originem discrepantiae variationis d g’ ex gemi-
no valore ‘
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g =& = &b

natae’ inquisiturus, observo in his formulis variationcm exprimenti-
bus, .vel quantitatem x vel quantltatem y pro constanti haberi,
prout denominator cujuscunque membri declarat. Verum si quan-
titatem = constantem manere sumimus, utcunque interea altera g
mutabilis existit , natura rei postulat, ut etiam variationes ipsius =
nullam mutationem subeant, quod autem secus evenit, si variatio oz
quogue a quantitate y pendeat, quod idem de altera variabili y,'
dum constans ponitur, est ténendum. Ex quo manifestum est, si
variationes dz et dy simul ab ambabus variabilibus z et y pen-
dere sumantur, id ipsi hypothesi, gqua alterutra perpetuo constans
ponitur, adversari, Quamobrem hoc incommodum aliter vitari ne-
‘quit, nisi statuamus, variationem ipsius x prorsus non ab altera va-
viabili &, neque hujus variationem o0y ab altera = pendere. Sin
autem dz per solam z, et Oy per solam y determinatur, ut sit
et (a;”) — o0 o & =0,
erit etiam

aa dx
6‘::0 ay

0.8y

>y = 0 et. <8xay) = 0

sicque ambo illi valores discwpantes pre d¢° inventi ad consen-
sum perducuntur.

Scholion 2.

149, Omnibus autem dubils in hac investigatione felicissi-
me occurremus, si soli quantitati z variationes tribuamus, binis re-
liquis « et y plane invariatis relictis, ita ut sit tam Jz=—0 quam
dy == 0, quo pacto mon solum calculo consulitur, sed etiam usus
hujus calculi variationum vix restringitur. Quodsi enim superficiem
quamcungue cum alia- sibi proxima comparamus, nihil hmpedit, quo-
minus singula propesita superficiei puncta ad ea proxima puncta
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referamus , guibus eaedem Dbinae coordinatae @ et z respondeant,
solague tertia z variationem patiatur. Quin etlam haec suppositio,
cum ad formulas integrales progrediemur, eo magis est necessaria,
quandoquidem semper totum negotinm ad cjusmodi formulas inte-
grales perducitur, quae duplicem integrationem requirunt, -in qua-
rum altera sola z in altera vero scla g ut variabilis tractatur;
‘nisi ergo harum variationes nullae statuantur, maxima incommoda
inde in calculum inveherentur; qui cum per se plerumque sit dif-
ficillimus , minime consultum videtur,  ut ex hac parte difficultates
multiplicentur. Quamobrem hanc tractationem ita sum expediturus,
ut in posterum pelpetuo binis variabilibus # et y nullas plane va-
riationes tribuam, solamque tertiam =z variatione quacunque dz au-
geri assumam , ubi quidem dz ut functionem gquameunque ipsarum
2 et y sive continvam sive discontinuam sum spectaturus.

“  Problema 17.

150. Si z fuerit functio quaecunque ipsarum x et gy, ei-
que tribuatur variatio 0z pariter utcunque ab x et y pendens. in-
vestigare variationes formularum omniwm differentialium cujuscun-
que ordinis.

Solutio.

Pro differentialibus primi gradus habentur hae duae formulae
o= A
/—— (2%

p = ( 5o et pl = 5y
quarum variationes-cum x et y nullam variationem - pati concipian-
tur , ex supra inventis ita se habebunt

iz o9z

S op == (——) et Op' — G55

Pro differentialibus secundi ordinis hae tres formulae habentur

— aa —_ aaz — ddz
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ita ut sit -
. ap ¢ BBy e B A - X
q --—- (a_x) y @ == (ay) — (BJC) et g = (E")’_) 3
quarum variationes. ex -praecedente problemate ob dzx = 0 et
0y == 0 sunt '

—— ,00¥ —— 008 99!
8‘7 e (ax_:') s, 55]’-——- (a__m'a—y) H 8(]”:—-" (aayaz)'

Simili nodo si ad differentialia tertii ordinis ascendamus, hae qua-
tnor formulae occurrunt

e O WY L ¥ /R LT e O
r= G J’-—-_——(é?:?ya 7/—(3—3533,—2): 1//|——-(§5;§):

quarum variationes ita expressum iri manifestum est

. 002 o 1 O°0% 7
3} - (-é-.x‘T)’ 5} —— (axza_'y): 8’ — (axayz

0% g 0%z
), or *—'—(3'..},7)1

unde per se patet, quomodo variationes formularum differentialium
superiorum ordinum sint exprimendae. C

Corollarium 1."

15¢. Hinc jam manifestum est, fore in genere pro for-
' oL

la differentiali cujuscunque ordinis [ —m 0=

ejus variationem

oF Y3z :
ot » 1 qua forma superiores omnes continentur.

Corollarium 2.

152, Deinde etiam perspicuum est, introducendis loco dif-
ferentialium primi ordinis litteris p, p’, secundi ordinis litteris ¢,

¢, q7, tertii ordinis litteris r, #, r”, ¥, quarti ordinis litteris s,

sy 8%, §'%, s77, ete. speciem differentialium tolli, quemadmodum
etiam supra hujusmodi litteris speciem differentialiom sustulimuys.
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Seholiomn.

153. Quoniam binae variabiles @ ¢t g prorsus 2 se in-

vicem non pendent, ita ut altera adeoc eundem valorem retinere
queat, dum altera per omnes valores possibiles variatur, evidens

oy

est |, hujusmodi fo;‘mulam differentialem el 'quippe quae nullum

plane significatum certum esset habitura, in caleulo nunquam lo-

cum invenire posse. Conira vero cum guentilas =z sit functio ip-
o

sarum x et ¥, hae formulae (ﬁ}, ( ) et reliqguae omnes quas

supra sum contemplatus , definitos -habent significatus , neque ullae
aliae in calculum ingredi possunt. Deinde quia semper quaestiones
huc pertinentes eo veducere liget, ut = tanqu&m funetio binarum

x et y spectari possit, ejusmodi formulae (a 'y, ubi guantitas z

esset pro constanti habita, hinc prorsus excluduntur, neque ullae.

aliac practer supra memoratas in calculo admitti sunt censendae,
sicque omnes expressiones a formulis integralibus liberae praeter
ipsas variabiles z, ¥, alias formulas differentiales non implica-
bunt praeter eas, quarum variationes hic sunt indicatae,

Problema 18.

154. B8i = sit functio ipsarum 2 ef ¥y, eique tribuatur va-
riatio 8z uteunque ab x et y pendens, tum vero fuerit V guan-
titas quomedocunque ex tribus variabilibus 2, y, z earumque dif-
ferentialibus ecujuscunque ordinis composita, ejus variationgm oV
investigare. '

Selutioec

Ut in expressicne V species differentialium tollantur, pona-
mus ut hactenus fecimus

5
§
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;. L
p= &, p = G -
a9 — , 09 o 0%,
g = (a:;)’ y = (axfy), “ (ayz), |
, L |
ro= &5, = (3;:.'5) , ¥ (axayg} p (g%‘j;}
et ‘

qumum formularum variationes & .variatone ipsius z orimndas ita |
definimus, ut posita evidentiae glatla ista variatione 0z == @, quam.
vt functionem quamcunque binarom variabilium =z et y spectari

oportet , sit .

P= G0y =G,

29w — , 00w o aam

8(] p— (5;5 ? Bq/ o (300 aj,) ) 59’” ( 2) s
~ 3w . 3% _— e B0 0
SJT s (8—53) ) 51‘ (axﬁay) N 8;‘// — (axa_)f2 . 8]"-”// — (a ys) ,

ete.

Illis autem factis substxtutlonlbus eXpleSSIO p10p051ta V fiet func}im
harum quantitatom z, 'y, 2, 2, P 4 ¢ ¢7. , ¥, ¥, 1, ete.

Ejus ergo differentiale talem induet formam -

Y = Ldw - M3y -+ Noz + P Op —+ Q 3¢ R
4 POp - O’aq 4R art
+ O//aq// - R// ar/f
’ __+_ Rf//a} wi/
tﬁm

(Juoniam nuic formula V eatenus -tantum vauatlonem Tecipit , qua-

. tenus quantitates, ex qulbus compomtur variantur, binae autem =

et ¢ inumunes statuuntur, ejus variatio quam - quaernnus =<_311t-
3V == Noz -+ Pdp 4+-Q 3 - R ¥
4 PO -+ Q8¢ -+ RO
e Q//S(]// - R” 3¢
- RISyt

‘ gf.c. _ _ :
Vol 1L~ S . 6o
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ac si loco variationis 0z scribazﬁus w., habebimus variationes in-
ventas substituendo
3V == Nu ~ P (a % 4+ Q &y 4R (Y
+ PG+ QG R G
Q// (aa m) + R” (a?“ay_’)q.
4 R G5

“ete.

cujus formatio, si forte etiam differentialia altiozum graduum. in-

grediantur, - per se est manif‘esta.

Celol arlum {..

{55, Cum w spectetul ut: funcno_ binarum variabilium 2
et ¥, singularum partium , quae variationem oV constitmint, signifi-
catus est determinatus, atque haec vauatm perfecte deﬁmta est
censenda.

Corollarium 2

156. Quomodocungue autem expressio V differentialibus

sit referta , quandoquidem valorem certum indicare est censenda,

Fig. 6.

- substitutionibus adhibitis semper a. specie -differentialium liberari

debet.

€orollarium 3.

. 487, Bi nostrae tres variabiles -ad. superficiem referantur,
ut sint ejus eoordinatae AX —— =, XY —y, YZ ==z, sola ordinata
YZ ==z ubique incrementum. infinite parvum Zz — 8z — @ acci-
pere. intelligitur , ita ut puncta- z cadant in aliam superficiem. ab
illa infinite parum discrepantem.
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Scholion.

158. Dubio hic occurri debet inde oriundo, guod quanti-
tatem .z ut functionem binarum z et y spectandam esse  diximus :
quoniam enim ipsis .x et ¥ nullas variationes tribuimus, si in’ ex-
pressione V Jloco z ejus valor in = et ¥ substitueretur,, ea ipsa .
in meram functionem ipsarum z et y ‘abiret, neque propterea’ ul-
lam varlatllonem esset receptura. Verum notandum est; tametsi z
ut functio ‘ipsavum = et y consideralur, eam. tamen plerumque esse
incognitam , ‘quando scilicet ejus naturam demum ex conditione va--
viationis erui oportet; sin autem jam ab ‘initio esset data, tamen
dum variatio quaeritur, functionem hanc z quasi 1ncogn1tam spectari
convenit, minimeque ejus loco valorem per x et y expressum sub-
stitui licet, antequam variatio, quippe quae a sola z. pendet, pe-
nitus fuerit explorata.

*7

60°*




