CAPUT IV.

" DE
ATQUATIONIBUS DIFFERENTIO- DIFFERENTIALIBUS IN QUI-
© BUS ALTERA VARIABILIS UNICAM HABET DIMENSIONEM.

Problema 401,

831.

A_..-Sumto elemento gz .constante, si proponatur aequatio hujus for-

Cmae D0y +~P0x 0y~ Qyda®—=o0, ubi P et Q sint functio-
. ‘mes quaecunque ipsius x, eam ad aequationem differentialem primi

'gr-adu's revocare,

Solutio.

Ponendo dy——pdx et Op—q¢oz, aequatio proposita in-

- «duit hane formam ¢+ Pp 4+~ Q y== 0, in qua si methodo ante
.. iexposita statvamus p =y et ¢ — v gy, obtinebimus hanc inter z,

ideoque

- substituto pro v valore.

“u et vy aeguationem v —-Pu —+4 Q — 0, hincque v —= —Pu— Q.
‘Tum vero fit

Jdy—uyow et udy ydu——vyow,

_ ‘S'ita_ ut sit

jo¥s

8y — — v3x—0u
5 _ua';:_. m 5

Bu—{—uuax-{mPuax*-!—Qaa:::O»,_

Qua aequatione vesoluta erit Jy = fuox Vel sine his
10




"4 CAPUT IV.

gubstitutionibus siatim in ipsa aequatione proposita ponamus g —
e/u02 unde fit | :
dy=el*9¥ udx, et Doy=el*?*Quox+uu oz,

facta substitutione quantitas exponentialis eJ#3% ex calculo

et cum
praccedens aequatio differentialis primi gradus

tollatur, obtinebitar
au—|—r,;,uam.-]—Puam—l—Q_E)x: 0,
resolutione integratio aequationis differentio - differentialis

’

a cujus
propositae pendet.

Corollarium {4,

832, THaec aeguatio differentialis primi gradus pluribus mo-
dis in alias formas sibi fere similes transmutari potest. Veluti st

ponamus uw——M z, prodit
MIzarz(@Ma+PMIz)+MMzzdx+Qoax=0;
ubi pro M ejusmodi functionem ipsius 2 accipere licet, ut termi-

affectus evanescat, quod fit sl
— RO,

nus ipsa litlera =
OM~-MPpx—0 seu M—Ce

% o Corollarium 2.

§33. Similis forma prodit ponendo u:l:—, fit eniny
Ko oR KKRox KP Ox )
e SR = e T 42 - Q J =0 seu

Kdz—2@K+KP0x —Qzz0xz—KKogzw=o,

ubi secundus terminus, sumendo K — C e~/F3%  pariter evanescit.

Corollarium 3.

834, Similis transformatio generalius institaitur, ponendo u=
K - M g, prodit enim '




CAPUT IV. g

@K.-q-MBg—;—wal\/L&—KKBT+2KM' zd>» v MM zzdax?®
+ KPdx+MPzodo+Qoa—=0.

| - quae ordinata praebet

Mz 2 @M+ 2KMdz~--MPY2) +MMzz02’

A-dK+KKox +KPJx - Qd===0;

 gide secundus terminus tollitur sumendo

——BI\T—-MP_@_x

s —fox (2 RK-4-P _
Moo= C e—J9x( ) sen K== =

Corollariuvm 4, é

g35. Adhuc genmeralivs similis forma oritur, si ponatur u=

fig:, unde prodit
@M KM +LIK—KQI 42 (LOM—MIL+NIK—K2N)

D orzz(NOM—MN) + (K -+Mz)” aa,+P(K-4—Evl~)(L+NM)a:v
4 QL +Nfdxr—0,

-aquae reducitur ad hanc formam

0:() z(LM —KN)
LOM—MJL +-NOK —KoN
+H% —}—?Kmax—a—l’(kNA—LM)Bx—&—QLNOB%‘%
2z (NOM —MoN--MMJx 4+ MNPgx A NNQJx)
—1—-LdK——I\_aL 4+ XKdx +KLPodzx—+LL Qox:

~+ubi pro K, L, M et N functiones <jusmodi ipsius x accipere li-
. ¢et, ut forma prodeat’ iractatu facillima.

Scholion,

836. Quoniam hujusmodi aequationes differentio-differentia-
les, in quibus variabilis y unicam habet dimensionem {frequentissime
pecurrere solent, merito geometrae tantopere in resolvenda aequatione

ay—{wuuazﬂ%—Puam—]—OB:r:O

E3 )
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¥6 - CAPUT IV.

studium et operam ecollncarunt, quae ctiam f(orma generaliori ita ve
praesentari potest

dz—+Pzsdx-~-Rzzdx 4-Qox—=20,
cujus quidem casum .eximium 0z + 23z Jx = a a2 olim Comes
Riceati in haud spernendum Analyseos incrementum proposueral.
Tnter . transformationes autem bujus casus praeccipue notari mereiur

o

positio & — #*77?, quac dat
—n ’ 1!-

. a i N2 n—-}—
ai.,—\—n_p.“,t 20t— n+ il W
n

unde ponendo z — C g+ prodit

n —

(71—{—‘7)Ct”+”av—|-CJzL’l+“vat

n

—+ 2 CCf”+“vvat_2(Lé7‘+2)t seu
(11—+—2)Cav+rcfat—4—2Cvaat_—_zaaﬁ.

ita ut hic ‘nulla potestas indefinita ipsius' £ occurrat. Si hic porre -

8
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b
u
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ik,

ponatur v =— — ® s, flet
(n—l—ﬂ)Caaf_i_(n_]_z) Cos—+ E@+2CC5‘Sat: 2(&85’:‘

R

nCadt 4CCasdt t

i1 2t #

-} CcC Gidfit. : ’ | 7 ’?

t1

Coe — , - 4
ubi si caplatur o — E—g, orietur ) ¢
£ - i

(n—+2)CJIs+2CCssDtc=2adt — ’"'(”;‘r‘g—a—“ i

quae forma 51111phc15511na videtur. L
i

Theorema. J

: -

837. Sumto elemento ¢ @ constante, si aequationi -differes-
tio-differentiali : :
aay+Paxay+f>yax—-—




_.‘ . il . - - + r . — e
B huic aequationi satisfaciant valores u == == et u == &=

CAPUT IV, e

gpfsféﬁ‘i'hntf integralia: par?icularia y—M et y =N, ia ut ratio
4L N. non sit- constans, exit ejus integrale completum y=aM - BN,

Demonstratio.

Cum valores: y =— M et y — N satisfaciant aequationi propo--

‘_Sﬁﬂﬁ: erit

BDM—};-PaxaM—[—QMamz::O et
DON-LPQzdN-4-QNgz*—o,

~ unde patet, sonendo: 7 — a M -~ 3 N, aequationi quoque satisfieri, .
I I Y q quog ’

eum fiat

"‘l“G&(DDM_};Paxal\I—j—Ql\Y{amz)) .,
+13(DB-N+I’D$DN+QNB'”2)§— .

Quoniam vero: hoc integrale y——aM ~}- 3N duas constantes o et

“fB..complectitur, quas pro- lubitu definire licet, id completum. sit ne--
cesse est, nisi forte N sit multiplum ipsius M..

Corollarium' 1. _
A
338, FEx datis ergo duohus integralibus particularibus hujus-:

" modi aequationi§, ejus integrale completum. formari potest, siquidem.
illa duo integralia sint inter se diversa..

Corollariam 2.

839. Cum posito y == e/49% seu u":_.y—ag—’g;,.prodeat

dud-uudz-+-Pupz-4+ Qox—o0. -
M AN

cdM--[BON

- dem quoque satisfaciet valor u—— @NFEMaA

Corollarium: 3.
840, 8 ergo aequationis Ju d+uudx-4-Puox 4




T8 CAPUT 1IV.
Qo %= 0 habeantur duo integralia particularia u=R et u=85, ob
M —e/ROZ gt N—e/50%,
integrale completum erit
o ejliaac R+ Beflsa-sé g
o g.f-“ax _’_B e_fS ax

- Befsasc(g___R>
u "_‘R—’l_aej'liax_i_ﬁefsam'

sive

F# A—

Scholion.

§41. Maximl momenti est haec observatio, quod in hujus-
inodi aequationibus ex cognitis binis integralibus particularibus inte-
grale completum assignari possit. Plerumque autem cognito uno .in-
tegrali particulari, in eo signum radicale inesse solet, ob cujus ame-
biguitatem duo simul integralia particularia innotescunt. Tta si ae-
quationi :
‘ du t+uudx +—Pudx +Qadxr—u
satisfaciat valor u —=T -/ V, eidem satisfaciet u—T — V'V,
unde integrale completum erit

_ . 2BV
u_.._’I‘—]—]/V-—-aEﬂJdm,V_I_ﬁ sen

mei_,rax'lfv 'V'____ /’V
u— T+ J.'al/,/v 61 .
o e )

Ac sl fdrte:. sit 1/V maginarium, puta }/ V—=X73 — {. ob-
¢=S3xVV —cos fX Q-+ — L.sin. /X 0 =, erit
-y (a—Pcos.[XOx—+—(a—B)sin fX0x.V —1 ~~
w= T+ (a-[3) cos. JX3x— (a—B)sin. JX 9 x.V —1 X }/"_' 1.
geu posito
(a-ﬁ)]/—— 1 —y et a+ =2,

_ yeos. fXBx— Fein, fX O .
U— T+Gcos.fxax+vsin.jxagc - X, vel etiam

jﬂ::T——]—-thng.(fX@x-%—{).




CAPUT 1IV. "9 ‘
Problema 102, ‘

842, Sumto clemento o x constante, invenire integrale com-
plctum hujus acquatonis differentio-differentialis ki
0oy +Adydx +Byoa® —=o.

Solutio.

Posito 7 = /9% prodit haec aequatio
du-+ruudrt-Audx-+Bla=o, sive

Qa——= __—9% B
U+ An4 B ' ;
:

L8
e

eni salisfit tribuendo ipsi u ejusmodi valorem constantem ut eva-
daL v - Au +B —= 0, qui sunt

U — — A+1/(IAA—-B)

Hine ergo cum habeantur bina integralia particularia y — e/29%
 posito ]/ GAA — B) = n, erit integrale completum

o . . ‘ i
Ly _ —iAxz . ‘
| y—e (@e* e "o, |
ac sl sit n numerus imaginarius, puta n=m ]/ -— 1, erit o }
. : 1y
— %A_ e ) . -—1 Ax . . a1
y=e€ (acos.mx+ Fsinma)=Ce il (M2 ")

‘8in autem sit 7= 0, prodibit. _ I

—lAx : :

y—e (@ -3 x). ]
Corollariuvm . i |
843. Ad integrale ergo aequationis propositae inveniendum, |

resolvi oportet aequationem algebraicam uu A u ~+ B0, quae : :
- oritur ex proposita

o an+ABJam+Byaxz~0 a

; L. Bl
% sl loco y, 0y, 00y, scribatur u®, u!, u?, et elementum Da yeji- !
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80 CAPUT IV.
ciatur, tum enim 'Dbinae .radices .illius aequationis :dabunt integréle s
completum. ‘
Corollarium '2.

g4d. Scilicet si -aeqﬁﬁtionis wn —4—Aug-B—0 factoras
sint (u —/) (u - ¢g), ob valores u— —f et u— — g, inte--.
grale completum erit ¥ —a e=f® - Be8% At siosit g — /),
erit y = ¢~ F*(a - Bx).

-

l-Coro'llariuln 3. ;

845. 8Si aequatio uu-{-Au_L-B 0 .habeat .factores .imagina- :
rios, quo casu hujusmodi formam habebit :

uu— 2 ucos. /=0, erit .u= —fcos. & /) ~1.8in.2,
hmcque lnteglale eompletum erit:

y=e—F=005-¢(q cos, fasin. {Bsin. Fz sin. ), sive
y=Ce T Lein. (fasin. fmy).

:Sch.olio.n.

846. Idem integrale completum :reperitur ‘methodo consusta -

) . r—on
ex dequatione ¢ & == et

uu +~Au+—B =@, (w4 g, et
(g.,_f)ax—ﬂ - au,_et Cels—Hx = 2g,

posito enim

Tutg  u-tf A= f
mnde fit
g —_— Cfe(g f)x
U= A= NE — ‘sen
Py LA
| T Ca
Tunm vero fit
ugu -

fuax.:—-.fafe(gﬁf) Mﬁg

cce_(ngx am... f(u ff)(u—a—g)’




CAPUT 1V,

Loque

i

| . ) :
ﬁﬂx 23w ) — e+ ) h B
\

£ - g

y= /3% = C (u—-/2 7 (u - gE—7.

u--—4—f._ﬁ(q — et u -+ g—= &4 f)ﬁe
aegoc____rcfm aegm_ijefac -
mdc colligitur mutando constantem C
Jfx —EEX
\ Ce8— fg g—r .
y — . fwg:Cg (f~|—g)w(aegx._..‘gefx),

(a P2y — (3' of x)gL:f
seu y——aeTF 4387, ut ante. Hinc ergo patet, quantum
bs:dlum afferat formatio integralis completi ex Dbinis particularibus.

Problema 403.

847. Sumto elemento Jx cbnstante, sl preponatur haec ae-

: UELUO differentio-differentialis

Aayax Byax® ___

e_lus integrale completum invenire.

Solutio.

Ponatur B y —pdx et 9p—=¢dx, ut habeamus

By____ — AP By
(/—i—- -F— 0, sen ¢ = ——= — =
Sit nunc p“—“?ff, erit aJ__uyax, et
a)___uay—f—yau_uyaac_____&ay Bydm
P x xx T x . xx
~-unde colligimus
ay___uax__uax-u-Bax——xau
v T e XU—-AX 2 86U

i1
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Mt - 82 €APUT IV.
| xdu—-Brxt+uudx-t+@A — Hudzw=20,
1! i - — %
| -1. l hincque —am??: uu—l—(A-a—uj)uw—;—B’ cui particulariter satistt pcmend@.
ok uu+(A—1)u+B:o_ g | E
I i!: ! : :
. il‘ l Sit primo wu-+ (A — {yu-+-B—=(x - £y (- g7, e'“t“!
| particulariter 1y == — flz et y == 2=, similique mede yax— &
l unde integrale completum erit.
i | o y:am"‘f»—]-—aﬁm""é.
el I .. ' .
: ‘:I Si sit g = f, statuatur g —— f'— @ eévanescen‘e o, enit |
i illi‘ '.‘1: b=, 2 ’.,r;‘_"'f(i - w ), .
iIi“"v ergo hoc casu fit
Ll | |
! i!M -‘I' y—aFa '—}— B Iy ’
il )
] - Sit denique .
uu+(A-— i)w—{—B'"uus—Ia— 2 Fu cos. 4~—}-—ff, eriy

i ' | ,
‘i ‘“| | u — — f(cos. g’ —+ ]/—-— 1. sin. g") s
il ergo particulariter ;
E‘HHL =T coss, iV —rsind—g—feosliags, ¢ Foim.c. ) -+y/—L.5in. fsin. éla,)],
|-!!pr!i 1 . guare integrale completum erit
Y= C —Feosgin, (fsind wla = YW
i W‘ . Corollariam 4. ]
it e . B 5 '
l{l !I?%i 848.  Hujus ergo aegnationis
bt dyo 7
HM My+v+g+ny”+””””%
‘iw o integrale completum est
Eﬁ 4 H :'_}\ _ | ) Yy = oex—F ‘4“'6 x-.-—g:
I | Hujus autem
e ik ' - 2 a dxT _— o
| o o =,
‘I::Z‘”.
i {1 ,.I




CAPUT IV 83

a.:'Ic' completum est
y=a7 (@ 1) ' |
Corollarinm 2.

B39, At &l aequatio preposita hujusmodi formam habuerit

09y (4 -2 fcos. g)a”a”" ffgf—’“::o,

am :jus integrale completum erit

y == C a—F 5 sin, (fsin. Jlz ).
Scholion.

"850. Similem resolutionem gquoque admittit haee aequatio

uﬁ’erentlo differentialis '

_ ooy nayax-}—Arnayax+Bm“"Jafc2—*0

i’ﬂnatur enim gy — x"yugex, et cum sit .

aa.j._a;“yamau—]—nx"“‘yuax +attyufdx®,

crl*t per z dividendo :
2o rou-—tnat " Tuyx® —{—x”uuax —nat ' upz"
- Aztude? Bzt ozt =20,

. hine 7

du -tz nudxr +—Aatudzr4-Bz"dxr== 0,
. ideoque
' —Jdu

. un-—+A 2B’

e pﬂrtlculdnter satisht ponendo uu—Au—-B =0, unde u

o x ==

“duplicem consequitur valorem constantem quorum alter sit u——f
| alter u=z—g. Quocirca integralia particularia erunt
% o /A,rn—-}—-: -——C}’.Tn+1
e - - - . I
n——1 n-{1 i
Ty et y——e . i

i . x . s




1) si A—=f+g et Bz= /g, erit mteglale
y——oLE fr—l—-p@"—gf :

2) 51 A—= 2 et B= ff, erit integrale
y'—— '—'fr(a"]—ﬁ@a

IR I
b ,
Tl -
P
| -!i"““ i 84 CAPUT IV.
‘J“u.iilii :‘ -
AR T . o ‘
i Ti“ iﬂ| Sit brevitatis gratia z—n—i — £, ent integrale completum
11— s oot st
3 }‘|1 ‘L.' pro casu scilicet '
k| C suAubB=@ ) @t 9
5 w ‘| At pro casu 7
l‘,j wu L Au+B=—=@+N?, eit y—= eI (@4 D
11{ | ll' Casu autem quo )
dnl ‘!‘\I “‘ _ uu - A u+-B—uu Qf'u cos. ¢ - ff, erit
: lll‘“ , y—Ce¢f TICOS-f sin. ( /'t sin. g’ — Y |
i Haec integratio adeo ad banc formam extendi potest, sumendo pre
il | X functionem quamcunque ipsiu-s- x ‘
Al
|;I Posito enim ay:J uyax' seu %’:Xuax,. fit
el lL'! ' - X2 —du '
i : T — it aut B’
N unde posito fX dx—1, integrale completum se habebit ut ante.
i | [ Scilicet ‘ '
) I

|
‘. - : 3) si A—2 fcos. ¢ et B[, erit mteglale
‘ - y = Ce—F1cos-Sgin, (£ sin. & = ).
l ) .
I
|
|

l _ ) Problema £04.

J | £51. Sumto clemento ¢z ccnstante, si P, Q et X deno-
tent functiones quascunque ipsius 2, integrationem hujus aeguationis
differentio-differentialis :




CAPUT 1IV. S5

o aDy+PDyax+anx2:XDmﬁ,
gd aequ‘ationeni- differentialem primi ordinis reducere.

Solutloe
o e singulari modo procedamus, loco g Dinas novas incogii-
" 4a5 intreducendo. Statuatur scilicet y ——uwwv, et cum sit
dy—udv--vou et oy ==ud DU —20uUdv-=v00H,

aequatio nostra induet hanc {ormam

wddvt2dudv4—v2du-+Pudzdv-~Pvozdu
- Quwoart==Xoga"%

- Jam altera v ita determinetur, ut termini ipsa littera u affecti de-
gtruantur, quod fit ai

, Dov4Plazdv+Quoal—0,

‘gnde per superiora v 'p'er' 2 determinetur, quo facto superest haec

* aequatio

2dudvtvddud-Pvidzdu=Xo2*,

unde cum v jam detur per ', quantitas u definivi debet. Ponatur

Quz—sdax, eritque
vds+2sdv-+Psvor—=X0duz,

quae multiplicata per v ¢/P3% integrabilis redditur; prodit enim

vuse/Pe% = [¢/P3¥X v 9 =, ideoque

o e__JrP

¥ gp—

ax .
—fcfx’a”Xvax et
vV

e JPI= g ‘
u::f_—-————fefl’a”}{vax'.
v
Quare cum incognita v fuerit determinata aequatione

ddv—Po2dv-Qudx’ =20,




86 | CAPUT 1V,
integrale aequat‘ion‘is pl opoéitae erit | g
y=u axfcfpa’Xvax ‘ﬁ
Corol‘larium 'j,. | 3

852. Ut integratio " ad aequationem differentialem primi or- 5

dinis revocetur, ponatur v == e/19%, et quantitas ¢ definietur per d
hanc aequationem *j?
0t +-ttda4-Ptdo+-Qdz=0, i

guo facto integrale quaesitum erit :
1y — g_,r‘raxfe—-f(Per-nr)a:a xfe_f(P-—-].-f)aoe X3

. Corollarium 3.

563, Com sit (P -0 == — 2 Q0% it .
ay “:‘§

e/B+Nda =1, f -, hincque

an-—ftax Qo= j

— JJidx f f a = :
y=e%fe” toxfe ER &

ubi duplex integratio ad integrale completum perducit.
Scholion {. _ : ﬂ

854. Alio modo qui propius ad ante usitatum accedat, ea- _
dem integratio institui potest. Ponatur scilicet pro aequatione pro-
- posita dy——itydx vz, ubi v certam ipsius x functionem de- *
signet ex functione X determinandam. Cum igitur sit
00y =ydtdx—+ (tydz +vda) +ovdm,
erit facta substitutione ’
yotoxw 4-ttyo x? ~+Ptyodz? 4+ Qyoa’ } —0
A-tv oz +-dvdx4-Puvoax? X2 { ™’
cujus aequationis utraque pars, tum ea quae per y multiplicatnr , !




.

CAPUT | 1V. 87
guam altera ab 7 libera, seovsim mnihile a~c—quet_u1. , unde has duas
aéqu-a-tiiones hancischmur
Jt4-fidx - Prdz - QJa=—20 ot
duttvox—4-Prvir—Xpxz,
‘ex quarum illa ¢ per = ut ante defimiri debet, fum vero erit ex ista
e P13y :fef@“"l‘f)ax X o .

~Jam vero ex aequatione assumta QY -—tyodz=vdz c‘o]ﬁgituf'

" i ‘ c——ﬂaxy:fe—"ffng'a‘x,

© " abi si loco v valor modo inventus substituatur, praecedens integra-
e ferma ebtinetur, .

. Scholion 2.
855. ILx hac operatione sequi videtur, aequationis propositae
00y—+Poydax 4+ Quyox? =X z?,

integrationem wmecessario pendere ab integratione hujus

'Bav+PBvax+Qvax2:O,,

r quandoquidem hac concessa illa exhiberi- potest. Minime tamen hine

.. vicissim colligere licet, si posterioris resolutio vires mostras superet,
“etiam  priorem nullo modo integrari posse, guin potius facile est
fnfinitos casus exlibere, gquibus prior integrationem admittat, cum
tamen posterior irresolubilis existat. Sit enim P=—=0 ut Q—awx,
" atque certum est aequatiomem posteriorem 9 v ~~a x v dx® =0,

" nulla adhuc methodo resolvi posse, cum posito v=e/t19%  gbeat im

Qt4-ttox t-azxdx—0;
" néque tamen hinc sequitur aequationem priorem

00y 4-axydx®—Xoz?,

' semper esse intractabilem. Infiniti enim casus pro X assignari pos-
' sunt, quibus integratio succedat. Sumta enim pro g functione qua-
cungue ipsius x, reperietur pro X ejusmodi functio, wut aequationt




"8 | CAPTT IV,

valor pro ¥ assumfus satisfaciat. Veluti posito == ﬁ:; ob 00y=0
fit X—=(Bxz, atque aequationi :
a.a'y—'l—axyaw”:tﬁxwamﬂ »

ﬁ K

. . . s k' . . . :
utique satisfacit integrale g=—— —-. Interim tamen hoc integrale tan-

tum est particulare, ac dubium adhne relinquitur, an etiam inte- -
grale completum exhiberi possit. At posito y— -B?xu}-—z‘, pro inte-:'-“_‘
grali completo inveniendo prodit 90z -azzdz?z=0, quae cum ;
vesolutioiem respuat, evidens est integrale completum etiam n ge-:
nere exhiberi mon posse, nisi simul altera aequatio integrationem.

admittat.

Problema 41056.

866, Sumto elemento ¢z constante, invenire integrale com-
pletwm hujus aequationis differentio-differentialis \
90y +Adydx-+Bydxt—=X0a’

denotante X [unctionem quamcunque ipsius .
Solutio.

Posito .gy——uwv, aequatio proposita ir duas sequentes re- .
solvitur ' '
aav+ABvax+Bv8m2_'zO et
ﬂaau+2avau+A-vaxau:Xsz.
Quodsi ergo ex priori valor ipsius v per & definiatur,t integrale
completum ex posteriore ita se habebit, ut ob P——A sit
% . e-—Ax a o

y—v -TfeA"Xva:c,

ubi cum duplex integratio integrale completum producat, sufficiet
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vo v integrale particulare prioris aequationis assumsisse , id quod

_-nzctiam ex solutione generali patebit. Cum igitur pro resolutione
‘prioris aequationis formanda sit haec aequatio quadratica { -+ AL+
‘B — 0, pro ejus indole tres casus evolvi conveniet.

[ 8 tt - Af-+Bo(t+/ =g, utsitA—sftg
et B= /g, erit v—a e F* 4~ B e &% Sumawnr primo tantum

. 'integrale particulare v == e~F %, et ob A=/ g, fiet

y:e"f’cfe(f—g)”amfch}{am:

it e8P ) O R, et feE*X 9z =8, ut fiat
y::e_ffoBR:e"f“(RS~IRBS);
Cat est R—= e(f— 8% unde colligitur

— L pgrg . L. xS v
= ¢ ETS e [ef=X 0w, sive
f—Py—e 8 [t Xz — I fe/*X Dua,

" quod idem integvale prodiisset, 'si altero particulari » — ¢ &% usi
essemus. '

In genere autem sumto v —a eI 4- 3 e E8%, statuatur ut

ante
e (F+g)= o x

—JR, et fe(f+g)“Xv8w:S,
vy

ut sit pariter

y==v[{SOR=v®S8 — RO

Fingamus
Ce}\.'xf
R— ,et ob dv—=— Dz (afe F* - Bge 89,
v
erit .
aR___Ce}‘xasc(a}\e“f"—l—ﬁhe_5x+a_fe-f4‘+ﬁge“g“.

Vv

1:
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Sit jam Arme—g, et Ca(f—g —1{, ut d R datum adipisca.-j

tur valor ob C == o, erit
ur valorem, ob TF—=8"

tum Vero
- otfch}i_a,:c —!——ﬁf‘ef'”xaw‘,

sinde conficitor

g% . ‘
= X F=X el ¥ .1,\
Y ”((f—g),vf PErXow cf— ok .(f—,of X9 )s

- seu prorsus ut ante

f—py=ec [t Xdx — /% fef5X J .

II. Sitft4+At-+-B—=¢-+ % seu A——2 f et B/

erit ex priori aequatione v = e @4+ Bx). Ponatur ut ante

e—f%y ' ,
—-———-ﬁ:_:aR, et fe’fov Jax——=38,

) vY . .
ut habeatur y — v (RS — f R 985y Cum ergo sit
- B i . H-fé
oR — x—E, evit Ro———oo— — = — ° et
: (+{3) Bla—+ Bz Bv ?

':_.“afefoaw+@fe.f?anx:jefx-XBx(a-{-pw) .
guare:
vRS— — (%E' e“f‘”fef'”XBm——éc“"f‘“fef”Xwax, et
[ROS=—L[eF*X e, |

unde conficitur _
y:e—f”xfef”xax _— e—f"’fa FeXxodzs

geu. cum Sit
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0.effy=oxfef*X dum,

" erit succinetius

y=—e 5 [dxfef*X D

NI Si tt4-At+B=1tf -2/ tcos. & +f, seu A=
© 9fcos ¢ et B=F, erit ’
v— e—F*cos-{gin. (fz sin. & -+ ).

" Ponatur

e—zfxcos.fax )’JS
ﬁ" T v TTein (Fasin & -+y)? —OR et
. e2fxeos (X y g = ef® o X dasin, (farsin.d 4 YY) =08,
at obtineatur y —=vR ‘3—-—va8 8. At est
R— . 1 e (fesindty).
. — T F g i (fEsedm)
- hincque
wRS: Fem et e—Fxeos-opg.( firsin, Z+1/)fef”°°‘ ¢ X Qzsin. (fasin. é'-i}-'y)
. et
fROS = — fsf;?fef”""f X 0 z cos. (f'z sin. { ).
. Quocirca obtinebitur
; fysm é’—-|- e—fweos-{gin, (fa sin, {4y [eF%905 ¢ X dzcos.(fzsin, {4
- —e—T7e05-C cos, (f sin. G- e 095 ¢ X Jarsin.(f wsin.d ).
. Corollarium {.
857. In hoc postremo integrali si ponamus /' sin. ¢ =Q,
woooerit ' ,

= .-fefmcos.g" ysin. é’ —

(sinycos.P+cos.Y sin Q) fef %05 S XD (cos.ycos.P—sin.sin. )
—+ (sin.y sin.P~cos.ysin) fef #¢5-{Xdw(sin.pcos.P+-cos.Vsin. D),
sor
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seu
fgfxcos.fysin. g: ,
-+~sin.ycos.q/cns.q[)fefx“"fxamcos.(b—-sin.q,ﬂcos.(bfefxc“'fXamsiu.CD
© ecos.yZsin.Pfef Feos-EX g weos (B~sin.ncos.ysin.Pfef #¢5-{X dsin.
-i—sinqxzsin.QDIef““'fXB.:vc:os.CD—f- sin.ycos.y sin.(Dfef“m-fx dzsin.
7—sin.fycos.q/eos.QDf::f’““'fXBmcos.q)—cos.fy”cos.(])fef"’“"s'?Xaas'sin.QD

unde patet angulum <y prorsus ex calculo excedere, fit enim

Sefreos{ysin /' sin.(])fef““'fXaxcos.$~cos.¢)f_e Freos {X dasin. .
Corollarium 2.

§58. Cum igitur loco unjus aequationis duas formaverimus
integrandas, vidimus sufficere, si alterius integrale saltem particula-
re fuerit cognitum. In ambobus enim praecedentibus casibus con-
stantes ¢ et (3 integrale completum praebentes ex calculo sponte
evanuerunt, et casu tertio comstans 7y itidem excessit.

Exemplum

859. Sumto elemento 9z consiante, invenire integrale hu-
Jjus aequalionis ' '
00y ~+Adyox-+Byo a*
—o2?n@— 1)a" "2 4-nA " 4B 2"
Hoc exemplum ita est comparatum, ut ei manifesto satisfaciat

valor ¥ == 2", qui ejus integrale particulare constituit. Ad com-
pletum ergo invenjendum, sit A=f—~g et B—/f9g; et cum sit

X =g a4 n (f-—g)a"~*4-n (n — 1) a2, erit
fggx‘Xlax:feE”m“—]—-neg”a:"“‘“‘—!—a, et
Sef*X 0w mgel*a® fnel*at " -3,

unde ex forma inventa prodit integrale completum -
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(f— gy —J2"+na*=* G 8 —ggt—nat T —BeTE

n__'_______e gx__ {3 c——fx

f—8 ?
q'cl mutata constantium forma ‘
—f e |

J__m daeFEF B . i |

|

;sﬁ’fl y —

SI sit g o=/, pomafur g—./-+w, cxistente w= 0, €t ob e &¥ = 8
% e — e 74— wz), unde pro o 4= ﬁ et —[w scri- ![
bendo o et 3, erit ) il
y=a" 4% (a+t B ).
Sin autem sit .‘lfm

j”a—]—b]/— 1 et g'—a,—-—b]/-——-i

" cum - fiat .
: y__:w __!_gu—am(ae-—bxf——x__}_ﬁebx‘lf-—:) ob
erbxV—1—os. b+ — 1.sin. bz, :

mutata {orma constantiuom habebimus

y— "t e ”(mcos.bx——l—ﬁsm b x).

Scholion.

860. In genere autem si hujusmodi aequationis
00y +-Adydx—+ Byda® =
constet integrale particulare, seu valor ipsi satisfaciens Yy — 1, in- i
tegrale completum facile reperitur ponendo y == 1 -2 Cum enim , i || |
,-per hypothesin sit
00t—1-AQtdx-}+Btox -—Xax, .l
~ facta hac substitutione orietur ‘ w
00z +Adzpx~+Bzozx?2—0, ' )|
unde st A—F—+g¢ et B=— fg, colligitur
z—ae f* e E%,
sicque integrale completum erit ;
y:t..]_oca‘“fx_]_ﬁe'—gx, - ' - . v
quemadmodum etiam in exemplo allato mvenimus. ' I
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Problema 106.

861. Sumto elemento o= constante, si proponatur haec ae-
quatio differentio-differentialis ,
n'a,‘)fax__]_Axna»yax_l_BmanyamE_Xamz,

existente X functione guacungue ipsius &, ejus integrale comple{um

investigare.

Solutio.

supra €X positione yI—uv de-

Resolutio hujus aequationis wut
levi substitutione eam

rivari posset, scd alla ‘methodo  hic utentes
ad formam problematis praccedentis reducamus. Scilicet ponamus
'Yz —0t, ut sit gt i=(n—+1)t, qua substitutione functio X
abeat in T, fumctionem quandam ipsius & Ne autem assumtio ele-
menti dx constantis turbet, hanc conditienem tollamus ponendo oy=

pdx et 0 p=—q0x, habebimusque
_q——vimf'i +Am“p+]3m”.y:.}i.
"oy

Cum nunc sit dx=— — erit p— T hincque swmio elemento
z

D¢ constante ) : .
‘ naEt—9xdy | 00y g ot
op—-— : —_— = T o= ——

P 04 o4 g0 "

erge ,
___nac"“*BQ "3 oy
g=—57 T ad
sicque nostra aequatio erit
22"y _ na" 7oy nx® "0y

A a1 7
z -a—%—{ 4+ Bx*ty — X.

28 T ol ot PY.
it Xzt = @, quae quantitas, posito zF ' = (n4-1)f, wut
functio ipsius ¢ spectari potest, sicque fiet ’

aay—;-Aa,gat-&(—Byatﬂ:@a.fg
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in.qua aequatione elementum Jf constans est assumtum, cujus er-

. go integrale per superiora datur,

I. 51 A—f g et B—)g, erit integrale
(Ff—g)y—e & fE'® 0t — e Fl/efT 0L,

~ubi restitatis valoribus Qgt—x"dx et @—X 2", retento brovie

i vt —_ T 1 : el : . 4 .
talis gratia t__n+1m , valor ipsius y ila per o exprimetur

(f—g)y—=e 8 /e8! x= "X gz — e~ flfef ="K Q.
IT. 8i A—2F et B——/, erit integrale

yo=e— Tt fefT@ 9t — e It fefT@e0¢, sen

y—e F1rotreft@9¢,

. quod ergo per x ita exprimetur

yrme Tz dufefta—" Xz

IIL. 8i denique A=2 fcos. ¢ et B=/f, eritintegrale feficos<y
sin. =sin. O /T $ @Dt cos. O — cos. P S ef1¢ @ 9 £ sin. P, exi-

stente @ — £t sin. &3 seu (D:f—sinﬁ 21 ob == 2" T

n -1 n—+1

Quare aequationis prepositae integrale erit
fel 05 Sysin, —sin. /el 195 Lx "X dzwcos.P—cos. /el 1008 Ca— "X P axsin.

Corollarrum 1.

862. Si n= 0, aequatio proposita abit in eam ipsam, quam
problemate praecedente tractavimus, fitque {—— x, unde etiam in-

- tegrale eodem redit..

Corollarinm 2.

863. Sin autem sit n——-——1, aequatio nostra fit
00y (A - )220 4 BI9= ¥ a2,

X x
wbi ergo erit t=—Ix et ¢*'==a?, tum vero pro casu tertio angu-

lus (D —/sin. é’ lx..
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Scholion. -

864, Methodus qua hic usi sumus, hujusmodi aequationes
differentiales integrandi, haud satis naturalis videtur, cum ad has

quasi solas formas sit adstricta. Quoniam igitur in aequationibus

differentialibus primi gradus inventio factorum, quibus eae per 8e
integrabiles reddantur, insignem fructum polliceri videbatur, ejus quo-

_que usum I aequationibus differentialibus sscundi gradus ostendere
conemur. Hic quidem nihil tam absolulum expectare licet, quod ad

omnes omnino aequationum formas pateat, sed quantillum eliam prae-

stare potuerimus, id hand contemnendum  Analyseos incrementum

spectari debebit. ~ Hac autem methodo eas potissimum acquationes
differentiales, in quibus altera variabilis ¥ cum suls differentintibus

qnam dimensionem nusguam transgreditur, satis commode tractare

N T gt e e
Fomlew, F o B o e

licet, hincque via perspicietur, quomodo wam magis excoli oporteat. E




