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ABQUATTONIBUS DIFFERENTIO - DIFFERENTIALIBUS HOMO-
- GENEIS ET QUAE AD EAM FORMAM REDUCI POSSUNT.

Problema a7,

790.
Aequatlonmn differentio-differentialium homeogenearum naturant expli-

.eare, atque ad formam finitam ponendo Jdy=pdxz et dp=qgox ac-

- eommodare.

Solutio.

Sumto elemento o« constante, aequatio differentio-differentialis
“wulgari modo expressa dicitur homogenea, st non solum Ipsis varia-
bilibus x et y, sed etiam earum differentialibus gx et dy, item-
que ipsi 00y, singulis unam dimensionem tribvendo, omnes aequa-
‘tionis termini eundem amlensmnum numerum contineant, velutl in

%

hac aequatione,

’ - 1

BaJ—I—waw "l—Jan:U:

ubl i singulls terminis ternae insunt dimensiones. Quodsi ergo po-

vy dp __ ddy . : :
namug 52— P> 80 5, =35 — 7> littera p nullam dimensionem,

littera, vero q nnam dimensionem negativam continere erit censen-
'.rdg. . Hine  aequatio dlff‘erenhmdlﬁerentlahs ad formam hic receptam
Leducta ut nonnisi quantitates finitas x, 7, p et ¢ contineat, erit
,glgiomogen-e,a, gi litteris # et y unam dimensionem tribuendo, litterae
- vero nullam, at litterae ¢ unam dimensionem negativam, in sin-
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% gulis aequationis terminis dem onatur dimensionum numerus. VIicis
: sim ergo quoties haec proprictas in aequatione inter quaternasquan-

titates =, Y, p €t ¢ Pproposita deprehenditur , ea aequatio erit -he-
mogenea et forma wulgari expressa manifesto homogeneitatem prac
ge feret.

Corollarium %,

791. Si ergo in aequatione tali homogenea inter x, 7. ¢
et g statuatur y—ux et ¢ — %, omnes termini eandem potesta.
tem ipsiué x continebunt, «qua .ergo per -divisionem sublata, aegua:
tio prodibit tres fantum wvariabiles u, » <t p involvens.

Corollarium 2.

1 792, Criterium igitur’ aequationis homogeneae inter quatuor
quantitates =, 7, p et g propositae in hoc consistit, ut posii
l Yy —ux et g— =, quantitas z Prorsus ex calculo exterminetur.

~C01‘{)11ar“iu"r._n 3.

%93, Tacta itaque hac substitutione, qua obtinetur aequati
inter ternas quantitates u, v et p, ex ea pro lubitu vel p per ¢
et v, vel v per u et p, vel u per v et p definiri poterit.

Scholion,

794, Simili modo ideam homogeneitatis in aequationibus dif
ferentio-differentialibus constituimus, quo in aequationibus differentia
libus primi gradus sumus usi, In his quidem, cum differentiali
sponte eundem dimensionum numerum constituere debeant, homoge
neitas ex solis ipsis variabilibus & et ¥ dijudicatur. At in aequa
tionibus differentio - differcntialibus practer ipsas variabiles z et
etiam litterae ¢ ratio in computo dimensionum haberi debet, ita ta




CAPUT IIL A9

qﬁen ut ipsi una dimensio negativa sit trlbuenda' littera autem p
'm ‘hune computum plane non ingreditur, quae ergo utcunque ae-
- guationi implicetur, homogeneitatem non turbat. Plurimum autem
gmteleﬁt probe nosse indolem differentio - differentialium aequationum
. hpmogenearum, cum earum resolutio ad resolutionem aequauonum
| differentialivm primi gradus reduci possit, ita ut si haec successerit,
| etiam ipsarum acquationum = differentio - differentialium integratio ha-
: belaml'a id quod in sequenti problemate luculentius ostendemus.

Problema- 9s.

705. DProposita aequatione differentio- differentiali homogenea,
" ejus resolutionem ad integrationem aequationis differentialis primi
T gradus reducere. \

Solutio.

. . Reducta aequatione ponendo dy—podx et dp——¢gox ad
'fOTmﬂm hic 1‘eceptam, ut habeatur aequatio inter quatuor quantita-
'tes finitas z=, ¥, p et g, ponatur ¥y — u x et q__%, 4c CUN Aga

quatioh sit homogenea, hoc modo quantitas z penitus ex calculo eli-
detul, ita ut proditura sit aequatio inter ternas gquantitates u, v et
'p, ex qua unam per binas relignas definire liceat. Nunc igitur cum

sn: oy —pox, erit udz~+xrgu— pam hineque a;f"—‘% De-

p
_ ande ob dpr=g0m, erit dp—==", ideoque ax_x:%g’ ex quo
o ._l=du-p11c1 ipsius .E.’x_’? valore colhgltur 5@—_“—“:%?, seuvou=pop—~udp.

"', Quodsi ergo ex illa aequatione quantitas v definiatur per binas p
.kt u, babebitur aequatio differentialis primi gradus inter binas va-
- viabiles p et u, cujus integratio si fuerit in potestate, ut p per

o ou

innotescat, aequatio %—.x:m, in qua variabiles 2 et u sunt se-

sen statim in hoc integrali loco u scribatur %, et habebitur aequa-~

[

tio inter x et y quaesita. s

7

_"parata'e, integretur, sicque z per u definietur; unde fit ¥y o= w
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Corollarinm 1.

796. Totum ergo negotium reducitur ad inmtegrationem hujus..
aequationis differentialis simplicis » J u —podp—udp, quae si:
ope regularum supra traditarum .expediri queat, simul aequationis’
differentio- differentialis integratio habetur. '

Corollarium 2.

797. Simul autem patet resolutionem hujusmodi acquationunt :
duplicem integrationem requirere, unde duae quantitates arbitrariae
constantes ingredientur, quibus integrale completum constituitur.

Corollarium 3.

798. Etiamsi autem integratio v9u —=podp — wdp non |
succedat, tamen ingens luerum est rem eo perduxisse, cum supra -
methodus generalis sit tradita integralia omnium aequationum diffe-
rentiallum primi gradus proxime assignandi, '

Scholion.

799. Operde igitur pretium erit eos easus perpendere, qui--
bus acquatio vdu=pdp — uJp integrationem admittit; quamo-
brem examinemus, qualis functio v debeat esse ipsarum p et u, ut
hoc eveniat. Primum autem patet hoc fieri, si v fuerit functio ho-:
mogenea unius dimensionis ipsarnm p et u, quoniam tum ipsa haec
aequatio fit homogenea ac per regulas supra expositas ad integra-
tionem perduci potest. Deinde etiam integratio succedit si fuerit v
functio quaecunque ipsius p, quoniam tum altera variabilis z unam

1 N , - 3 __pop. .
dimensioriem non superat, et aequationis Bu~{—¥ __..iiTPmtegla—
le est 3
o eV pd
cf v u—f crer
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,oﬁ.en; absolvere licebit, si v fuerit functio quaecunque
p_u Posito. enim p—u — s, ut sit v functio ipsius
" §~F-u, mnostra aequatlo erit vQu—=s50s 459 u,
;J’_E_S_s et u—fv_s, quae integratio adeo ad for-
ices est referenda. Quarto manente s —— p —u, s P,
otent functiones quascungue ipsius s, aequatio nostra vQuc
‘ ‘ Ps

. ‘ Qu 4+ R’
£tPD u—=Quos ~-Ru"gds. Quinto etiam patet, s de-
35 -V et U functioncs guascunque ipsius u, fuerit v — s
U s, Integrationem quoque fore in potestate, fit enim ae-
o mostra Vsdu— Us"~*du—gs Atque in genere si ae-
d;ffelentmhs 0s = Zou fucrit integrabilis, existente Z func-
bmalum ValJalelum s et u, cum nostra aequatio sit §9 s —
) F 1, habebimus v = s +Z s pro omuibus casibus integra-
‘admitfentibas.

P u 't;~q-‘cjt‘ar.i poterit, si fuerit v —s - tum

Exemplum 1.

800: Sumibo elemenio O constante, si proponatur haee
uatio x 09y —=z0x3y— nyox®, eus integrale invenire.

"Posnto ag_h_,p dx et dp=—=¢gdx, elit gxw_px—-]—nJ,
‘unde “facto y=—uw, prodit gx—p -t nu=—— —v, ita ut v sit
:ﬁmctlo unius dlmensmms jpsarum p et u, et aequatio nostra
(p+ nu) d u—pop=-ugdp fiat homogenea. Cum ergo sit nudu+
}PB U+UIPT=pIp, erit integrando

C—}—-nuu—}-?pu:pp et
p=u 4V [C 3 (n -+ 1 udl

' % du_ -
eblmus elgo Vo (nywaj> quae denuo ‘integrata dat

1

Zﬂ?"_“ Ty zvV(n-—{»—:)—}—}’[C—}—(n-l—:)ou
D

AT » Seu

#ok
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. iHI | . paeFn—uy a4 1) +YICH O+ Huul
il . ‘ o
‘ | hincque
| . szzjf(n—-i—i)_zDm'lf(nwl—l)u]/(n_]_i):c
il .
g I “! Sit D—=Fy (n4-1) et C==g® - 1)
I‘ ut habeatur
’\ l ﬁ”wé"/(“'*") —2 faV (* 7 u=g, existente 1= L.
i i - : ' |
‘ _ Casu quo u=——— 1, oOb %5:%21 erit ml—% “::u::.%b idec
b ’}t | | gque y:axl%. At si n—}- 4 sit numerus negativus integrati
| e¢tiam angulos implicabit.
E EJ‘ . |
E'l|\il Corollarium {1.
‘ﬁ | 801. G sit n— 0, hujus aequationis ZxY0Yy——2 %0
: integrale completum erit ﬁx — 2fy=—g, qui casus per s¢ &
i}‘ ‘ ' : perspicuus. Cum ex %ay-?—:::g—m fluat
!‘f ill . a
1 PR
}iH Corollarvium 2.
A Ll
||||[ ! 802 8 sit m— 3, aequationis ZZ do0y—=x0x0Y -
1' ;l B 370 x? integralum complctum est ﬁx — 2fxy=—g. Ide
|:H -evemt si loco ]/(71+ 1) scribatar — 2, fit enim :
i .
-"' - J;{ fy——“g etf——zfxy.__gsc,
i ! 1 utraque redit-ad y = ;--]—ﬁ x>,
i :
| \\ ]E Exempluom 2.
| “ {‘i E 803. Sumio elemento © x constante, st proponatur he
" | [- aequatio _8_89_2 — 1/ (mx x Dyl nyy ox?), ¢us integra
: r . completum invenire.
.
i’ i
L
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Ob. By—"paa, et dp-—gox, habebimus gz x-=
-y y), quae posito y == u a abit in

qw“"l/(’7lpp+" uuwy=v, ob g== =
A 3 2
o5t Q.—x__.__P_jlu = HP', erit
aul/(mpp-y—nuu)—— p — u)ap
: cst. ,acquaho homogenea. Ponatur ergo p ——§ i, ei prodit

1/(17133+?2)——(5— DE U+ 1dN;

ds '

Exemplum 3.

.8'0'4 © Sumto elemento O x constante, si proponaiur haec
Saay (Jam—-——xa )2, ejus integrale invenire.

; equatzo ‘nx

P051to Qy=pox et dp=gox, eit nz®g=(y- p.‘):)z"'nxxu

o q_ . S jam statuatur y=ux, fet
‘ ' dx__ du __0p___ no
nv—-(u-—p)z et~——_§%1__??___-@'-‘-_71’)2a

- unde  habetur ndp=pou——udu: quae facto p—uzs, abit in
”I.'nau_}_nas spu sen QU= is "hine u= nZ———T-l. Tum vero oh

p— u—s, erit

9% __Buw__. mnds L
T e et Iz = Z'Té—s”’ 1deoque

— 1

g iR —_ s
F =g at y—nxl

-

'

-

. Ctm ergo it
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i '“ ] | : = e ot y-‘”xzacl——ﬁx)

‘ ‘ Corollarium.

805. Aequatio nz®g—(y —p=x)? facilius resolvitur, penen-
do Yy —px=z, unde fit —xdp=g=z; quare ob gax:ap, erit

HW ! NP IPp—22DXI=—NTLOZ,
H !l' ideoque o i
"1‘ : _;_:%_% seu Tx_'::y—p , ETEO
I !l‘\ . max yox—xdy
H Yy—PT = 5a
| Quare B
I|i|‘. yOx—xdy . madx 4
*x — x(x—a)
[‘ ‘ y:nlﬁ%—[—«C ut ante

r i )
i j :
;, !Li Exemplum 4.
| ! IJ% 806. Sumto d=x constante, si proponatur haec aequatio

‘!1 '(a.rg —y—ayﬂ)y(axz+8y2):riax_aay ]/(a:'x —;—yy_),
el integrale invenire, _
i Ll 1 : ' .

‘ | u ) Posito dy—pox et Op=2g9dx, aequatio proposita

\" | ' “hanc induit formam

i , (4pp)V (U +pp) =ngV (@2 +yy),

Mil | , quae facto y = ux et q:% transit in hanc

1‘ ‘ ' (1—P—pp)]/(i—-{—pp —nvl/(i-—{-uu)

H l‘ Cum igitur sit ?x“-“E-'—_i'— °£, ob

— (o) V(b p)

“l pZ— A =) erit

r‘ Ll - B 3 ‘ '. ., 0

} 1 -(1—]_pp)28u.:—.n(p—u)ap]/(i—+—u'u> |
bk l!‘ enjus resolutio mon sponte patet, Calenlum autem ad angnlos re-
i H‘ l vocando, sit p——tang. P et u —tang. w, erit

!

i H |
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) o . ow | '
T O T aa ‘ :
" YA PP =g Vw55, et
' i (D) e
P — ———-i;;q:cosw hincque
' . 3w ___ nsin (Pr—uw) b o ¢

_ Y = . — glve
.cos. O3 " cos. w? cos. P cos. ¢ cos. 0 " cos,p?

, duzndPen (P — =dP—Q@P — 3w erge i
o oPp—odw | |
’*.,"" aq)"“l——nsm (Q)——w)
Posxto ergo P — w __LIJ, erit | ~

(D fx—nszn_\l; et &J__...fl__n_s_zw \Iji ' |.

L hmc ob p = tang. C},, et wltang. w,. obtinetur

i

B.'x: _ Ouecos.Peos.n . Oweos. n 3y cos. P !

: = sin, — Sin.y ces. & T ot w(1— 1 sin gy |
'.C-aSu n=1, fit |
d q) 0¥ .3V (xtsin \.]J)

e ‘ 1— sin. T cos. 2

1
Cl)——tang \'!j+cas \P— :::Si]rjx]}_l—a’

— Isin
~— " cos. { +a - \l}’ et i

2 8_(11_)_00; o _. d¢ecos.d .
T cos.w T cos. P cos V- sin.  sim W '

Cum autem sit § — a == ]/1+:m M

y —sin, P?

|
|
|
sinyy = @=8*—x  cos. V= J((D—_E)—- Ergo | :
F

v e

BI

erit

@@= 5’ —a T
dx 8Peos. O (P—a)2—-1]
w2 (Q—a)cos. O~ (P — ) sin, Q)—smd)

Cozrollarium 3.

807. S8i casu n={ sumatur constans ¢ infinita, exit sin =14

hmc V= 90° et w=®—90% tum vero ?m%, ideoque

]

|

- xZa sin, @, et uz—cot.Q, ergo y=—acos. P, et zax+yy=aa
| _

i N\
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Corollarinvm 2.
308. Fodem autem casu n=1{, quo constans ¢ non sumitur
infinita , fractionis, cul —- aequatur, numerator commode est differens
tiale denominatoris; unde fit
z=a [ — * sin. O — sin. (I>+2(q>—a) cos. Ol

Tum vero est :
= ¢ — Ang. tang. (qla)oi 65;:

ideogue
(@—=)*+x

tan —
u“l“tang.m_ & 9 9@_“)
—x (CD

‘ (CD

y o (p—a)sin.Pp— (CD—!X)’COS (D«—!—-ros (1)
T (= sin. Q—sin Cp-—]—n(Q)——cc)cas(D

, sen

‘tan g.

consequenter

y=—a[(®—ay? cos. P—cos. P—2 (P—) sin. D] et
Y (@ +yy = [((D — a)f 1]

Scholion 1.

© 809. In genere etiam integrationem absolvere licet. Cum

enim sit :
gz __ noQeos.@

aq)'— nszn\P et ® ——  cos.m ? et

n— sin. -,
D 4 o Sy B8 O
unde posito

n o~ sin. Y .

((j)_]_m)]/(i—unn)"'e, erit 08, § =g

hincque
. . m—cos. o sin.3v (1—nn)
Si. \‘Ij — 1—ncos. d ‘?t cos. \‘P — T 1—ncos.§
At ob w=@ — \, habebitur
Tox ___ . noQeos.@(t—mncos.d) -

x® — cos.psin. 0¥ (1—n1) ~-sin. @ (r—cos. 5.0)
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Jam cum sit 9§ — 9 C!) ]/ (1 — nn), differentiale hujus denomina-
toris est
— o Qsin. O sin.py/ (4 —nn) +0®cos.Peos. f (1 — nn)

+10Qcos. H— 9 Peos. P eos. g -0 Psin. Qsin. g1/ (4 —nn),
quod redit ad naCbcos.C}J(i —_1 c.os.g) ipsum  scilicet numeratorem.
Ita ur sit

x==alcos.Osin g3/ (1 —n 1n)—sin, O (2 — cos. §)]
sel x"—acos.w(1-——7co0s. §), ideoque
y—ux—asm w(l—ncos ).

" Assumto ergo angule §, quaeratur angulus , ut sit

1 —cos. 8 sin. &

g Bt eos = 0y,

1~~7cos. 8 I— 7 cos. b

sim \Jy —

tum vero fiat

_— L] .
e e i 2

eritque integrale completum

& —a({—ncos.f)cos.ts et y—a (4 —7n.cos. ) sin, .
scholion 2,

810. At si numerus 7 -sit unitate major, haec integratio

fit ima inaria, quod incommodum ut to_llatur, notandum est, aequa-
tonis ¢ @ — 1'?:8?::;1—4; integrale esse
C:D o — I Z'F”(”-"“I) (I-'l—Sfﬂ-\P)—]—VC?z—-l—-r)(r-—sz'n.tP)_
+a== V(nn—1) "V (n—1) (1 + sin. Y)— v (1) (1 — sin. V)

i Quare si ponatur (P - ) Vinn — 1) — 0, ut sit
. 0=V (nn—1) et w:cp_q,:'m__ﬁ_a_\p,

- erit

el -t . vV (n— 1) (4 —+sin\l)  r— 1) (4 ~-sin. )

e — ¢ TV (1) (4 —sin. ) T cOs A\ Y (nanm—1) °
. g
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unde reperitur
e°—+2n+c“9 (eawc“‘e) y (nn— 1y

sin. \p = j ct cos V= 7260 e 2 A ri e

ita ot ex angulo o definiantur anguli \, ® et o Cum jam sit

dx __ nopeos @ . nd Peos. O erit
— Tonw  —— cos. peos. Y sin Qsind?

oz __ ngDeos. Pnel+2+ne"
x  cos. Cb(e —e Ny (nn—1)~}sin. O’ 2n-t-e

ubt iterum commode evenit, ut numerator sit ipsum differentiale de-~

ne -2 +ne”

B l

.nominatoxis, quemadmodum differentiationem  instituenti mox patebit.

Hinc ergo erit
x a:[cos CI)(e -——Je“e)]/(nn——i)—hsm (D(c 2n4e— 9] sen

x = acos wne ¢y 24-ne Y, et ob u"‘y —tang. w fit
y=asin.w (nef— 2 4-ne” 9.

+ 4 .

Quocirca ex angulo § primo quaeratur angulus \l, ut sit

8 — & gt ,

. e 2 n—t-¢ i e e~/ n-t

. sina W — 9'_'— =) ; et c-os.-x]'J:::( LAS )
o ne4-2—+4-ne” ne’ +24-ne”

uo invento eapiatur angal —_— - — e
q cap galus w = pro——y T @ A, ac formu-

lae illae pro = et y inventae dabunt integrale completum ob duas
constantes @ et « introductas,

Seholion 3.

g§414. Com hic praecipna pars integrationis fortnile suceessis- .
se videatur, operae practium erit in ejus causam inquirere, num

_ forte ratio integrandi clarius perspici queat, Cum igitur sit

(D:\!/—}'LG et a'CD:I—_.:?L%n.\i#-T

hincque

aw:m\l}—“na@sin.w,

L —nosin T
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-apquatio

1o & cos. : . .
oz __n30 —q)—, ob cos. O=cos.\ cos.y — sin, U sin. ,

X cos. W

in hanc resolvitur

dx " __na3dsin Psin w J !
—=n 0 (D cos. \J S . f

.-;quae ob
i aq)___;___mmw et 29 Qsin =9 w,

nduit hane formam integrabilem
dax___moYeos. Y  duwsimw

gx_‘""l—nsm\l) cos.w

ex qua elicitur

: pr— _GCUS.W ey asin. w
L , 1—nsin Y- —nsinp? ob y=uzx=—ztang.u.

' Fn ergo in genere 'aequatioms nostrae hanc integrationem. Anguli
w et \l hanc inter se teneant relationem, ut sit x

) C

|

. _ mavsind
o : am""‘z——nsiu.x]}

tum vero erit ‘ ' e
a €03, W asin. w 4 '
x'—"x—nszn et y_"zwnsz'n.i.

Quodsi ergo ponamus ]/ (xx +yy) ==, ut s

. xZzeos w et y =zsin. w, erit
[+ %

I — nsin. Ay

, Bw"—m At fit
1 ' . - ads .
a\'P"'zV[nnzz——(z——a)"] Crgoe

e - (z—a)o=
0w —— 2¥ [nnrz— (z— a)?]

z = et sin. \y—= -—-z— hine

unde angulus w per = definitur. Ad irrationalitatem tollendam, si
- pouamus

Yinnzz —E—a=snz4z—a), fit

i
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ands(ss—1)

Gs+ ) (nt)ss—{n—1)1" seu

o — ass-+1) ) —

T (n—t1) 55— N1 et Juw=
29¢ 20§

0 W= R _(n-—}-l)ss-——n,-—i—1

quae integratio est manifesta.

Problema 82.

'812. Si aequatio differentio-diffeventialis tum demwm fiat ho-
mogenea, si alteri variabill y tribuantur 7 dimensiones, ejus inte-
grationem ad aequationem differentialem primi gradus reducere.

Solutio.

Posito py=—pox et 9p=¢g0x, ut oriatur aequatio inter

quatemas quantitates finitas x, ¥y, p et g, quae quomodo ratione
homogeneitatis futura sit comparata, videamus. Primo ergo cum
pro x unam dimensionem numerando, variabilis z habeat n dimen-

siones, quantitati p__g—y tribuendae sunt n— 4 dimensiones, quan-

titati q__aif vero n— 2 dimensiones. Quocirca ponamus

y—ax"u, p—=ax" 1, et g—zx"" v,

et ob dy==pox et a;;:qax, hahebimus

zpu-L-nugxs=tox et xat'-—}—(n—-'i)tax:i)ax,

unde colligimus

dx__ . ou ____ ot

T T i—nn T w—(n— 1)1‘,
ideoque

duv—(n— 1)1 ==0t ¢ — nu).
At factis superioribus substitutionibus in aequatione inter =, ¥, p
et g, per hypothesin variabilis = ex calculo extruditur, ita ut pro-
deat acquatio inter tres tantum variabiles u, ¢ et v, ex qua litte-
ram v per binas ¢ et u definire licebit, Quo valore substituto ha-
bebitur aequatio differentialis primi gradus inter binas variabiles u

2 S T ]




ipsl y ejusque differentialibus  nullam

' aequatione 1
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Jx- On

et .t, ex qua i per u determinari queat; ope aequationls —=—-—, ===
definietur. & per u, hineque ob u — — olitinebitur aequatio 1nte-
x

gralis inter = et y, eaque ob duplicem integrationem completa.

Corollariuom 4.

. 848, Aequationum ergo inter @, ¥, p et g hoec modo trac-
tabilium hoc est criterium, ut posito y—x" u, p—at Tt et ¢

2%y, exponens 7 cjusmod detevminationem patiatur, ut variabi-

_ lis & prorsus ex calculo per divisionem egrediatuy.

Corollarvium 2.

g{4. Si sit n=0, acqualio ita est comparata, ut tribuendo
dimensionem fiat homogenea.

Hoe scilicet casu sola variabilis 2 cum suis differentialibus dimen-

_ siones constituere censetur.

Corollarium 3.

g15. Contra vero si dimensiouss ex sola variabili y aesti-
mentur, ita ut ea cum suis differentialibus 0y et 00y ubique eun-
dem dimensionum numerum constituat, exponens n fiet infinitus.

Seholion.

§16. Si sola variabilis z cum suis differentialibus ubique

cundem dimensionum numernm complet, ob nz0 fit w=y, et n
7

: . . . T i
nter x, &, ;7 et g statw conveniet p =/ — et ¢ = 3

quo facto variabllis x ex caleulo deturbabitur, prodibitque aequatio

inter z, t et v, cujus ope aequatio differentialis 0 y (v - £yt ot

T . gt . D& _._ 0
ad duas tantum variabiles reducetur, qua resoluta erit — :--T:" )

ubi cum ¢ detor, per y, integratio nullam habet difficultatem. Ve-
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rum altero casu, quo wariabilis % scla cum suis differentialibus pa-
res ubique dimensiones habet, ildeoque exponens s infinitus capi de-
beret, vesolutio alio modo ipstitui debet, quem mox decebimus, ni-
si forte permutando variabiles x et y casum ad praccedentcm re-
ducere lubuerit.

Exemplum 1.

0 817. Sumto elemento om constante, si proponatur haec
aequatio xmaay_ocyasc —l—-ﬁaz@m@y, ejus integrale invenire.
Perpendatur hic ista conditio, qua sola variabilis & cum suo
b differentiali 0  ubique duas constituit dimensiones, eritqgue n—— 0.
- Cum ergo posite dy=pdx et 0p—g¢godx, habeamus ¢z x —
S oy + B p =, statuamus p:% et ¢ =, fietque v — ay - B4
= | : unde adipiscimur istam aequationem differentialem
& ‘ aydy (B +1)tdy=tot,
i ‘ ' ob cujus homogeneitatem faciamus £ —y =, eritque e
: 1t | may—l—_(ﬁ+-i)zay:yzaz+zzay seu
| Tl - - _ dy __ zdm
b ff ¥y T et (Pti)m- mm
‘hs | Sit a + (B4 1) = —-zz:(f—[——b)(g-—u)
’ i ut sit
i a=fg-etﬁ3+i:9—f=
i
it —F+e® 7+
Tl
?

;- Y f+z  g—z
i : unde colligitur integrande

] : By —_f?)z ﬁi—az_

=R S =,
o - ‘ - r

II

| - y(f+ z)f—l—g(g._._»—)f—l-*g

[ ' | - reperieturque h
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- Tupm vero est

Bx 82 R

= yzx (R —2)° seu

ax 1 az. T % .
T T iTE SE +ig rgoee MO

8
— ) f+~\f+g gey LR — (_,“)f—i—g
g—=/ g—=
X gxf*}*g___/’f;f—l—g ‘
Unde cum sit = =27 e 1 T erit hoe valore ibi sub-
Z

stituto
(f+ g) ngfy_—:a (bf“i—'g__}_a;f—i"g)’

- 13
; Lo — T
seil posito s c

B BN
| J——C( —%—bg)
est vero g — F—=0 1 et gF=V (B 1)’ + 4 ).

Corollarium,

s18. Quoniam in aequatione proposita etiam ambae variabi-
les z et y simul ubigue totidem dimensiones habent, eam ctiam se-
cundum praecepta. praecedentis problematis tractarve licet.

"Exemplum 2.

819. Posito 9 x constante, si aequatio differentio-differei-
tialis duobus tantum lerminis constet, ut sit hujusmodi
aayicw“’yﬁaxﬂ—'ya yY,
¢jus integrade investigare.
Posito dy—pox et dp =g D 2, habebitur haec forma

g cx®yPpY, ubl exponentem 72 ita definire licet, ut posito z —
", posatT et g ==z ?v, variabilis @ per divisionem tolii

possit, capl enim oportet
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@+I3+V(’1“ 1),#;7,-4—2:_—-_0, seu 71__—_':1#3-__%”—’_—__;33 .

rumque  erit v—=cuPt¥, Aequatio ergo differentialis primi gradus

resolvenda erit ‘
cuftYQu—(n—1)tdu==tgt— nuot,

ex qua cum variabilis £ per u fuerit determinata, integrari -oportet

] Yy .
hane formulam 25 = ~2%_ quo facto ob w=-, obtinebitur ae-
o t—nu? g

quatio integralis quaesita inter x et #.

Casus tantum f~-y=—1, quo n fit infinitus, peculiarem po-
stulat tractationem infra cxponendam, nisi forte simul sit y —=a~+2,
tum enim exponmens 7 prorsus arbitrio mnostro relinguitur, at acqua- '
tio erit homogenea. '

Exemplum 8.

320, Sumio elemento O x constante, si proponatur haec

aequatio

243Dy —a"dxdy 422y 020y — 4yydz’,

ejus integrale invenire.

Hic evidens est, sl ipsi y ejusque differentialibus Jy et 9dy
binae dimensiones, ipsi & vero et dx singulae tribuantur, in om-

- nibus terminis -obtineri sex dimensiones. Quare cum posito gy ==
pox et 9p==¢gox, habeamus hanc aequationem

m4q:x5]J+2xy]J — dyy, faciamus
y—a?u,p—=xl et g—wv, prodibitque
'v:t—i-—zut——/um.

At ob n=—2, aequatio differentialis nostra erit

Cduv—1t)=—ot(1 — 21),
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quae abit n

U zuau(t——.?u)"‘“af(t_._ W,

~upde deducimus vel t—=2u, vel tc—uwu J-c, quos binos casus
georsim evolvamus.

1) 8 t—=2u, ob a:__f — fit Qu=——0, ideoque u=_C,

ac proplerea Yy = Cxax, quod est mteglale paltlcu]are, aequationi

" '-.'p':ropositac utique satisfaciens.

. . .o - du <
2) Bit t —wuwu-+ ¢, erit e ubl tres casus

sunt considerandi:

Primo sl constans e= {1, erit

x 4 x 2 - x
= Ty su 2= (@ R

: ot _ .. d® du :

- Secundo s constans ¢— 1 — ff, ent — = W= =77 ?

‘hincque
Jp—— =222 ¢,

af " f—u+:z

- ergo ob u — erit

(f=t=1) 22 % — 357 Qf
(f—z)xx+y 3 3
Tertio si constans ¢ —— 1 —~/./, ideoque —= e Cremy ey

quae integrata dat -

—1 o= —xx L
l; —Ang tang. f,seu fI:yfx::tang.fl?'

xﬂ'a(

Pro ratione ergo constantis arbitrariae ¢ integratio vel alge-

- braice succedit, vel a logarithmis, vel ab angulis pendet, unde for=

.ma generali exprimi nequit.

Scholion.

_ -821. Integrale autem particulare prime inventum y=Cxwx
10 nulla harum formarum, -quibus integrale completum constituitur,
' 9
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contineri deprehenditur: mnihile vero minus sausfacit acquationi dif-
ferentio-differentiali propositae,  Hoc erge exemplo magis illustran-

tur ea, quac supra circa hoc paradoxon sumus commentati, quod

interdum aequationi  differentiali satisfuciat acquatio finita, quae in

mtegrall comp%etb minime contineatur.  Videmus igitr hou idem

paradoxon etiam in acquationibus differentio - differentialibus locum’

‘habere. Utrnm autem illa acquatio y =C @ x nter inlegralia sic

admittenda, alia est quacstio, .quae nondum penitus videtur conflecta;

hic quidem ipsa aequatio proposita quasi factores babens cst cen-

E senda, ex quornm altero illa aequatio = C z 2 nascatwr, verum
multum abest, ut in hac explicatione acquicscere queamus.  Quin

potius ipsa illa guaestio, sive geometrica fuerit sive alins discipli-

' . nae, cujus solutio ad hujusmodi aequationem perduxerit, accurate
perpendi debere videtur; ubi plerumque hand difficulter indicare po-
test, uuum quicquid aequationi differentiali satisfaciat, id etiam ip-
si qguaestioni conveniat nec ne? Velutl si descensus gravis ex alti-
‘ tudine —a labentis definiri debeat, et altitudo qua jam a terra di-

. l ‘ ) stat sit @, erit ibi celeritas wut ]/ (@ —x), et elementum temporis

JR— . . . o - . . . . .
Bt:m—_‘_'ix). Hic guidem evidens est isti aequationi differentiali

satisfieri ponendo x—=a, 1ita ut tempus ¢ maneat indefinitiin, quod
i ’ tamen gquaestioni nentiquam convenit, quae nonisl vero integrali
I t— 2}/ (a — z) resolvitur. '

: . Problema 1400.
|
I

‘ 822. 81 in aequatione differentio-differentiali variabilis g cum

_ suis differentialibus 0y et ¢ dy ubigue eundem dimensionum nu-
: ' merum adimpleat, ejus integrationem ad sequationem differentialem
: primi gradus reducere.. -

| N
| : ‘ Solutio.
!

~ Posito gy —=pdx et’ dp=¢0dx, aequatio ita erit compa-.
rata, ut in ea ternae variabiles y, p, ¢, ubique eundem dimensio-
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qum numerum obtineant, altera variabili @ in computum dimensio-
pum prorsus nov ingrediente.  Quarc i statuatur p=uy et gzvy,
i omnibus terminis inerit ‘cadem ipsius y potestas, qua per divi-
siopem sublata habebitur acquatio Inter ternas tantum variabiles a,
Cw ot v, ex qua unam per binas reliquas definive licebit, ita ut v
. aequetur functioni cuiplam Ipsarum z et . Jam ob pr—uy erit
:aJ—wax: et ob dp——qaa, fiet uaJ—I—Ja“——UJaﬂla

unde sequitur
Byy — ) > et dy___ wodx—ou

- —3
1

ideoque Ju—uundx —vdx, quae acquatio differentialis duas
téntum variabiles z et 1 complectitur. Quam crgo si inlegrave li-

_cﬁaL, ut relatio inter x et u inde innotescat, superest, ut formu-
lae uQz integrale investigetur, quo invento evit [y —/uox, si-
' que aequatio ovietor ntegralis inter z et ¥, quae ob duplicem in-

tegrationem peractam duas constantes arbitrarias involvet, ideoque

" integrale completum exhibebit.

Corollarium 1.

' 823, Hujusmodi ergo sequationum iniegratio reducitur ad
‘hujusmodi aequationem differentialem ou—- nudx—vda, cujus re-
solutio si succedat, simul illarum integratio habetur, cum formulae
udx integratio dificultate careat.

Corollariuvm 2.

824. Cum sit %?—“ua z, erit y—=e/®9%, qua substitu-

... tlone aequatin differentio - differentialis proposita statim reducitur ad

aequationem differentialem primi gradus, erit enim

- fudx . .
05— piudmy op BF g © (})u—}—uuaz).
ax_]"_ 9 ox /-— an

ac. tum formula exponentialis spente ex aequalione egreditur.
AR

-
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Corollarium 3.

gradus Ju-l-uudx=vdx, In qua v sit functic quaccunque Jipsa-
rum =z ¢t u, ea posito ”:j‘%i_'c’ in ejusmodi aequationem diffe.
rentio-differentialem transformatur, in qua variabilis z cum suis dif-
ferentialibus gy et ¢dy ubigue eundem dimensionumn numerum con-
stituat,
Scholion ft.

826. MHaee reductio aequationum differentialiam primi gradus

ad gradum secundum legibus analyseos adversari videtur, interim

tamen subinde usu non caret; quodsi enim alia methodo bujusmodi -

aequationes differentio-differentiales tractare liccat, dum carom inte-
gralia vel per series exhibentur vel finite, simul integralia aequatio-
num differéntialium primi gradus innoteseunt, quorum ratio plerum-
que aliunde vix perspicitur, In sequentibus autem. videbimus, ejus-
modi aequationes differentio- differentiales in quibus variabilis altera
y unam dimensionem non superat, per series commoede integrari
posse, atque adeo interdum has series abrumpi, ita ut integrale fi-
nita expressione exhibeatur. Caeterum proposita bujusmodi aequa~
tione differentiali primi gradus Ju —~uudx——vdx, subslitutio u=

B . . \
ﬁy_x eo magis est notatu digna, quod sumto elemento ¢ & con-
stante fiat

- By .y -
QU= — Sy oa’ Ideoque:

A~

DU A-Ludz ==
ita. ut duo termini hoc modo in unum coalescant.
Schoelion 2.

g827. Casus hic iniprimis notasse juvabit, quibus aequatio
Qu—uudx=vdx integrationem admittit. Hunc in finem sit

';

825. Vicissim efiam proposita aequatione differentiali primi

R T
e e

SR
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., — V o« forma generalis aequationum resolubzhum, et V certa
"fun-ctIO ipsarum 2 et u, ac manifestum est, si fuerit v-Zuu—+V,
_ X

.._-ﬁ_?
denotante X functionem ipsius @, et U ipsius z. Secunde si V sit
gimctio homogenea nullius dimensionis ipsarum 2 et u.  Tertio sl
-+ denotantibus X et = functiones quascuncue ipsins z, fuerit ¥ =
Xu—-mut Quarto si denotantibus P et Q funcliones quascunque

1

P P - Q .'I:'"'
integrabilibus alii casus concludentur.

ntegrationem succedere. Primum ergo hoc evenict si sit V

ipsius U, fuerit V —

Exemplum f{.

., §28. Sumio elemento g x constante, si proponalur haee
aequatio

yoxdy
giws inlegrale invenire.

Posito dy=pox et ap “gdx, prodit
c’-y(/—l—ﬁpp 1f(cmj—}P—sc'c)

@u-a'e facto pzuy et p_,v‘j., abit in hane

— b _ — LA Puou
av+ﬁz;u,]/(aa+xx), €U VI Cre=rr ek
_unde hanc aequationem resolvi oportet
-+ - aV (aa+xx) o

 Statuatur u=I, fietque
5o

——1——Bs+m,(w+m)__(1 ﬁ')axl

© quae per [m—]t—y/(cza—-kxm)]“ 111u1-tiplicz£.ta et integrata dat

slx—+y/(aa -»—:cx)]_‘;:(i ——{—-;ﬁ)__faa:[x —[—1/(aa+x,r;)]£.

——,  Similique modo ex aliis formis.
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Fiat .q:—‘j—1/(a.a—}—-wa2):£°‘, erit

© n :
aa—f%—21%x, hine
2% —uada

Lt —Iaai™* et

-1
—_—

Dz

ita ut sit

X

JE(ET? Aaat™* ),

21"
—a

at ex aequatione differentiali est

= o8
20 |=
PN .
doow R
| .

Pt L
b 8
&, + = e
mm,flw,«w_ss.._,
dla oo :aT
=Ts g |l
nP_d@ \U.x_s
o :ﬁ_a
1] AT
e w g

[+

o

g

e

a 8
T2
b %Y
H ~
o
8 <l
+ 3
= I
S O
p—_
SR
T3
2 @
=8
I_a m
+ .
,._w._ )
_Bu
=i
ais
+ N
- /M
~ |l
B
Q
en
&
a)

hincque

al
a3

[z (an ~+~a:o:)1. %

Caatt ¢

io‘.:—]{
A+a—}— 1 +_ | —a

2t

==

existente

(t*—aat=*), vel 1

feicdant |
ita ut aequatio inter @ et gz 8t

o1

[ —— ;/(a_a—lr—x:c)] «

o+
Cy *

¥

I

-1

— A

I —&

[z~—1 (aa+22)] * .

ad

]

11—

Scholion.’

Hoe idem exemplum ita est comparatum, ut alia ra-

tione facillime resolvi possit; aequatio emm

5290,

<

-

2

=

™

D

Ll

=

g

£,

-

o

n B

| (2

~x 11
]

of
S
o
L
=
ﬂ

ey q—4-Bpp
multiplicetur, ob gdz

0%

si per —
Pet 5%
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Ay __ dm

y T V{aad-xx)

cujus singuli terminl sunt integrabiles.

peyf = Clw ~-)/ (@a—-za)], hincque

Prodit ergo

P L

y*dy=C oxlz 4 1/ (a et xx)]%,

‘guae acquatio denuo integrata  praebet integrale ante inventum,
. porma ergo generalis aequationum hoe modu resolubiliom est 9 p4-

V)y+XJx=0, existente P functione ipsius p, Y

&

71

ipsius et X

‘ ipsius z, quae nosiro more repraesentatur per Pg-p-Yp 20,

Hine ergo perspicitur quomedo  ctiam aequationes  differentio - difle.
rentiales ope idonei muluplicatoris ad integrationem perduci queent;
.Quae methodus, cum in aequationibus differendalibus primi gradus
g j.nsignem usum praestiterit, eo magis excolenda videtur, quod etiam

8§30, Sumio eleinento ¢ x constanée,

| aequatio

D0y y sy dyt - il

o zY y=yoxroy Yy Viea—xox)

Exemplum

'

ejus integrale invenire.

2.

~

Posito dy—poT et dp=¢goxz, erit

rY§—Y

bxpp

R R A e ey

quae facto po—uy et ¢ vy, abit in

huux

TUTT U U X —{—‘Wﬂj .
© unde oritur haec aequatio. differentialis

no
ou—tuugr——— ~-uugdx-f

xd L—udx
H N

i baxdx
=V (ea—wnx)

?

Abuuau
V{ea—zxe)’

‘ad aequationes differentiales altiorum graduum pateat, gquod argu-
mentum infra fusius pertractare conabimur.

si proponalir hace

sen

ﬁ
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cujus integrale

&
]
]
Bls
8>
(s
|_“|
=~ o
(3]
5]
2wl
¥ o
| 2
= =]
3 T~
NG
S
| sl=
15
8= Muu
1
6 B~

£y

—

Statnatur Y/ (@a—xx)

at sit wpa——= —tof, erit

,_l_.
I(C Dty +le.

b b

L

b

Sit C—=nbbd, erit

C

ag—x X)

b

en an—'—]—-'l"(

V{oa— xx)
b
ubl ¢ et n sunt constantes arbitrariae.

Yo
o

l




