CAPUT IL
DE

ARQUATIONIBUS DIFFERENTIO-BIFFERENTIALIBUS .IN QUI-
BUS ALTERA VARIABILIUM IPSA DLEST

Problema 95,

Posito dy=—pdzx et dp—gdz, si detur aequatio quaecungue in-
ter tres quantilates =z, p et ¢, in guam altera variabilis ¥ nen in-
grediatur, iavestigare relationem inter ipsas variabilee & et g.

Solutio.

Cum aequatio proposita has tres quantitates =, p et g econ.
gi, atque habebitur aequatio dif-
ferentialis .primi gradus dupas tantum guantitates variabiles x et p
involvens, quam secundum praccepta prioris partis tractari, ejusque
integrale investigari oportet. Integrali autem invento, quod -si fue-
rit .completum constantem arbitrariam complectetur, inde vel p per
x, vel x per p determinari poterit. Priori casu quo p per z de-
-finire licet, ut p aequatur fun:tioni cuidam ipsius =, quae sit =X,
ob p——X fiet pox——dy—Xd=, unde reperitur y=[X d z~+ Const.

tineat, loco ¢ scribatur ejus valor

quae aequatio relationem desideratam inter = et y definit. Poste-

riori .casu quo x per p detur, et functoni cuidam P ipsius p ae-
quatur,- ut sit @ == P, .erit g__,pra: ~{poP, seu y=Pp—[Pap.
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‘Sin autemn neque x per p, neque p per z definiti queat, vie
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(L mume uramque " per. novam vatlabilem. u exprimere li-
3 f_f:z,,V-'-g:,tLpT;—_U; tum. endm. habebitur y:ﬁ Ug¥V..

Lo @Berollarium 4.

H]JJIJSl]‘JOdI éa‘go. aequationum. differentio - differentialivmg
- tu‘vf,-,w . - e N N

fa_imstituitur, ut. revocetur -ad aequationem differentiaiem:

@@E,rg‘l@dﬁ”smtel binas. variabiles @ -et’ p; quae si integrari queat,.

il 3liins aequationis’ integratio. habebitur, accedente quadam. novas
2t S ) T

BEANG L g

BT AT IR ‘
262, 81 aequatior inter 2, p et ¢ proposila- ita fuerit com-
ggrafﬁa,“'ut‘ g unicam dimensionem- non exccdat, vel si.ad talem fer-

“mame veduet pat]aituf, orietur aequatio differentialis simplex, differen-
" alia- unipe tantum dimensionis. involvens,, ubi praecepia ante tradita:

" 4q. usum- sunt voeanda.
. Lo n R -

[

| Corollarium 35

" Bin. Autém’ quantitas g. plures obtineat dimensiones, vel
" adeo- transcendenter ingrediatur, tentanda sunt ea arficia, quae in
_ fine’ superioris: parlis circa resolutionem hujusmodi aequationum- sant
waditar, ' T

S Scholion:

3R Quandb in aequatione inter », p et ¢ littera g unicam habet

'.d"i'mépsi_o;néma indeque posito q:“_g—f: aequatio differentialis simplex:

" nascitur, ‘praecipui: casus, quibus integratio- succedit, sunt: 1) si
- acquatio’ haec differentialis- separationem admittat, 2)-si alterutra
variabillum p-et x, differentialium quoque ratione habita, unam di-

. “mensionem: non superet,. ag 3) si ambae variabiles. et p ubique
- eundem. dimensienum numerum constituant, quo casu aequaiio ho-
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-mogenea -appeliatur.
.evolvimus, hic non
ribus dimensionibus

CAPUT 1L

Casus ‘minus late -patentes, cujusmodi -supra’
commemoramus. Deinde si quantitas ¢ vel plu-
sit implicata, -vel -adeo transcendenter .ingredia-

tur, -casus praecjpui resolutionem -admittentes,

quemadmodum :supra

.doculmus, -sunt: 1) sl propenatur aequatio .quaecunque inter & et g
’ deficiente p, 2) i -aequatio tantum p et ¢ contineat, -quos binos |
«quidem casus jam capite praccedente tractavimus; 3) -s1 in -aequa- i
variabiles p et z ubique -eundem dimensionum

tione -proposita binae
qumerum -constituant, 4) sl in aequatione inter x, p et g dltera -
binarum’ litterarum z vel p unicam dimensionem obtineat, denique 3
5) si -aequatio ita fuerit comparata, aut posite & —= v*, p—z" v
et g — 1", aequatio oriatur homogenea ‘inter v, % et £, .quae :scili- ¥
cet ubique eundem Jdimensionum - mumerum .coustituant, Secundum

@

;1108 €T Z0 CA5SUs :exemp‘la ;PJ.'O‘fBI‘d.lllllS.

Exemplum 1.

755, Investigare aequationem inter = =t y, ut posita 0 x

3
2 282
x? 4 0% :
© ¥ aequetur datae jfunctioni

' ' constante, haec jformula :
dx0 0y ;

ipsius =, quae .sit — X.

¥

Posito dy——pox et 0p =g 0=, €It

3
U-+pp* _ .,

I

- 3
(1 ==pp)°ox
—_— S_i“f_@.ézg "jdeoque

dx __  0p ' - i
X 5 |
A HA=-pp)

ubi ecum -variabiles 2z et p sint a se nvicem separatae. integra- |

tic dat
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Corollariovm 1.

‘ i

756 51 x et y slnt coordmatae orthogonaics curvae, erit for-

- mﬁia Ei_.ﬁ_ﬂj_ ejus radins curvedinis, unde hinc curva definitur,

<

4
Niw

":cu'jus radius curvedinis aequetur functioni cuicunque =abscissae a.
Corollarium 2.
! . . T ! f

D 757 'Si ergo radius' curvedinis debeat esse reciproce pro-
3 .
poktﬂenglm absmssae z, sumatuir X == = eritque

"_ 220 xxd-ab
V f_u____‘m hine

{xxtcb)ox
y "_f]/ e —(xdFdb) T~

quac conthlo pracbet curvas a lamina elagtica forma,tas.
- 4

'
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Corollarium 3.

neg. 8 fit V—a®, sew X = i neglecta constante ad~

denda, oritur 7 — f i —~ , quod integrale algebraice “exhibe-
.‘/ ok 1)

) T — I
¥i potest casibus, quibus. -est vel n — 595 vel n——=—, deno~

tante i numernm integrum positivuin.
Exe m.p.l‘ um 2.

7598, Si posito oz constante, opor teat esse
Dz @z’ +Byz)+xayaay——aaayy’(ax +ay Y,
Invenire aequationem inter x et i n

 Posito dy—p0 Z, nostra aeqmtm ob d0y—odpox o~
dmt hanc formam _ ‘
ox (L 4-pp) -z pdp :u‘ap ]/(i' P,
quae: Per ]/ (1 +p p) divisa fi 1nteglab1hs, oritur eninz

: b
_xy -—|—-pp):_—_ap—}—b seu x_‘?’%xrpp)

Cum nunc sit
Y= fpax:px—-fxap, erit

gy == i+ faP (ap—4-3)
V (pp) (1—!—9?)

et integratione evoluta: ©

o b+
y_;(f-i-P?i; @y (4 —4-pp) —

bp—a g gpV (AP
Y=gtgen T

fta ut ambae variabiles z et z per p definiantny

B EP"*“T"('-}"P‘P) sew

Cum jgitur ex priori eliciatur
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-

"a%-ﬂ-'ﬁ*’[-;f'ﬁ"d—:i—bb"-—xx) o ]/ (i"*-[-PP): bx-ta¥(aa4-bd—ax)

X —— XX—aa ¥

's valmlbus substituls

,df,na_;_bb-——xx)-i—lmj/(aa—l bb—axx) bzb—l—’/(aa—*l—bﬁ xx) seq
“"'—"Tm?_(aa—i—bb—-wxx) n(x—a) ?

it 54—V {aa4 bb—=x
gr 1/(aa+bb-—-—mx)-——b2 F e ).

Corollarium,

‘760 '51 constans priorl integratione ingressa b evaneseens
atur, . aequatlo inter « et y fit algebraica, erit enim y—

5 s Sin autem b non evanes\.at aequatio integralis est

aauw@

‘ ‘Exemplum 4.

761 Posito 0 x constdnte si debeat esse
aaaay]/(aa-J—xx)—}—aaaxay:‘:‘_xxax,

amhenu'e aequationem inter x el 3.

Pos1t0 oy —p B x, babebimus hane aequationem

'aaap]/(aa—i-—xx)—p—aapax x x0x, seu
0

pox — xxdx
ap_l_'i/(aa—}—m:c)"_ caV(aa+ax)

'm qua. variabilis » unam dimensionem non superat. Cum ergo sit

J.V(aa+xx)_z[x+]/(aa+‘mx)]=

hacc aequauo integrabilis redditur, si multiplicetur per z-+1/(aa+ zz),
tum enim prodit .
— przdxlxzt+V i o
S l:w+1/(aa+xx)] f aa'ié'(a:a—(ia—;:;-: )]’ seu
L g p[m “+ VY (@a-t+zx)] = va (I T2 et

aa+xx_) 3aa’

4' IV(::—?—Z::)“—* (zx—2aa)y @a-+4+2z 4 C,




P BADUT IL

oy e i RS e
Haee multiplicetur per )/ (@ @ 4z &) — x, ut prodeat,

miap o= =228 "1_.*_;'3”/ (aet28) 4 Cy/ (@a—2z)—Ca,
et quia 9 y == p .o =, erit Integrando .

aay— —%m* '—-ga‘ax—]—% (aa+wx)]/(a cz‘—}—.:csc)

—iCzxa - C/fox ]/(aa -+ x x).

Quodsi ergo constans C evanescat, aequatio inter z et y erit al-

gebraica, “scilicét .

aay-t6aax -1—:::3 i 2-(aa+x x) %-(a a— 2 x).
| Exemp’l‘um 1.
762. Posito 9 x constanle, ihvenire integrale hujus aequa~
tionis differentio-differentialis
@ady -+ z-2 0 27) ddy—nzdx’0y-
Fiat py—pox, et ob oy — 0 p.9 = habebimus
(@app-tzxz)dp—npxix,
guae aequatio cum sit homogenea, statuamus z —p U, eritque:
pp@a—-uw)dp —=nppu @i u=-uodp), s
dp .~ nmdu
. ' —p_'_"aa—l-‘(x—n)uu’
quae “integrata dat -
Ip—= E(:—n—‘ﬁj llaa 4 | —n)'u u)] -+ Const.

Hinc colligitur I

n
p—Claa 4 (4 —m) uwu]?(—", atque
n
x—=Cufaa -+ (4 — m)uul? (1=—m),

Cum nune -sit

i3n—=

y—px—[zop et Jp——Cnudufaa-+({—mn) uy]2(=n),
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o s ‘ . | .
Cu[aa+'(i-rl)uu ‘—“—HJzCCfuuau[aa_g(i_.n)uu]n(:—-n')_
" aut&:’h""—#i"ﬁ‘-ﬁ £rit

il i?” ~”——_{-C et u—“a]/ul , hine

.w-«»-* -<HF —'-‘—.ﬂ

Tz ap ]/21*—, et J__app]/zl—?i-—afpapl/o[ ‘

Corollarium,

vi .655 51 fuerlt n—=1, erit
| :1': _.“_”Ckuf "'(a;a ~A-Tuu) et

- 73__C(ju(aa+;uu)—591—é+D CCu(aa—-}—lun) D3

':.':‘ slcque ‘relatio inter x et y algebraice exprimitur, quod etiam fit,
ERT ete.

8 n—=%, vel n=—j%, vel n—4,

' Exemplum 5.
q 64 Posito 0 x constante, integrare hanc aequationem
d _ﬁ"crentzo differeritialem
' aaxay +zxdxddy —=nzdyy @zt +aaddy®),

'Flat dy—pox et dp—gqgox, ut sit dJy—gqg.0
. mostra. ‘aequatio induet hane formam

| app-}-qa’:x -npxy (4 4+~aaqyq),

quae “est homogenea inter p et z. Statmatur ergo p =~ u z, fietque

N Lt =nuy/ (1 4-aaq g
o Jam vero est

Bp:qaw—uax+xau,
S unde ﬁt —.oz
i hq—m,

’ ‘At _c_x 11‘13. ae@uatione inter g et u colligitur

anu—-n uV(x—nnuauu+a‘u4)
nLGEBU— 4

et




= — =z ° 1+au—nnaaun—]—n1/(1—-nna.a‘uu-i]—a4n4-)’
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. : - u(x-]-au—-n-naa'uu)-l-—ﬂu'lf(:—nnauuu—#a‘u‘&) 5‘

r g — % ANE QUL I K i

| slcque . i

Jx _ _odu nuEoL YT 5\!

i

H

Dabitur ergo z per u, hincque ctiam p Z— Uz per U] unde dedu-
eitr y=[pox = fuxdz

Corollarinvm {1, g

765, TMla aequatio differentialis transformatur in hanc ) ]
?_x___au I—G—uu——-nnaan‘u-—nV{;-—nnaauu-—}—a‘%u‘l} ‘Q‘
x —u ' in—1—aau—(Rn—1jaouu ’ :

unde ratio integrationis facilius.perspicitur..

Corollarium 2,

I 466. Notatu dignus autem &st casus nn=—2, quo fit i
i - dx du s-sur—ogevu—{l—aauun)¥a ¢
== G- ? : S0 };
dx __9u :—I—aau——(I—-I—-a-u)’V-n,__au(i—'l/-a) - adn(3-—ay2)
= T u ! 1—au - ® 1—au v

unde colligitur _ :
lao— (4 —]/2)Zu—-—-(3 a2V 2)I(1 — au) 4 Const. seu

zuy 2t (1 — au)s—ﬂfn_.-:_ C.

Exemplum 6.

767. Swmto elemento ds—y @x*-}-0y®) constante, inve-
nire inlegrale hujus aequationis

22Dy — 205200y —adx0dsy (99 z? -9 0%,

Posito dy——pdx, erit gs==dxy/ (1-}-pp), et ob 00s=0 fit
—— . pOPVE __ = pgOx
00T = — T = e
existente dp—=¢gJx, tum vero
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- 2 . gas
,;;-ay—-paax+apax— R goat= 1

— dx?
j’/(aa-%' —F‘aayg) v (?+§E,‘)‘

gs"bsmutls, aequatio wostra imduit hane formam

‘}jg:aq, quae differentiata praebet —20g==adq,
Jicoquc aq__O ‘et q___'l-. Hine p__fqax + , qui idem va-
i é*x aequatlonc p___(:r—p-a:)qf sine mtcgia‘uone obtmctur. Tum:

| _-,ml;); est y._fpaa:_xx+ﬂam+b quae ‘est aequatio integralis.
;ébhi@lété, binas constantes & et ¢ involvens.

Exemplom 7.

7”6 q ;S*uriito elemento. 0 § — ]/ @z?+0y% constante, in-

mre mteg) ale hujus aequatwms differentio - differentialis

box*ods*ada
ax3ay——~vaszaay-—mx T 209579057 "

A “ Posito gy—pox et dp=—goz, ob Js=gxy (I-}-pp) et
aaszﬁ, erit

. '.p

—pgox? __—dxodx ___ —odx ___ gox?
L 30z i+pp, 00Y=""%5  — 5 —i+ep’
":'.‘-'ssrgo aszaay'"‘qax , unde aequatio nostra fit
c g

: = p_qx_f(i-'i—aaqrﬂ’
! _-_';-quac dlaffelentlata praebet

|
i : (1 —t—aaqq)

,‘-1';-

— b

"iunde concTudltur vel 0g=—0 vel x== 3"

R S (+aagq)

E_i:ib_rjl‘;:asu' est qo= _z_ , et po= = =y l?(cc_}_”), hincqpe
o ‘,g:fp ax._"n c+)’(cc—i—aﬂ) +f
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. — b
Posteriori, easu quo & == —— 3_ fit

(4 +aap@?
— b b b‘ 3
vq . 9 . _g@aavg
vV (d--a agy

|

p:

Wi

(l—}—aaqq) (1 —1—a,aqq)
At est .

3 b
ax?_+ ca qaz, hincque

(1%~aaq® .
ay'“‘paw Sa‘bbq"aq
— e (T TTY )

et ope reductionim
—ibbg— aabbq 0
,y: 3 +§bbf q =
- (1+aagg) (t+4-aaqgqg)
Est vero :

f 0q — © g +2n-—-1/‘ g
(4 +gagq)®+*  2n(i-+aaqge™ 4 2n J A-+aagq™
Ergo

et

[ 924
f'(1+aﬂq'q')3 4(r+aaqq)’ + f(l—i—wqq)”

dq — g
](r FaagglE =" 2(1-Faaqgq) =i~z f:-—l—aaqg

i ‘
_ | | ——m + Ang tang. a g.
|

i -Hine -
I 94 —_— 1 3q
1 ' ’ f'(—i—:f— aagﬁ —— 4(1i-taaqgq)t +a(1—+- aaqq)+ 3 q Ang tang. ag,

ideoque
o —bbg(1-+auaqq) 5bq _3bbg
Yy—— 2li==aaqq)3 +a{1—|—aagq)“+16(1-+-nuqq)

.—]—5 bAng tang. aq,

existente
e B

95'—-—- e T i 33
| (4 +aagg)’
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xx -

4+aaf]f1—-—"

"modo aequa,tlo mter x et 7 exhiberi p0331t Hoc au-
"1':"7%: - Problema 96.
' 7 POSltD ay._pam et Bp_qax, si detur aeguatio
Il R S

'quaec,unquc inter ¥, p et g, ifa ut variabilis x ipsa in ea desit;
.1nye5t1_ga14e_ aequationem integralem inter @ et w.

SRR N . Bolutie.
_  Ciama sit q__ai’ et dx = a?y, erit q"—i’.%?; in aequatione
CaE e B i i" PR
or 6.1 ‘ter‘ y, p et q ublque loco q subsntuatur iste valor %’ ’

3_‘._-'.5.}_.1'1&!31168 p et 1y mvo]vens, cujus rcsolut:onem per ‘methodos supra ex-
P positas tentari oportt:t Inventa autem aequatione integrali inter p

Y5 - mde vel p per. y, vel y per p definiatur, quo facilius altera
o ‘atm 1nst1tu1 ‘possit, . 8i Y per p commcde definiri queat, ut
B metur functioni cwipiam ipsius p quae sit —P, ut sit y=P,
c;ut aw—'a-' hineque :;c_faP — --[—fP 2.  Sin autem com-
'modms Y4 pf,r y deﬁnue hceat ut Slt p_..Y denotante Y fimetio-
: quampiam 1ps:us y, ob Jz—=22 5> habebitur .'I._“':fa—y At si
n u1um' succedat novam variabilem u introducendo, per eam utra-
e queﬂquantltqs p et y definiatur, ut fiat p—U et y::V existenti-

bus” U et Y functlonlbus ipsins z, atque hine erit Bm'—avv, et =
B"V' '
JeRps hoeque modo per duplicem integrationem integrale completum

ob’cmebitur;

Corollarium 1.

w7710 Hujusmodi ergo aequationum differentic - differentialium
o 5
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resolutio gquoque revocatur ad aequationem differentialem primi gra-
dus, cujus resolutio si fuerit in potestate, simul illius integrale ex-

hiberi poterit.
Corollarium 2,

774, Bi aequatio inter y, p et g ita fuerit comparata, ut
ex ea commode valor ipsius g elicl queat, hincque ¢ aequetur func-
tioni ipsarum y et p, guae sit T, erit pop—=T0dy, quae est ae-
quatio differentialis primi gradus simplex, |

Corollarium 3.

_ mwa.  Sin autem hujusmodi evolutio non succedat, dum litte-
ra g vel ad altiores ‘potestates exsurgit, vel signis radicalibus invol-
vitur, vel adeo transcendenter ingreditur, aequatio differentialis qui-
dem erit primi gradus sed complicata, quae methodis supra expo-
sitis erit tractanda. '

Sc"hol‘ionA {.

w78, Cum paucis casibug aequationes differentiales primi gra-
dus integrari queant, eosdem etiam hic notasse et per exempla il-
Justrasse juvabit. Interim vero et reliquos casus guasi solutos spec-
tari convenit, quandoquidem in acquationibus differentialibus altiorum
ordinum id potissimum desideratur ut earum resolutio ad ordinem
inferiorem reducatur. Perpetuo enim in - Analysi quae ordime trac-
tationis praecedunt, tanquam penitus confecta spectari solent, etiam-
si plerima adhuc desiderentur, ut hoe modo multitudo desideratorum
diminuatur. Ita quamvis longe adhuc absit, quominus aequationes '
algebraicas omnium ordinum resolvers valeamus, dum adeo vires
nostrae mon ultra quartum extenduntur, tamen in Analysi sublimiori
omnium istarum aequationum resolutiomem pro - cognita habemus.

'Quod etiam usu mon caret, cum in praxi resolutio per approxima-
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- qnousque luberit, extendere licet, sufficere possit. Si-
0 gtiam, quoniam methodum tradidimus, aequationum diffe-
ialioi primi. jgradns integralia proxime Inveniendi, merito totum
' "ut plane . confectum, est «censendum, si eo resolutionem

.j*-um dlﬁ“arcntlahum altlor.um graduum 1‘cducere potueumus.

Scholion =.

AeQuai—iones ergo differentio-differentiales, quae hoc mo-
0. ad'__ Ehﬂ"erentlales primi gradus reducuntur, ita sunt comparatae,

naosito ay—pam et dp—godx, variabilis x ipsa inde tollatur,
fét*'aéquatlo inter, solas tres variabiles y, p et ¢ oriatur, Casus er-

'go qu1bus talis aequatio resolutionem admittit, duplicis sunt generis,

_ad. quorum prius referendi sunt ii, -quibus ¢ unicam obtinet dimen-

" sionem, " unde q functioni cuipiam ipsarum gz et p aequarl potest.

PP

=% =/j (y et p) quam. ponamus — T, resolu-

Cum ]glt‘l]]? 31t o

"'-’tm succedet. i) S T sit fimetio homogenea unius dimensionis ip-

samm y *et . 2) S fuent T—-2 designantibus P et Q@ func-

+Q’
1‘.101‘165 quascunque ipsius 'p tantum hinc enim fit

Pay—-ypap%—opap,

g éqﬁbrsﬂm etiam’ refertur casus,

: STy
3) i fuerit T—p'(p472), si quidem Y et Z sint functiones

E :quaccunque ipsius 7, quia tum aequatio

L 0p=Ypody+Yoy,
b, unicam dimensionem ipsius p est integrabilis, quorsum etiam re-
uendus est casiis- T:p ¥p +Zp“) Pro altero genere si quan-

o
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titas ¢ plures habeat dimensiones, vel signis radicalibus sit impli-

cata, vel adeo transcendenter,ingrediatur, acquatio inter y p et g,

" . o . - 3p
resolutionem admittet. {) Si posito ¢g—=pu, ut sit w_— =5y , aequa-

tio resultet homogenea inter y et p, in qua scilicet i et p ubique
eundem dimensionum numerum compleant, utcunque caeterum u in
eam ingrediatur. 2) S5i in aequatione post substitutionem g==pu
inter y, p et w orta, altera quantitas y vel p unicam obtineat di-

mensionem. 3) Si posito y == v*, p —z* TV et u == aequatio

oriatur homogenea inter termas quantitas v, z et £, hujusmodi enim
aequationes supra resolvere docuimus.,

Exemplum f£.
74%%. Posito elemiento o'z constante, si habeatur haec ae-
quatio differentio-differentialis

Doy +-Adwdy +Bydat—o,

ejus integrale complefum invenire.

Posito gy ——=pdx et 0 p— qdx, aequatio mostra erit

¢+Ap+By—0, seu pop-+Apdy +Bydy=0,

quae cum sit homogenea, posito p == vy, abit in
vvydy +vyyodv-—~Avyody 4+ Byody =0,
unde fit
an v g —

Sit vv +Av-4B— 4w @53y,
ut sit o -B—A et a 3B erit

d y ad v _Bow L '
T e T EEHETD — 0
hincque mtegrando

—_ —~Z(v-r-ﬁ)::c seun

IR Sy B e o ot

P, 4L
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& i ﬁ —=
" y:—_a(v+ﬁ)““ﬁ(v+a)“_ﬁ ideaque
B

'—O’.

P:vywau(v+ﬁ)““ﬁ (v—f—oc)“" .

ax___ﬁ?i’ aj’, unde ob
LS Gy —waw

y. o AUHB? erit
— 3w 9w dwv ol
,,,a‘”ww+m+u—(a—f5)(v+a) BT ©
SR G FRREE o C
nst.
.‘_m_r,”—“ ap ooe + Coms
Verum haec 1esolut10 fit facilior sequenti mcdo.

'i Cumsit -
- ey —wiv —dw
e e R RIS

e i,—y‘—l-ocax: E—_i_; ay-—\-ﬁam -u+a’ hine
lyd-axw—=la—I@w—+) et ly-+Bar—Ib—I(v4u.
Frgo. | -
.. . . . .v.__]_ﬁ'—"-"ie_a"x et ﬂ"‘l‘—&—_ﬁg_ﬁx

L =7 =7

unde fit '

a—B= (e Pr—aeTm),

_.1deoque mutatis constantibus

y___ g% ___]_%e——ﬁac,‘

quae ‘-infceg"ratio locum habet, si o et 3 sint quantitates reales et

aequales. Cum igitur posuerimus
vv—]—Av——}—B":_(v—{—a)(v—-;—ﬁ) erit

| —iA+1/GAA—B) et B—iA— ) (GAA—B),

- ‘bine: prout expressio JAA—B fuerit vel positiva, vel negativa, vel

evanescens, tres habebimus casus evolyvendos:
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1) Sit A=m et Y GAA—B)—n, erit gequationis proposi-
tae integrale completum
y:g[e—(m-i—n)x;‘_%6—(m—-n)x‘-_,'—_-e——-mx(Q[cﬂnx+%eﬂx).
2) Sit JA-m et ]/ (%AA—B):n]/——- 1, ob
eV —1=cos. nx -y — L.sin.nzx et
e—nzV —1—cos.nzx — Y — L.sin.nz,
.erit constantibus mutandis
y—e (g cos.nx+®sin.-nx):@e—"“xcos.(n x—i—tj.

3) Sit 1A=m et /(AA—B)=0, seu in casu primo n=0,
ob e =1 —nzx et €= 1+nx fiet

=™ (€ -+ D)
Corollarinm 1.

776. Ad aequationis ergo propositac integrale inveniendum, '
aequationis vv-+Av-+- B0 radices investigari oportet, quibus in-
ventis facile erit integrale completum assignare. '

LCorollarium ..2-.

797. Haec autem aequatio quadratica vv-+-Av-+BZ0 insi-
gnem habet analogiam cuym ipsa acquatione proposita |

00y +Adydx~+Bydx®=0,

ex qua quippe oritur scribendo 1, v, v¥ loco s g—z et aaax,-

2

Corollarinm 3.

778. Formata autem acquatione hac algebraica vy 4+ AUt
B—0, sl ejus factor sit v--o, €X €0 statim integrale particulare
deducitur y=Ye—9*, similiterque alter factor v+ 3 integrale parti-
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e T

Scholion.

779, Infra methodus facilior tradetur hujusmodi aequationes

a
[ " gifferentio-differentiales tractandi, quae adeo ad talem formam
| 0y +Poydx+-Qydz*=o0

.' patet, ubi P et Q sint functiones quaecunque jipsius z, quae etiam
extendetur ad formam .

00y +Poydx+Qyox?=Xoz?,

sumendo pro X functionem quamcunque ipsius x. Methodus seili-
" cet ea inde haurietur, quod in hu_jusmodi aequationibus variabilis y
- 'oumi suis differentialibus Jy et 9ody ubique unicam dimensionem
. constituat vel etlam nullam, ejusque ope resolutio ad aequationem
* differentialem primi gradus reducetur, quo ipso negotium pro con-
b fecto erit habendum. Quando autem hoc modo aequatio differen-
| tio-differentialis ad aequationem differentialem primi gradus reduci-
.. tur, probe cavendum est, ne haec reductio pro integratione habea-
o7 tur, quippe ad quam tantum ope idoneae substitutionis est perven-
- tum; nihilo enim minus duae adhuc integrationes supersunt absol-
-.vendae, quibus totidem constantes arbitreriae introducantur, si qui-
~ dem integrale completum desideretur, quemadmodum in hoc exem-
© . plo et praecedentibus clare videmus.

Exemplum 2

780. Proposita aequatione differentio-differentiali
abddy=dzy (yydx®+aady?), '

" ejus integrale investigare.

Posito gy=pox et dp=gox, haec aequatio abit in hanc

zci;iare- dabit y=BeP*, quibus conjunctis obtinetur integrale com-
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. abpo 7o
abq:p/(yyfn—aapp.)_.—%—f’-, ob ¢= f—}’;

quae cum sit homogenea ponatur p=Z, erit

yay]/(t *32:”—-9’(“331—'%/5%‘)’ seu

n3
uuBy1/(aa+du}:abu3y-—abyau, unde fit
”a__yﬂ-_ : abou . i
y ~abu—wuV (aatu) b
Ponatur 1/(05&—4—1}.11.):81{&, erit UUT s
: §5—~—1
dun _~——s0d¢ ¢ 9y . —bsos _ —505
gn 508 oY — = ——
’ wTss—1n b bss—os§—b T gy—ans—s§
posito %—::271:% Ergo . !
' 2dyY (nn—-1) __ —3sin4¥ (nn—4-1)] dsin—V (nn—=1)]

5 STy ) T s—nav i)
ideoque

Cls —n— i/(n n— " —V (nn 1)
[s —n — 3/ (-4 P an+0"
Datur igitur g per §, ut sit ¥ — S, hincque '

g ¢ o 8V (ss—1)
U= T e et p=-———F > atque

y? ¥ (nn-r) —

- a ___ . —asos
am—-,—ﬁ'—(”__'l)s seu am'—_(ss——zns-'—-l)V(s's—:)g

quae formula ad rationalitatem perdmci et per’ logarithmos seu ar-
© cus circulares integrare potest.

Exemplum 3.

73i. Posito 0y —pozx et dp=yg 0 &, invenire inlegrale
(ppyNY Gr49Y) — 44
apP—t=yy—ay .
Cum sit qu'ai?, erit }

Dy (pp 4y Y PP-+yy) =2 nppydy 1y’ oYy —nyypop,

ob cujus hormogeneitatem ponatur p::z-zy, fietque

Tujus aequationis

p _
y? oy (uu + 1)? = 2nuu.y58y.-»,--ny3By-—nu’*’gﬂayf nuyidu




A

“unde colligitur

CAPUT IL 41

ainde colligitnr

oy © —nudm nuou

'—_'__(uu—-l—i)';/(uu-}-:)-—nun—n‘_“ (uu-—i—z)[n—-‘i/(uu—l—’l)]
et z per u definitur; ex quo erit p.——uy et

_-a_y____ non
0z ay T (vu-1) [n-—'l’(uu-—-]-d)}

Casu quo n——1 ert
9y __ —_ngu e e e A G ek ?)
¥y T (mu—trny¥iruepba)—] T w(uu—1) ?

— —ouli4=v¥ (nu—1)]
dz = Au{uu——1) *

et

Est wvero

] du ‘ D
f‘”(u“‘i—’) - ZV(ﬂu—i—J)’ fuu(uu—l—r? _.-——~—-Ang tang. u,

]’ ou JV(uu+x)—{ f du —  Y({uu--1).
'u}/(u:u-i—x) I u *JanVwudn " w0

— CV(uu-1) __
—V(_____uu—«i-i)-—i C(i—[—— T/U"-ﬂ—l-lj—x) el

=D - E-'i"l/(—:—u—'{--_—q——]— Ang. tang. u.

Inde est

]/(uu+{)——__ et u—=" fz;ni:aa._)

ideoque

z =D 3 y/'2Z=% 4~ Ang. cos.”

quae formulae mtrnducendo angulum(b cujus cosinus est 2 T? ata
commodms “exhibentur -

Y= mcpet x={¢ 3@ 4-cot. 1 ].
Corollarium f{.
782. Ex aequatione separata primum inventa solutio parti-

cularis eruitur, tribuendo ipsi u ejusmodi valorem constantem, ut
]

L
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denominator evanescat, qui est u—7}) (n — £; hine p =
oy
yy (nn—1) ¢t 0= Y (nn — 1):?9, unde fit

ly::la——}—,x']/(nn—-— 1).
Corollariuvm 2.

788. Casu quo n == 1, hic casus particularis praebet y—a,
pro valore guocunque alterivs variabilis; fit enim wz—0, ideoque
et p—— 0, ila ut ex aequatione 0y —=pd & quantitas x non de-
terminetur.

Seholion.

784. Siy designet radium vectorem ex puncto fixo ad cur-
vam quampiam ductum, et z angulum, quam iste radius cum recta
quadam positione data constituit, formula

oy (pptry) .
_ APPHYY— 4y _
exprimit hujus curvae radium curvedinis. In exemplo ergo propo- .
sito ejusmodi guaeritur curva, cujus radius curvedinis aequetur ipéi
ny, cui quaestioni casu m—— f utique satisfacit valor ¥y —— @, qu

praebet circulum; qui etiam ex aequatione. itegrali colligitur yy =—
cv (u U + 1)
Y (nwu—-1)—1’ )
cesse est sit w— 0 et p—— 0, sicque angulus z non determinatuar.

sumendo constantem C nihilo aequalem, tum enim ne-

Praeter circulum autem infinitae aliae lineae curvae satisfaciunt. At
si m > 1, solutio particularis /y —=/a¢ +x ]/ (nn — 1) praebet
spiralem 1‘0ga?fﬂimicam,. practer quam sutem etiam infinitac alae
curvae satisfaciunt; casibus autem n < 4 nulla hujusmodi solutio
particularis locum habet, sed formulas pro ay—y et o x inventas ve-

vera integrari oportet. i .

Exemplum 4.

- 786. Posito- dy—pox e 0p——qox, invenire relatio-
nem inter 'x et y, ut flat we-tonNvrtoy) a.

2pp+yy—9y T
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Ld . D | |
. 'Cgm sit g :?_TP’ ponatur ppt+yy=——z2, 6b p ap:qay
:..‘er.it qay—}—yayf—“saz, sen g +y:z%;z—- Aequatio autem
proposita induit hanc formam:
B=a225—yy—qy :a@zzwy—gj-rza seu
zzdy=2asdy — aydz,
gnde fit
c o adm ; a a_y ___a_ry o= :
v T zaz—mz’ Seu b _—hz__}-:a-—zj i
+ .quare integrando colligitur
' . _E=m . — Cz __ —Czd-aozz-—=}
YYy = o= PP — o e
At est z:cﬂr%p ergo | 'i
__ _haayt  yyThrayy —{C =y )7 '
) — — 2 7 T )71,
PP—T(Ccts —Y¥ e
Hinc igitur ovitur
(CH+yvey

0x = IV laeyy—(C+oyy®) ‘ o | | '{f

sit ff ¥y — u, elit

. | ‘
(C4-u)dm : B
2uV [§aau—(C—u)2] ‘ ;i

0z =

u—2aa—C-+2acos. Py (aa— C),

|
Haec aequatio tractabilior redditur ponendo . |
|
t;
S enim ’

: — — adPla——coes. OV (aa—C))
. a x — 2ga—C—-aaces.QV (ez—C)° seu

| . _ CoQ
20x = 0 2ga—Cfaacos. V(a0 —C)

quae integrata dat B

22 =4 —  — Ang. cos. %5%, : |

3 ut Sit “i 1 [

‘ P/OSifO m Mﬁ_‘;@_
. aga— C




44 CAPUT 1L

__eea¥ (1 —mm) Oy — m e
C"‘_-'l—]_—";/@—_—mm); et V(aa C>_'1—{.—V’(x—-mm)’
: I 2aqls -4 mcos. PJ
hineque 7 —= c;tli-"l"(l—-'mm). »
unde fit |
Y e Yy 1 -—l'—"l/—(f--—mﬂ_';_rn)]'-—--n ae g
cos. O— s et :
mtcos @ __yyVY(—mm)—2ca(t —mm) .
1--mreos. T myyh ¥ (1—mm)]

Corollarivm f{.

786. Cum sit gy — %ai(;/—(}:_ﬂl_'c,rf;g:)' , ETIt

yy—ad-+bb-2abcos. P,

el (i—mml nde fit

m. I

si ponatur b —

___  =24b oo . T
[ R % et ]/(i —-mm),__-———a_ﬂ_*hbb‘r
hincque :
_— — ' sab+ (ga—+-Eb)eos.
2z é-’ - (D - Ang' COS, ca——bb—i-zabcos. . ¥ sew

2o == é’ — q) — Ang" .. (a a---—by? sin. @

Corollariuvm 2.

787. 81 ut supra radius vector y cum angulo x referatur
ad lineam curvam, hane curvam cireulum esse opertet radio == @
e ey - 3D {ae—abeos. Q) o wrar— oy s B E
deseriptum.  Fit autem ¢ @ = B Eaaboer g, SWmlo yy=aa b b

2 @ b cos. Q, hincque

o sin. g

2 == { —+ Ang. tang. - m s

=

cujus applicatio ad Geometriam rem facit perspienamnm.,

Exemplum &.

788. Sumio elemento o x constante, si proponatur haec
acquatio @0y (Y Ry+adx) =y Qz*+0y?), ¢us integrale invenire.
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L Posito 0y —pdx et 2 p= ¢ 0 x habebimus

1 a g
gy +a=pU +4pp), et oq q"“"?ayp

p Pyt =0y +pp), sive
) __ tydp . adp
R R "l‘“P?
guae integrata dat

b3 — ap A ‘
TIrrEE — 7o rp T+ B ldeoque

y___a:p by (1 4-pp) et
___fP —=alp-+0dllp-+yY 4 +pplt+c.

' jta ut x et y per eandem variabilem p exprimantur. Si constans

| & sumatur —— 0, obtinetur integrale particulare

y—apct r—=alptc—=al> ¢,

seu Im exponentialibus y — ¢ €**% Sin autem sumatur b——a, ob
p—+v —|-pp)“‘"*% et p"—”;ay , erit

alPZ2=22 ¢ sen yy m=aa -c 0

- a

Exemplun- 6.

s TB9.  Sumie Jx constante, hujus aequationis differentios
i ﬁ?rentmhs
e 0y —ydoy—ny @z*0y’ +aaddy’),

mtegrale invenire.

~Posito dy —=pox etvap__qaa:, exit
pr—9y=ny (pp-t+aaqq,

'.q’uac facto ¢ ——p u, ut sit %—“pu ideoque Qop==udir, abit im

p])—puJZFZ])l/(i-—l—aalttt) sew
p—uy-:.—_n]/(i - G u ).

- Tam quia dp=u gy differentieur hacc sequatio, prodibitque
neauwgw

- yau = VY(i+asuw)’

* hinc vel Ju=0 vel y,_ﬁ% .

#*
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1) Casu Ju=0 fit u=a, p=ay-+p, et am:ﬁ%—_ﬁ’
hine az=I(ay-+-£3)+C.

. . .—mgau .
2) 5i Y=y e auny? erit
—_ . _ n
p_uyq-n]/(iw{-aauu).ﬂm;

hincque

0 x:%’:l:f;ffu et z=—ahng. tang. auC,

— N . . " ) sy -
yel ob X T= 1)k aequatllo inter @ et y quacsita erit

b—x _ v - I
o —Ang. tang. ety = Ang.sin. =+

unde fit y:nasin.é—_{‘—m. Hace autem relatio tantum pro integrali

particulari est habenda.




