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i Prapos‘m& aequatione differentiali quacunque, ejus integrale comple-
Jj fum vero proxime assignare. ‘

S5olutio.

Sint x et i binae variabiles, inter quas aequatio differentialis
proponitur, atque haec aequatio hujusmodi habebit formam ut sit
g—z:V, existente V fanctione quaecungue Ipsarum z et y. Jam
;c:;m integrale completum desideretur, hoc ita est interpretandum,
ut dum. ipsi @z certus quidem walor puta & = @ tribuitur, altera
 4ariabilis y datum gquemdam valorem puta y = b adipiscatur. Quae-
i : stionem ergo primo ita tractemis, ut investigemus valorem ipsius 7,
1 - guando ipsi  wvalor paulisper ab a discrepans tribuitur, seu posito

o a 4w, ut quaeramus y Cum autem w sit particula mini-
ma, etiam valor ipsius m_i'nime a b discrepabit; unde dum a ab
a uvsque ad @ -~ tantwmn mutatar, guantitatem V interea tanquam
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constanitem spectare licet. Quare posito 2= a et y:b fiat V=4,
et pro hac exigua mutatione habebimus %%:.A, ideoque integran-
do y == b 4 A (z ~ ), ejusmodi scilicet comstante adjecta, ut po-

sito ®——a fiat y——=0b. Statnamus erge x—oa -+ w, felque

y=— b4+ Aw Quemadmodum ergo hic ex valoribus Initior datis

x—a et y —»>b, proxime sequentes x—a-~+tm et y=h -+ Aw
invenimus, ita ab his simili modo per intervalla minima ulterms
progredi licet, quoad tandem ad valores a primitivis quantumvis re~
motes perveniatur. (Quae operationes quo clarius ob oculos ponan-
tur, sequenti modo successive institwantur. |

Ipsius : valores successivi
x a, a,a’,a”,d, . . . . ‘z,x
/ N7 244 Iv /, .
Yy bz b 3 b H] b H b H LI . . ¥, U o

v A AL A7, A%, AV, L. L Y, V.

Scilicet ex primis & — e et y—2» datis, habetur V——A; tum
vero pro secundis erit & = b - £ (¢’ — a), differentia o —a
minima pro lubitu agsumta. Hinc ponendo z——a’ et y = ¥ col-
Ligitr V== A’, indeque pro tertiis obtinebitur 5”=0"+A" (a”—a?),
ubi posito x == a” et y—=10" invenitur V_——A%  Jam pro quar-
tis habebimus 5% == b’ -}~ A¥ (0" — &”), hincque ponendo z=a’’
et y =207, colligemus V—=A", sicque ad valores a primitivis
quantumvis remotos progre-di‘ licebit.  Series autem prima valores
ipsius x successivos exhibens pro lubitu accipi potest, dummodo
per intervalla minima ascendat vel etiam descendat.

Corollarium ¢.

654. Pro singulis ergo intervallis minimis calculus eodem me-
do instituitur, sicque valores, a quibus sequentia pendent, obtinen-
wr. Hoc ergo modo singulis pro x assumtis valoribus, valores
vespondentes ipsius y assignari pessunt. | .
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Corollarium 2.

652. 'Quo minora accipiuninr intervalla, per quae valores

~ipsius z progredi assumuntur, eo accuratius valores pro singulis
eliciuntur. - Interim tamen errores in singulis commissi, etiamsi -sint

multo minores, ob multitudinem coacervantur,
LCorollarium 3.

653. FErrores autem in hoc calculo inde oriuntur, quod in
singulis intervallis ambas quantitates o et y ut constantes Specte-
mus, sicque functio ¥ pro constante habeatur. Quo magis ergo
valor jpsius' V a quovis intervallo ad sequens immutatur, eo majo-

' res errores sunt pertimescendl.

Scholioen 1.

654. Hoc incommodum Imprimis occurrit, ubi vnlor ipsius
V vel evanescit vel in infinitum excrescit, ectlamsi mutationes ipsis
% et y accidentes sint satis parvae. His autem casibus errores sal-
tim enormes sequenti modo evitabuntur: sit pro initio hujusmodi in-
tervall x——a et y——D>, tum vero in ipsa aequatione proposita po-
natur x=—”a—-w et y=—b -\, ut st a\P“""V in V autem ita
fiat substitutio wx——a +w et y—25 —{—kl}, ut quantitates @ et
\l tanquam minimae spectentur, rejiciendo scilicet altiores pote-
states prae inferioribus, hoc enim modo plerumque integratio pro
his intervallis actn institui poterit. Hac autem emendatione vix un-
quam erit opus, nisi ternuni ex ipsis valoribus @ et b pati se de-

. . dy " noa '
. : 711t . — )
strpant.  Veluti sl habeatur haec aequatio 5% —mm—yy: 3¢ Pro

initio dcbeat’esse & ——a et ¥y —a; jam pro intervallo hine inei-

i _ _ E . ‘ ov . .aa
piente ponatur x = ¢ -+ w et y_._a+x[z‘habeblturque 2w T

-seu 2.0\ —2¢ o0V —adw, seu aw-———”"’f"’- waxp quae
v AT '
per ¢ @ =1 —— 7 multiplicata et integrata pracbet

(==l —DHyov=—¥,

D y
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W= a_\l;$ _= "\M' , seu a(a’ — a) =g~ (b" — b)?, existente ‘1 ’

b= a; unde colhgltur pro sequente intervallo & =5 + Y ~a@-a),
N quo casu patet valorem z non ultra a augeri posse ,quia z fieret
maginarium, -

quia posito © == 0 fierl debet 3y =—0. Hinc ergo habetur f
[
i
|

Scholion 2. . ;1_

665. Passim traduntur regulae aequationum differentialivm
ntegralia per series infinitas exprimendi, quae autem plerumque hoe

4 M
vitio laborant, ut integralia tantum particularia exhibeant, praeter- E
quam quod series illae certo tantum casu convergant, neque Ergo IJI
aliis -casibus vllum wusum praestent. Velutl si proposita sit aequa- _‘E
110 ay dydx—azx"gwx, jubemur hujusmodi seuem in genere ] "
dingere ' e ]
I

y—Axz* 1B & Tt C gt -—I—.‘Dx"‘+3—1— Ex“+4—l—6t<--
-qua substituta fit
A z% = (a1 ) Ba®+ (a+ 2) Cx¢ T (a+38) Dxttoqete.

T e R T B e

. i
- = A e B e C + ete.N =0 fiti
’ : M - \ : li
y ‘Statuatur evgo o—4==n, seu a=-n-4-1, eritque A:ﬁ-—u tum l‘
FEro reliquis terminis ad nihilum reductis ‘ }i‘ 1‘
—_— A — —B - C i !
- BEaIm CEaS D=y ot . i
sicque habebitur haec series ' i‘
(L;T,‘”—""I mn-—l—n N axn-—'{-s i
— v
Y n -1 (n—|—1)[n+2) \;1+1)(,2+2)(n_,_,3) - T
: ' ax '
L (n—{—-i)(n-}— )(n+3)(n+4)
¥erum-hoc integrale tantum est particulare, quoniam evanescente x, !
. simul y evanescit, nisi 741 sit numerus negativns; tum vero haec i' i '

series non .convergit, nisi x cdpiatwr -valde parvum. Quamobrem = ;[
1 ' 54 !*
.!-,'_' . ) . | i
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hinc minime cognoscere licet valores ipsius ¢, qui respondeant va
Joribus quibuscunque ipsius @. Hoc autem vitio non laborat metho
dus, quam hic adumbravimus, cum primo integrale completum-pré-g-
beat, dum scilicet pro dato ipsius valore [datum ipsi y wvalorem
tribuit, tum vero per intervalla minima p-rocedens; semper proxime
ad veritatem accedat, et quounsque libuerit progredi liceat. Sequenti
autem modo haec methodus magis perfici poterit,

Proplema 86.

6566. Methodum praecedentent, aequationes differentiales pro-
xime integrandi, magis perficere, ut minus a veritate aberret.

Solutio.

Proposita acquatione integranda g—i: 'V, error methodi supra
expositae inde oritur, quod per singula intervalla functio V ut con-
stans spectefur, cum tamen TEVEra mutationemr subeat, praecipue
nisi intervalla statuantur minima. Variabilitas autem ipsius V per
quodvis Mtervallum simili modo in computum duci potest, quo in
sectione praecedente §. 3914, usi sumus. Scilicet si jam ipsi & con-
veniat %, €X hatura differentialium ipsi z -——n g ® vidimus con-
venire '

y _nay_!_?_’ﬂ_(n_';_h‘!_) 3oy — “(ﬂ+1)fn+=)'as y - ete.

1. 1. 2.3,
qui valor sumto 7 infinito erit
Canddy _ mw3odty . n4 g% y

y— ndy + "3 a5 1 1254 etc.
Stawatur jam x —— 10X @ et
|  mmddy _ wdly | Y oo —
y—noy +-— T2 T 1254 ete. = b,
hicque valores in quovis: intervallo ut primi spectentur, dum extre-
mi per x et ¥ indicantur. Cum igitwr sit 7 == —x—a:;——“ fiet
7 (@—a)3Y (m— )2 80y (r—a)303y  (e—a)? MY e
y'—"b+ Ja 1.20x® "I a3o0xd  1.2.8.40x% —+- et
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quae expressio, sl 2 10N multum superat o, valde convergit, ideo-

que admodum est idonea ad valorem ¥ proxime inveniendum. Ve-

rum ad singulos terminos . hujus seriei evolvendos, motari oportet
3y . _

esse == H_IV , hincque g—z;y:%% CCum autem Vst functio-ipsas

rum x et y, sl ponamus dV—=Mpxz+Noy, ob g—g.:V,'erit '

83y - . . : .
,g—x—,- p— M;—]— NV, . seu exprimendi modo jam supra exposito
' ay I Ve v . . ! . . )
T— ﬂ)+V (a—y) , quae expressio uti nata est ex praecedente
8Y — ¥, jta ex ea nascetur sequens

g x .

‘2

17 (32) + Q1) @D+ 2 V G+ VG + TV G
Quoniam . vero ipse walor ipsius gy nondum est cognitus, hoc modo
saltem obtimetur mequatio algebraica, qua relatio inter = et 7 ex-
primitur, mnisi forte sufficiat in terminis posuisse y—b.

Altera autem operatio §. 322, exposita valorem ipsius %, qui-
ipsi @ in fine .cujusque intervalli respondet, -explicite determinabit ,
cum in initio .ejusdem intervalli fuerit x —a et ¥ = b. Cum enim
hinc posito .2 == a~}-n0.a, s quidem @ &t b ut variabiles spec-
temus, flat

y=b +;zab+?ﬂ:ﬁaab+ﬂﬁ%§}ﬂ 28 b - ete.

1.2
quiz est n:%—f, ideoque numerns infinitus, erit
— '(x—a)ﬂ L (x—a)®00b '(ac——a)?&?b_
y.——-b—l— ——"-aa '+_.1.2a¢2 -+ 5.2.350a3 + ete.

Est vero % — ¥, siquidem in functione V scribatur z=d et y=b;
tum vero iisdem pro x et ¥ valoribus substitutis, erit

385 BV 4 v a¥y .
=G VG
83y 4008V EERTES 400V BV 70V v
o = (Gam) 2V a—xé_‘j)'-"\‘_vv(a_y')"\—(‘a‘;) (GRY (51
" unde sequentes simili modo formari oportet. Sit igitur postquam,

scripserimus x —— @ €t ¥ —— b, _
9y __ . 288y p By #*y_—
“a‘?e-*5= 7 — Br5m C, Jat —
ac valorl @ == @ - w <onveniet iste valor

D, etc.

*%
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y=b Ay +3Bo? +3Cu® 42 Dut Joete
qui duo valores jam pro- sequente intervallo erunt initiales, ex qui-
bus simili modo. finales erut oportet.

Corollariovm {.

657. Quoniam hic variabilitatis functionis V ratiomenr habui-
mus, intervalla jam majora statuere licet, ac si illas formulas A,
B,C,D, ete. in infinitum continuare vellemus, intervalla’ gnantumn.
vis magna assumi possent, tum autem pro ¥ oriretur serics infinita,

Corollariuvm 2.

658, Si seriei invemtae tantum- binos terminos primos suma-
mus, ut sit =5 -+ A @, habebitur determinatio praecedens, urn-
de simul patet errorem ibi commissum sequentibus terminis junctime
sumtis aequark '

Corollarrum 3.

6590. Etiamsi autem seriel inventae plures terminos capfamu‘s‘,,
eonsultum tamen non erit intervalla nimis magna constitui, ut o va~
forem modicum obtineat, praecipue. si quantitates B, €, B, eto.
evadant valde magnae. i

Scholiom

660. Maximo incommode hae operationes turbamtur, si quan-
do horum coé&fficientum A, B, C, D, etc. quidam in infinitim ex~
crescant.  Evenit autem hoc tamtum in certis intervallis, ubl ipsa
quantitas V vel in nihilum abit vel in infinitum, cui incommedo,
quemadmodum: sit. occurrendum, jam innnimus et mox accuratius
ostendemus.  Caeterum calculus pro singulis intervallis -pari modo:
instituitur, ita ut cum- ejus yatio pro intervallo primo fuerit inventa,
quod incipit a valoribus pro lubitu assumtis z ——a et y —=b, ea
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dem pro sequentibus intervallis sit valitura. Cum enim pro fine in~
tervalli primi fiat

r—at+w—a et

y—b+Aw4iBw?iCu®+ 4D w? 4-ete. == ¥,
hi erunt valores initiales pro iatervallo secundo, ex quibus simili
modo finales elici oportet; hic scilicet calculus innitetur perinde lit-
teris a’ et b/, ac prior littexis @ et b, 1id guod clarius ex exem-
plis subjunctis patebit.

Exemplum 4.

661. Aeguationis differentialis 0y =—=0z («" 4-cy) infe-

_grale complelum proxime invesligare.

Cum hic sit V:g—z == a® -}~ c ¢y, erit differentiando
a—x,—.__n:c""'_‘—{—cw“—!—ccy,
sicque porTo
By ‘ n—2 - n—1 ) 3 3
axg__n(n——i)x G necx d-ccx® Py

g%-: —n(r—1)(n—2)2" %4n (n—1) ez 3L e x4t ¢

4

ete,
Quodsi ergo ponamus valori x == @, convenire y——05b, alii cuicun-
que valori x == @ - w conveniet ’

y—b+6(ch4-a")+io?(cchb 4-ca™tna™")

—l-é__ws [03 b -.-[_—c chn _1__11 c a?l—.‘[ _}._]1 (71 — i) CLH'—‘Q ]‘_
A . , | .
- -—!——g?,,;w‘i[e b+cdat4ncea™ rn(n—t)ea™ 241 (n—-1) (A-2)a™7]
ete.
quae series sumia quantitate w satis parva, quantumvis promte con-
vergit, sicque posito @+ w=a’ et respondenie valore ipsins = b*,
hinc simili modo ad sequentes perveniemus, quam operationem,

- quousques lubuerit, continuare licet.

¥
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Exemplum 2.

662. dequationis differentialis 0y —odx (x x 4y in-
Legrale completum proxime mwstzgar.e. ‘

Cum "hic sit a:y —V—zx+yYy., Cerit continuo differen-

tiando

997 -9 2 2

50 z42xxy-t+2Y°

3

%:‘.2—[—4933{—1—251: —-!-8;::3:3,/y-4—~ﬁy"‘L

34

dx’;-—-4y+12x3+20 xyy+i.6x"y-+—40xxy5+24y5

5

29— 40gP 424yt 1042°y 120257+ 162 +1aﬁx*y2

4240 2? y* + 120 g

Quare si initio sit x == a et y—=b, erit

A—aa-4-bb

B——2a—l—2aab—l—263

C—2+4dab-+ 2d +8aabb—}—6b‘&

D-—db—t12a°4-20abb—+ 16 a* b+ 40 aad®-240°

E— 40 a* 4 24b® 4 104a%h 4-120ab® 41645+ 136a'D*

4- 240 a® b* <4 12005,

unde valori cuicunque alii ac::a—l—w conveniet

y—b-4Aw-3iBow’ +1Cuw? -—I—-——Dw!‘—]—mﬁEm 4~ ete.
atque ex talibus binis valoubus, qui sint xz—a’ et y—=»b’, denuec
sequentes elici possunt.

P

Scholion

668. Quoniam totum negotium ad inventionem horum co€f

ficientium A, B, C, D, etc. redit, observo eosdem sine differen-

3y .
exemplo == ——

tiatione inveniri posse, id quod in hoc postremo
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zx +gyy ita praestabitur. Cum statuamus posito z ——a flert y=b,
ponamus in genere z —— a - et y—0b -+, et nostra aequa-
tio induet hane formam

g—i:aa+bb+2 aw-—tww 20y Yy
et guia evanescente ¢ simml evanescit s, sumamus

W :am+ﬁm2+‘ym3—]—5m4+sw5+et0.
hocque valore substituto prodibit

i 2Bw—3ywlt 45w+ 5catfete. =
ca—4bb42aw-uwa '
+2abw-2 Bbw? A4 2ybud - 2 but - ete.

—+a? w? -+ 2afw® - 2aywt - ete.
+pBu
singulis ergo terminis ad nihilum reductis fiet -

a—aa-+dbb,23=2ab42a,3y=2F3b4aa 1,
id=2vyb+2afB, 5e=2db4+2ay 403
6—=—2¢e¢b+2ad4237Y, cte

unde iidem valores qui supra per differentiationem eliciuntur. Vti
haec methodus simplicior est praecedente, ita eiiam hoc illi prae-
stat, quod gemper in usum vocari possit, cum illa interdum frustra
applicetur, veluti in exemplis allatis evenit, si valores initiales @ et
evanescant, ubi plerique coé&fficientes in nihilum abirent.” Quod
idem incommodum jam supra animadvertimns, cum adeo . evenire
possit, ut ommnes coéfficientes vel evanescant, vel in infinitum abe-
ant. Verum hoc nonnisi in eertis intervallis usu venit, pro quibus
ergo caleulum peculiari modo Institui conveniet; reliquis autem in-
{  tervallis methodus hic exposita per differentiationem procedens com-
"5’_ modius adhiberi videtur, quippe quae saepe facilius instituitur quam
substitutio, certisque regulis continetur, semper locum habentibus

ToF PR e o e e
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etiam in éequaﬁonibus transcendentibus. Quare pro singularibus il-
lis intervallis praecepta tradere oportebit. '

Problema: 87.

664. Siin integratione aequationis g—z::V pro quopiam in-
tervallo eveniat, ut gquantitas 'V vel evanescat, vel fiat infinila, in.
tegrationem pro isto intervallo instituere.

Solutio.

quo casu cum V vel evanesecat vel "in. infinilom abeat, ponamus.

dy P
ox ——

que evanescat. Statuamus ergo ut ab his telmlnns ulterius progre-

o> ita ut posito x==a et y =25, vel P vel Q vel utrum?

diamur, —a-t+wet yz=0-+ \L;, fietque -ax = 2‘1" atque tam.

P quam Q_ erit functio ipsarum « et \J, quarum altera saltem

evanescat, facto w —— 0 et \J) —— 0. Jam ad rationem inter w et

\» proxime saltem investigandam , ponatur \b == m w*, erit g—‘i

— mnw" ", hincque mn Q w™ " — P; ubi P et Q ob Y=muy*

 Imeras potestaies ipsius « continebunt, quarum tantum minimas in

[ calculo retinuisse sufficit, cum altiores prae his ut evanescentes

spectari queant. Infimae. ergo potestates ipsius w inter se aequa-

les reddantur, simulque ad nihilum 1‘edigantur§' unde tam exponens

n quam coéfficiens m determinabitur., i deinde relationem inter w

et \l» exactius cognoscere velimus, inventis m et 7, ad altiores po-

! ' | testates ascendamus ponendo
|
|
|

1

i

| :

Sit pro initio intervalli, quod contemplamur x —a et y= b,

_. WV =mut - Myt N g ete. |
‘ .. hincque simili modo sequentes partes definientur, quousque ob
‘ magnitudinem intervalli seu particulae » necessarium visum fuerit.

» . ’ i
Corollarium 2.

666, . Bl posito x 7=« et y—— b, meque P neque Q e\}an{:a
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. T y .'.,. o Rl A -éte. " e = .
scat, stbstituiione adhibita repefietur 57~ == -7, hincque “proxi- : i

me ¢ \V—ADw et W :‘% ®, qui est primus terminus praece- |
. . |4

dentis approxjmationis, gquo invento- reliqui .ut.ante .se habebunt. i

& . ) . . ‘ | i
= 4 Corollarium 2. ‘ : 'ii
i _ . :
g 666.. “Si ¢ tantum evanescat, habebitur ' . il;
proxime: unde ,posito \p =" it | _ !

A= mna™? Mot 4-Nm'o™);

.quod autem non vilet, nisi -sit W (4 ~— W) >\ seu V>1_f—11 Sin : ' ‘

. B PR RS o —_ .

;autem st ¥ < T statul debet n—1 4 ny = 0 seu n—; oy
.altero termino -ut infima potestate spectata. At -si fuerit VZI—}L"TJ." . i
— il

;ambo termini pro patibus -potestatibus erunt habendi, fietque n=i—p | _ i
wmt A—mn (M - Nan"), unde m definiri debet. ~ }"5

‘Scholiom, * : J},

L

|
‘667. Tn genere ‘hic vix .quicquam praecipere licet, sed guo- ]'

wis .casu.-oblato haud difficile est omnia, quae ad solutionem perdu- ;i
.cunt, perspicere. Si quidem omnes exponentes essent integri, regu- !
1a illa Newtoniana, .qua ope -parallelogrammi resolutio aequationum !
insiruitur, ‘hic in usum wvecari posset; tum wvero exponentium frac- o ﬁ

l!

- U . e
T L e e

torum ad integros reductio satis est mota. Verum hujusmodi casus

tam raro occurrunt, ut inutile foret in pracceptis prolixum esse,

.quae quovis casu ab exercitatio facile conduntur. Veluti si perve-.

niatur ad hane sequationem % () o+ BV == v, .ex superio- : N

vibus patet primam -operationem dare Y —=m Vv, unde fit Im |

(¢ 4+ @ m) ==y, uvnde m ‘innotescit idque duplici modo. Quin ' ' |

efiam haec aeguatio, posito 3/ w ==p, ad homogeneitatem reducitur, |
55 o |
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ideoque revera mtegrarl potest: verum haec vix unquam usum ha-.
bitura fusius nen prosequor, sed, quod adhuc in hac parte peltrac-
tandum restat exponam, gquomodo ejusmodi aequationes dlﬁerentm-

‘les resolvi oporteat, in quibus differentialium ratio puta §.~—._.p vel
plures obtinet dimensiones, vel adeo uanscendentel ingreditur, quo
absoluto partem secundam, in gua chﬁ'er ntialia altiorium graduum
oceurrunt, aggrediar.




