CAPUT IV.
DE

INTEGRATIONE. PARTICULARTI AEQUATIONUM
DIFFERENTIALIUM.

[l

v Definitio.

‘,:}'; .

- B40.

Integra?e particulare aequationis differentialis est relatio variabilium
‘aequationi satisfaciens, quae nullam novam quantitatem constantem
in se complectitur. Opponitur ergo integrali completo, quod con-
stantem in differentiali mon contemtam invelvit, in quo tamen con:
tineatur necesse est.

Corollarium 1.

h44. Cognito ergo integrali completo, ex eo innumerabilia
integralia particularia exhiberi possunt, prout constanti illi arbitra-
riae ali atque alii valores determinati tribuuntur.

'Cor‘olla'rlum 2.

.42, Proposita ergo acquatione differentiali inter variabiles
z et z, omnes functiones ipsius =, quae loco y substitutae aequa-
tioni satisfaciunt, dabunt integralia particularia, nisi forte sint com-
pleta.
Corollarium 3.

543, Cum omnis aequatio differentialis ad hane formam
g—%::V revocetur, existente V functione guacunque ipsarum =z et y,
o
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woe—t-yoy

gl : ay"’*/(xx—l-;vy"w)

satisfacit haee aequatio finita 22 -9y == @@, quae tamen inte
‘ integralia particularia admitti nequit, propterea quod in integra
| completo y —=C -y (zz-dyy —a @) neutiquam  continetwm
: Quare ad integrale particulare non sufficit, ut eo aequationi diffe
rentiali satisfidt, sed insuper hanc conditionem adjungi oportet, U
Iy in ll'lngldlI completo contmealur.; €x quo investigatio integraliur
particularium maxime est lubrica, nisi simul integrale completur
i ' " _mnotescat hoe autem cognito supervacuum esset methodo peculia
_l; ' _ in integralia palpcularm inquirere, Tum enim potissimum juvat a
investigationem integralium particularium conf‘ugere, quando integral
completum elicere non licet.  Quo igitur hine fructum perciper
queamus, criteria tradi convenict, ex quibus wvalores, qui aequation
cuipiam differentiali satisfaciint, dijudicare liceat, utrum sint inte
gralia particularia, nec me? [Etiamsi scilicet omnia integralia sin
I ¢jusmodi valores, qui aequationi differentiali satisfaciant, tamen no:
I n vicissim omnes valores, qui satisfaciunt, sunt integralia. Quod cun
parum adhuc sit animadversum, operam dabo, ut hoc argumentun

dilucide evolvam.

Problema 70.

b
' - b47. Siin aequanone dlﬁ"erentlah ay — Qxa functio Q eva
' nescat posito x — a, detelmmare quibus casibus haec aequanc
lt ' r— a sit mtegtale particulare aequationis differentialis plopOSlta&f
l Solutio.
; o 3= o - SR T
; Cum sit Q — 5y Posito x=a fit tam Q=0 quam 5y — 0.
i d %
Q

n unde hic valor & —— @ aequationi differentiali propositae gy — 2%

utique satisfacit, neque tamen hinc sequitur eum esse integrale. -
Hoc solum scilicet non sufficit, sed insuper requmiritur, ut acquatip
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r—a in integrali completo contineatur, si quidem .constanti per
integrationem invectae certus quidam valor tribuatur. Ponamus er-

go P esse int,egréTe formulae %;, ut integrale completum sit y = C+P;

“cui aequationi ponendo & =— @ satisficri nequit, nisi posite zx——a

fiat P — oo, tum enim sumta constante C pariter infinita, positio-

'me x = a quantitas y wanet indeterminata, ideoque si posito zTa

“fiat P — oo, tum demum aequatio & —— a pro integrali particulari
erit habcnda. En ergo criterium, ex quo dignoscere licet, utrum .
walor @ — @ aequationi differentiali By:?—é—c satisfaciens simul sit
ejus integrale particulare nec ne? scilicet tum demum erit 1nterrralc,
si posito x—a non solum fiat Q ==0, sed etiam integrale P_..fQ'

abeat in infinitum. Quod quo clarius exponamus, quoniam posito
z—a fit Q=—0, ponamus Q — (@ - z)" R, denotante 7 nume-
Tum quemcunqgue positivum, et cum aéquatio

dy — ———
: (cz — z)* R

induere queat hanc formam . .
h a9 Bax v oz Sg =
0y — — e —
Y e ey TR

> ratio illius infiniti P pendebit a termino (or.B qui si, posite

.; . a R
a—a evadat infinitus , etiam integrale P — f o erit 1nﬁn1tmn ut-

cunque se habeant rellq.ua membra. At est
adw o o
(a—x)“ T — 1) (@ — )t

a

quae expressio fit infinita posite x =—a, dummodo n — { sit nu-
merus positivus, vel etiam n—1. . Quare dummode ekponens T
non sit unitate minor, posito Q —— (ac — m)“R aequat;o x"a& pProe
.integrali particulari‘erit habenda.
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Corollarium {, -

548. Quoties ergo ‘posito Q = (@ — x)".R exponens n est

. . _— B T s
unitate minor, aequationi ay::é" non convenit mtegrale parirenlgs
re x — a, etiamsi hoc modo acquationi diffeventiali satisfiat, s

Corollarium 2.

RS

9Q

549, Si exponens n est unitate wminor, fermula 5= fit 1nﬁ.
nita posito » == @; unde novum criterium adipiscimur: .Scﬂlcet proe-

posita aequatione o y:—gg—c, si posito &= ¢ flat quidem™ Q == 0

at g%::oo, wim valor x = @ non est integrale particulare illius

acquationis. -

H

Corollarium 3.

550. His igitur casibus exclueus, aequatloms ay_ g "ubi

posito x == a fit Q — 0, integrale partlculare semper erit x ——a,

d
nisl eodem casu x =— a fiat a—%*“ co; hoc est quoties valor for-
mulae 2% fuerit vel finitus vel evanescat:

dx

Scholion 1.

551 Haee conclusio inversioni propositionum hypotheticarum:
innixa; licet videri queat suspecta ac regulis Logicae adversa; verum-
‘totum ratiocinium regulis apprime est consentaneum, cum a subla-
tione consequentis ad sublationem antecedentis condludat.  Quoties
enim posfco Q= (a —_ m)“R exponens 7 est unitate minor, toties

8 . :
Q{ﬁt ~— oo posito x =T a. (Quare " si posite x=—a non Aat
== —— og, ideoque ejus valor ve! finitus vel evanescat, tum certe
exponens 7 1on -est unitate minor, evit ergo vel m‘ljor unitate vc,l:‘.‘f

ipsi. aequahs uiroque autem casu integrale P —_fL, posito x =

“

fit infinitum, ideoque aequatio x =T a@ est intégrale particulare’
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Ouare sl in aequatione dlﬁ'erenuah ay__?l, posito @ — a, flat

Q= 0, ex unmatur valor B_Q plo casu z = —a, qui si fouerit wvel ﬁ-

nitus vel! evanescat, aequa’uo 2z —— a est integrale particulare; sin
zutem is sit infinitus, ea inter integralia locum non habet, etiamsi

aequationi differentiali satisfiat. Eadem regula gquoque locwm habet,

s diem s yeoa . . __Pox oy ___P

st aequatio differentialis fuerit hujusmodi By.._.—a— scu an—5> 8C.
posito @ — a fiat Q — 0, quaeccunque fuerit P functio ipsarum
z et ¥; quin etiam necesse non est, ut Q sit functio solius varia-

bilis x, sed simul alteram y utcunque -implicare potest.
Scholion 2.

552. Demonstratio quidem inde est petita, quod quantitas
Q, quae posito x =a evanescit, factorem implicet potestatem quam-
pidm ipsius @ -~ 2, quod in functionibus algebraicis est manifestum.
Verum in functionibus transcendentibus eadem regula locum  ha-~

bet, cum potestate talibus dignitatibus acquivaleant,  Veluti si sit

ay"_"lxamla,’ wbi Q =lx —la=—1iZ, fitme Q=0 posito

x=a, que}e\ratur g—% — 7, quae formula cum non fiat infinita po<

sito @ — a, Integrale particulare erit x —=a. Quod etiam valet

pro aequatione 0Y =i Pa =i}

Z£==a. Sit enim P:%, eut integrando g/z== Co-I(lz — la) et

dummodo P non fiat = ¢ posito

Zm eY—C, Sumta jam constante C—oco, fit Z—'—O ideo-
J s

‘que -z — a, quod ergo est 1nteg1‘a1e particulare. Su:mh modo si
. x 3“. .
sit 0y —=Poax:(e* — e), ubi Qr=e® - ¢, ideoque,posito z=a
e :

. 30 __ . . . 2Q __ e
fit Q== =*%e%, hineque posito x — a.fit Tt

&rit x =— a eliam integrale particulare. Sumatur P == e® ut inte-

‘gratio succedat, et quiz zy— CE-—F- @l (e?--— e}, hincque e =
‘ 4d .
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' y—C 2
I e e e |
._ et-ec ° .,‘statuatur C:’:.oo, eljl.t e® ——e, ldeoque X Z=a, quod
Rl -ergo manifesto est integrale particulare.
! ! £
- N
i Exemplum ({.
l g . B53. Proposita aeguatione differentiali 0y — %st in qua
Lt
Mh“ | § evanescat pesito x == a, definire casus, quibus aequalio x=—aq
!I . : est gjus integrale partieulm e.
Al
': h : i M b I, 7 i, as . . LN S -
i Cum hic sit /S—=—20Q, et 0Q =t ergo uta 1nteglaalc
Q_ 3s

particulare sit £=—a, necesse est, ut posito x=—=a flat 33 = 5a7s

W . quantitas finita. Hinc eodem casu quantitas si) 5 ﬁe11 debet finita,

w ‘ d ‘ . Dss L. 08 .
. - unde cum S evanese t, etiam P ac plomdc 5% evanescele debet:
L 235995 __ 2895
Tum autem posito 2 —a 1111.us“ fractionis valor est =g =",

1
1 __

il
} L quem ergo finitum esse oporter, vel —— 0. Quare ut aequalo
LR @ == a sit integrale particulare aequationis propositae, hae condi-
| e

tiones requiruntur, primo ut posito xz —— @ flat 5 == 0. .Secundo
o8 ‘ . . 5 :
. ut fiat 5= 0, ac tertio ut bujus formulac % valor predeat vel

finnus, vel ——0, dummodo mne fiat infinite' magnus, Si S sit func-
tio rationalis, haec eojredeunt, ut S factorem habeat (@ — x)* vel’

—_

+ Ppolestatem altiorem.. T
Scholiom
‘ ' frum virfum atwacti- dignoscendo, num in circulo fiat. Si enim di--

: stantia corporis a centre ponmatur —— @, et vis centripeta huic die.
J ~ siantiae conveniens — X, pro tempore ¢ talis reperitur aequatio

E dt— : xdx
’ j _ _—V(Eacx-—c“——::axwf}s.()x}
' tem integrationem ingressa, cujus valor quaeritur, ut hing aequatio=

, ubi E est constans per praecedem-

H
Y
A ‘ 554. Haec resolutie usum habet in mote corporis ad cen-
i
|
|
i

I .
r - mi satisfaciat valor x —a, quo casu corpus i circulo revolvetur. _
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b 2aza/rXdx, vel s‘urﬁi potest

L 4 .
S—E— %c — 2a/X0x Non solum ergo haec quantitas, sed

Hic ergo est S=—=Exax —c¢

o8 2e*

, etiam P.jl]S differentiale 3 — 2. 9 4 X evaneceere deher pnosito

x &

e ‘ . . 5 6ot 20X
% == a, neque tamen difierentio- differentiale %%5 = 2 3%
in infinitum abire debet. Inde ergo constans a erit valor ipsius x,

4 resultans, qui est radius circuli,

ex hac aequatione a2’ X == ¢

in quo ecorpus revolvi poterit,-dummodo constans E, a qua celeri-

- . . c*

tas pendet, ita fuerit comparlata, ut posite x —— a flat E == —
G c* aadX

2 a /X 9 x; nisi forte eodem casu expressio — = seu sal-

aX - s . . v .
tem haec 37 fiat infinita. Hoc enim si eveniret motus in circulo

tolleretur; ad quod ostendendum ponamus’ X:b—]—- vV (@ — ),

ut g—i—( - — ;f—(a_l—_--—a—cj fiat infinitum posito x = a; et aequatio

ez’ X —=c* dabit 2 @®b=ct Tum vero ob
SXdrx—bwx—%(a -f—x)g erit
E:::ctab—-}—zocczb::Saab, S

nostréque aequatio fit "

St= ‘ : xa x _ _

V0daabzae —aah—2 aba®t-tazx(@—ax)
cul valor @ —  certe non convenit tanquam integrale. Fit enim

S—a(a—x)[—aab—abz—+ 2bx£v—|—§xx}/(a —x)]
: 5

*cujus factor cum jnen sit (a—a)® sed tantum (@ — x)?, integrale

particulare .z == @ locum habere nequit.

Exempllum“ 2. ~
| : e PO
556, <Proposila asquatione—differentiali 9y — —— in qua

n
ysm

FE
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p : 8§ evanescat posito 'w = a, invenire casus quibus integrale parti

I u/ culare est x —= a.

~ Cum Hat £=— 0 posito o a, concipere licet § = (@-w)* R,
- AT m

. 11 . il =
- eritque denominator 3/ 8™ —=(z~—a2) ™ R *, unde patet aequatio-
I _ nem ¥ - a. fore integrale partmulare aequationis propositae, “si fue-
Am
xit — humerns posmvus unitate major, seu saltem unitati aequalis,

i hoe est, sl sit vel A=< vel A > -, quae dijudicatio si S sit

& functio algeblalca facﬂhme 1nst1tu1tur Sin aptem sit transcendens,
ut exponens A in numerls exhiberi nequeat nti licebit altera regu~

. . M —=n
% 9@ __mS = 98§,
; - , la: scﬂlcet cum sit Vsm’""" O > erit T — -—-—-—-——a——-—-—-, cujus va-
! .y nox

Y : lor debet esse finitns vel nullus posite. @ — a, siquidem integrale
ikl sit x—=a. Sit _gitur quoque necesse est hoc nash quantitas

. ey s
e oa"
: ‘ qui si prodeat infinite magnus, aequatio z——a non erit integrale,
. sin autem sit vel finitus vel nullus, em: ea certe integrale particu-
' lare aequgtionis propositae. Hic' dulo “constituendi sunt casus, prout
fuerit vel m}m vel m<n,

© finita. Quaelatur elgo hu_]us formulae valor casu z=d,

"I S man, quia posito x——a fit §m—%—0, nisi eodem

: ‘ ] casu fiat Q—S:oo . certe erit w—a ittegrale. - Sin autem fiat
. ‘ U dm > ] - g, ) :
_ 4%::co, utrumque evenire potest, ut sit intégrale et ut non sit
Ad quod dignoscendum: ponatur g%_T,, ut. nostra formula evadat
5m-—~m

-—,fn ) cu_]us tam numelatm » quam dencminator evanescit posito
| X"y €X quo ejus valor reducitur ad

! : | ' e : :

_ 4 } . (m—n) M98 — (m—np) SM—R—1 g Gut2

' ' - nTirgT —

nox" 0085 ’
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qui si sit vel finitus vel nullus, integrale erit xz—a. Simili modo
ulterius progredi licet dlstmguendo casus m}n—-]—«i et m<<n—+1.
- 08"

i 8i m< n, fmmula nostra er1t W
ut fiat finitus, necessé” est ut sit 5—;::-0, ac praeterea, quia niumes=
rator ac denominator posito x——a evanescit, formulae nostrae va-
lor erit |

nySt—1908 L ngs8 2908
(n—m) =" 950a" T (n—m)ErTm T "’
quem finitum esse oportet. |

i

Facillime autem judicium absolvetur, ponendo statim x=d--u,
cum enim posito z— , bhac substitutione guantitas S
semper resolvi poterit in hujusmodi formam .

P % 4 Q wf - R u¥ 4~ ete.

cujus tantum unus terminus P @ infimam potestatem ipsius w com-

.« p e : . =n i1 -
plectens spectetur; ac si ﬁ;@llt vel o —— vel o>, aequatio
2 —— a ‘certe erit integrale particulare..

Scholion..

556, Haec ultima methodus est tutissima, ac semper etiam
in formulis transcendentibus. optimo successu. adhiberi potest.  Sci-
Pox
. , Q _
Q —— 0, mneque vero etiam: numerator P evanescat & statua;tur
m__.a—}-w, et quantitas. a. spectetur ut infinite: parva; ut omnes
ejus potestates prae infima: evanwcant atque: quantitas Q hujusmo-

licet proposita aequatione Jy== , in qua posito x == a fiat

di formam Ra* accipiet, ex qua 131teb1t nisi exponens A unitate
fierit. minor, aequationem. x——a certe: fore integrale particulare ae--

oz

guationis propositae.. Veluti si habeamus, 9y == , Cll=

‘W(i ~+c0s. I2)

) cu_]qgl;,;y_alog
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jus” denominator ‘evanescit sumto z==a, ob cOS, 7 = = 4, po

] \ mamus M T @ — @, erit
‘ e TN WL
. CO8. = COo8. (77 — —5) = — 1 - fe ”
f ob “infinite parvum, hinc nostrae acquationis denominator fie

— W
—~ 237> unde concludimus integrale particulare utique esse. S~

Non autem foret integrale hujus aequationis

0y—= oz — t

Lo v 1 —}—cos.féi“) | -

) . , Problema 71,

557. Proposita aequatione differentiali, in qua variabiles sun
a se invicem separatae, investigare ejus integralia particularia.

Solutio, | o
| . i L :
. Sit prgposita. haec ‘zequatio 2% — %Y in qua X sit funetic
ipsius #, et Y ipsius y tantum. Ac primo ponatur X =0, inde.
que quacrantur valores ipsiug x, gquorum guisque sit x—a, ita w
posito x—=a, fiat X—0; tum examinetur valor- formulae a}—(‘ po-

sito x——a, quil nisl fiat mﬁmtus, aequatloms proposnac J1ntegralc
partlcuIaLe certe erit T ==a. Vel ponatur r—_— a-t+w, spectandog
W.ut quantitatem infinite parvam, ac si prodeat X——P}, expo-
nens A, nisi sit unitate minor, indicabit integrale 2=—a; sin au-
v tem sit unitate mmor, aequatio o ——a pro integrali non, erit ha-
benda. e '

Simili modlo examinetur alterius partis denominator ¥ ) -qui sl
cvanescat posito z7—10, hocque casu formula %—‘; non fiat lnﬁ;fnta,
acquatlo 4 —b erit integrale paltlcular quod ergo etiam e enit,

' si posito y= b+, prodeat ¥ — Q w*, ‘ubi .exponens A \un?atc
\ non sit mindr, . . '}j |
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é’\
Corollarium {.

~ 558, Nisi ergo membra sequationis separatae fuerint fractio~
nes, quarnm denominatores certis casibus evanescant, hujusmodi in-

tegralia particularia non dantur; mnisi forte in tali aeguatione Pox

—Qdy, factores P et Q certis casibus fiant infiniti, qui autenx.

casus ad praecedentem facile reducitur..
Corollariom 2.

559, Veluti si habeatur 0 x tang. :—i = %, primo . quidem

mitegrale particulare est y == 0, tum vero quia posito x == a fit
e . . . 0x - .
tang. _—, == 00, Pprius membrum ita exhibeatur — “gz, CWJUS deno=
: "aa
minator posito x =@ — jb fit
o i &) wu
cot. (- — T tang = g

ubi cum exponens ipsius o unitate non.’ sit minox,
erit gquoque integrale partfculave:

Corollarium g

o eadem aequatione duo plura~

560. Hine ergo interdum pr
Veluti pro hac aequa-

ve integralia particularia assignari possunt.
. mox MY . . o —_ -
tione ;— = j_y integralia particularia sunt a—x=0 et bI_J"'O."'.
quae efjam ex integrali completo ta — z)==C (b — )" consequun~
tur, illud sumendo C—=0, lioe vero sumendo C—=oco: =
Corollfarinm 4.

madx _. nboy

561, Simill modo bhujus aequatioms LTy —Rryy quas

aequatio x==a

i
]
]
|
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tuor dantur integralia particularia a-—+2=0, a—2=0, b4+y=0
b —y —=0. Integrale completum vero est

ml”h}‘m_IZC-—]—-—lé—j——y, seu .
(a—]_ m—*C(b+y), vel

(a2 (b — P —=C (& — )™ (b + y)”

unde illa sponte fluumt.

L}

Corollarium 5. ',_

- c D —

iategralia particularia fore a<+ 2= b +x=0; c+2=0, s

modo exponentes o, (3, Y etc. mon fuelmt unitate minores. Quar
P

si Q sit functio rationalis .ipsius =, proposna aequatione 9y = g”

omnes factores ipsius Q nihilo aequales positi, praebent integralic

particularia.

Scholion . o

563, Hoc etiam pro factoribus imaginariis valet, etiamsi in

de parum lueri nanciscamur. Si enim proposita sit aequatic
ade - . . ) R - T ]
Y= — o ? X denomxnatore ag—-xx 011unLur integralia par

teularia w==a)y —4 et z==—a}/ — 1, quae ex integral
completo, quod est y — C —— Ang. tang. i minus seqm videntur

Verum posito & —= aq/—- 1 notandum .est, esse Ang. tang. ]/-1
— ooy — 4, unde si .comstanti C similis forma signo contrat
affecta tlibuatul, altera quantitas g manet indeterminata, etiamsi po'

‘natar = a ]/-- 1, quae positio propterea pro mteglah paJ ticu

lari est habenda. Est enim in genere
' AV = YV ih

1 U T 2 T2 ?

Ang. tang. uy/ — 1
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Q: factnrcm habeat '(a@ +x)§‘, eujis’ expénens 3{ umta‘te ied sit e
Jor ;- scmprr aequationein Va0 fore’ mteg’raic paticalare. Sif
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$64. Insigne hoc est paradoxon a nemine adhue, quantum

“wmiki quidem constat, observatum ,; quod aequationi differentiali ejus-

modi valor satisfacere queat, qui tamen ejus non sit integrale; at-

que adep vix patet quomodo haec, cum. solita mtagtalmm idea con-

eiliari possint. ~ Quoties enim proposita aequamone differe ntmh gjugs
modi .relationem variabilinm, exbibere licet,. quae, ibl, s,ubstltuta satis~
faciat, sew aequationem. adc,nt:ca,m .pipducat , YIX cuiquam in mf:mcm
venit dubitare, an illa relatip pro qnteglaii saltem partxcu‘lar; sxth

: i“bcnda, cum. tamcn hine pmchve it m enorem delabi. Velutl e’uam-

si huic aequationi BJ]/(aa—a:x-——yy)""“; ’am—}-yay Sﬁ.tISfﬁCIaf.
hmec aeguatio finita rxx—+yy——aa, tamen ‘enorilein efrbréfh coml
mitteremus , si eam pro-integrali pariicularihabere. yellemus; : props
terea «quod ea. in integrali completo y==C— 1/(:5 @ x;r:-——yy)
ncut;quam contmetur.:[ Qnamobrem etsi omne mtcgmlc arcquatmni
dlﬂ‘erentsah sansfa{:ele debet, tamen non vxclssxm concludeu: hcetr,

1l

pmnem aequatmncm ﬁmtam, ' qu‘xe satlsfauat ‘e‘;us esse mtegralc'

lln--',

e plaetelea lequmtur ur €a cérta’ quadam proprletate git prae-

d;ta, quusmodn hic exposmmus, el qua demum efﬁmtul, ut m m-
tegrali completo contineatnr.  Hoc” anteni - minime "adversatir verae

'fmteglahum sotioni, quam hie stebilivimus; neque; hupsmodt dubium:

‘naquam in, integralia per; .certas regulas. inventa mduc potest, ;;Sﬁd

i

tentum in; ejusmeodi integralibus, ., quae,, i,gh\srlnand@, AuAsl BURIHR,; ASEET
_ ; i 45




- B54 fia PO AR,

dith, Eloenim . habets wﬂﬁa‘f@'ﬁp@«'mmﬁem “aisemy qudinds” incegeutiosh
ﬁiﬁtﬁedlt"*ﬁmn-at'@hi"tp]ui*u&&amnu&i-admn“ gL, Htam Mpiteetanha Mmeig
wendun estibe relauom;:m quainplemsalisfagienlem Lemene rPrea
tegrali pa,;,tm;;iau prefegﬂ@mp,s.k . Ouud cém. ;am}m aegmaﬁmmhqsg

Ll o

pAralis shmiy,assee ta,_ﬁquomo;do - pmnlbtﬂﬁvacguauomms dlﬁﬁ;em;

hpus hu.]usq;mzhwemores.ﬂntall 1r;)p‘gnr;ea.‘cr .sgdulo. xnmsuﬁemus, et

-1

1&5&"‘“'.‘& Bolgels el goetee g PR ELY s ';.!‘...‘.'.".,‘.:;.i'.. Tk
Pro blema 72. s iefTaly

565. Si quacpiam .relatio: inter Dbinas variabiles satisfaciat e
quationi differentiali, definire ntrum ea sit integrale particulare, nec n

g on rodnn wn s Lo PN S T R S R
.- ) ‘ .
T, e T L o . - 5
L N ST T RPN VT ;& )@,I U tioa el L s i
il ik ST Dopr o jreoft ety FR PR . . vl enlne Crli B

“he T B P'B i) ghgfdetfitatio *differentialis proposita; ubi-P-
Q“smt funcﬁo&l{es*Iquaeoun’que“ﬁp*smum & et gy cul satisfaciat
EGT qﬁaepla‘rﬁ” ittter g et*yf,*] e qua fiat 1y X functioni- scilit
EHdInT thsity Ut e it - -silgeo iy tubique wsuaﬂbatur Xoyurevera apl

a- :-t“% u.:.u:[_.r.f)'jafy‘ ]S”ei_'[ lgj, P ‘% ' ‘()uael-]tur er(ro ufl L'lt'n hlciu‘l
=EAGLYS ."f“‘f Wi u'”i (rpeg 11 r r ., - ,‘_"J
Tp L Y _X pro miegl ah aequatloms ploposntae haben }3{05:;;;;a
2 . 3

e yfldnboc d;;ujdggagdum Ppnqtm'a Y= ' XP'”'" UJ -ﬁf"t(ﬂue.ia e ._J:Bm 5
uhb ﬂyoteim:usruess)eﬁw, ;ﬂl,:gﬁggf ﬁ h__},@,. w,rOuare b, BRI
£ o

si‘@‘ﬁp'“h‘ac suﬁsillutlonc ‘redifcetar "a A (‘.111]1 ‘quiantitate itf}

Q)

- pus wlmuuorsl Smmo  Jdpse Qe

m a:[fc.cta, ut evanescat pomtr’o W= 0 In hoc HEEOtio sufﬁcnt
jant e 3 FR T HE R,

it ,pamcu"iam“mﬁmte palvam spectfiese, cuyls ercro po‘testqtcs ‘alts

o Oieex ‘_‘Hfl sﬁsﬂ *,u-; cimL el ! Py

TEs . ma ne crele hceat Ponamus ]gitlll' hmc ﬁer Syifjams,
L JlG ,,3‘ ,{a.. H\ll‘ z; )._u_ . P iF, Tather® ”' Pofreteioae E"' '”;?’{.‘
s H i r’ﬁfawsfj 3 i

=5 m)‘? habe 1turq 7‘ sau =5y I:x supel‘io
se19¥ 1lIEETNThE  Sinloi0r Mo St (,g’t\" Cnen i s

ﬁu‘sm_]a;ln p‘ei%l‘bfcuum 'e5t, tuitdeniiih fore ! i X intégrale spar
difhre 20 (b0, Sdany “éx]’a'o‘ffems AERCHTE unifate mequalis weliy

‘W%iﬁ{iﬁg‘ﬁeﬁm@lkg S TP HE? sugf PR AGRE! Fe quinibi W Intei
il




TR | CEPETY B | B

3 (sl
{w« 2% 13. h;.&u

sibge sgediemtoln okl ¥ome 1R e
;nﬁnltum casp pr P‘}S‘toi 0 8 5
T P

([‘\
i

mﬁcm Hion - evenit; ’nlsr“i”srt'"unxta"‘ Tactiflig] var s P ddsiVers®

£ 160 T io 5 5 ? i) M) vEj A
55’ aéqufmom jI’?x et O B Hily ._i_"p {S';EIIJLIS G Hali l_'_ )i‘*
Ruliiiy 77 a3 e Binnaiih mslgien apnenp

K e .i.lé sl
. 5tatuaiur J__.X_ 0, spectata ;nmcula mﬁm;g J)arVa et inye-
Q ax ann sho sl

-s-tlgetur hine forma. 5 == 300~ 8 w*, ex qua nisi sit A << 1 con-
celudetor, illum valorem g,— X esse pintegrale particulare 'a.equat-m-
nis propositac. '

ityopong. sl wgy LT O
" Seholipn - -
; 1_5‘(‘1‘ e *‘P‘p Sn il ST 2 B P
it S Seoeln wels M sl L n DI Sndepliden Gl sRErney

.
'Y L
'v: 6. . Cum m tmctetm ut quanhtas “iifinite pmv@ &_va. p} ;pm
sius o positc ¥ == X - @ per diﬂerentldtlonem cummodlssnnc in-
tan Wi "‘”M!*P gk o1BiNSTP % o nneot
veniri posse gt Cuth i sn. funcpo Apsitum gz el e
_ Qo AT Sl S

statnamus
TRk

- ax‘_(’?‘d——-;\g’a-ﬂrmti— N ﬁ
et quia positc y =X, i"ractL

b Ltn l'L" % \

: 1’&: . s 7—"_1’) e&* “_’['}_}r},) ﬂ%:f§ ;Ji'? é %‘] "‘!}inﬁ*
X F
loco y seribatur X - w, ea in ,5'- *Nm tﬂanmbm unde ob ex-

,,,,, Y {;

pouentem ipsing o unitatem ‘scquelehﬂr‘* Hae _guailm:mm N7 ._g“‘ X semi~
per esse integrale pmtlculaw, “guod- taten secus T-evenire potest.

Ex quo patet dxffcrentiatlonem loco substamtmms vadhxbeu _hop g\pos-

“"" Lkt “}ﬂ‘?-icw ’g‘nz_}r‘i : iu M il 46 x”\'é
¢ giiod™ qno tarits oste‘hda it p0113.1nu5 £58€ ?6_1 1 — % ).3_ ST

umdq,,:posgt;@ peaari, L gnﬁpﬁfest@ ~=01~1m_r, S;' ‘x e—:F-w ‘e, (Atsdifer

fmentmtlone utentes ponﬁndo oo T soHesgerg edsimote B

0.2 —Mpx-+Noy,
. Q-! o -'3' ir ’, %EE r’i . .
fiet N = =%y hineque Q — 4Ny , quae expressio ab

illa discrepat. Illa -scilicet aequatrene’mwyvﬂr"v}{f—'e ‘;%egraﬁﬁﬁtﬁ nu-
mero removet, ha@c vero admltterq ;detur.‘ Veram et hic notan-~

- ¥
wh b P ‘ \iﬁ:wm“ ‘ w&&&
+4




35%: \ CAPUT .

dum est quantltntem N lpsam potestatem Jpsms - negatwe nvoly
18, ‘unde” potéstas’ ¢ depnm'&tm Quare ne “hine. rationem” s*pc\f\t
T£,. 0pus. sit, semper. praestat. vega substitutiong ull, diﬁelcntlaprm
sa,posim Hoc observato h’md difficile erit, omnes valores, q }wa

quationi cuipiam differentiali satlsf'acmnt duudlcale utrum - smt ve

mtegraha nec ned ?
Exemplom 1.

667. Cum huic aecquationi
drx(d —y™t—oy (L — a™*, -
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-w—-..__a x 1/2 . ()uonlam igitur hic Jw dividitur per potesta-

g2

tem ipsius w, cujus exponens est unitate minor, sequitur valorem
y —— x non esse integrale particulare aequatiomis propositae, etiam-

si ci satisfaciat. Scilicer si ejus integrale completum exhibere lice-

pateret, quomodocunque constans arbitraria per mteglatlonem

ingressa definiretur, in ea aequationem y ——- ¥ non contentum iri,

“8Schodion.

'569. Hinc nbva rato intelligitur, cur dijt1dicat'io'inte;gralis
ab exponente ipsius w pendeat. Cum enim in exemplo proposito

facto y = x —— w prodeat %’ =dxy 2=, erit integrando 2 ay o

"—C~—-]— x 1/ 2 z. Verum per hypothesin w est guantitas infinite
parva, hmc autem ;utcunque definiatur constans C, quantitas’ @ ob-
tinet valorem finitum, qui adeo quantumvxs magnus evadere potest,
(.jﬂbd cum hypothesi adversetur, necessario sequitur aequatlonem
y — x integrale esse non posse; hocque semper evenire debere,
quoties ¢ w -prodit divisum ‘per pote_statc:m ipsins @, cujus exponens
unitate est minor. . Contra vero patet, si facta substitutione expo-
sita. prodeat ;'_—‘Rax ‘ut posito fRa:z:”'lS fiat Iw=1C-+18,

gen @ —— C S, sumta constante C evanescente utique ipsam quan-

. ) o oot . ;aw . , of
titatem () evanescere, quod idem evenit s prodeat —w-i:Rax, exi-
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facit g = 0, unde casus 3,___,:1: nascitur. At facta hau, tlansformq-
" tione difificulter patet, gquomodo ejus integrale’ invéniiit oporteat. Si
‘q,ugdut_m Fppsnmgcm veductionem perpendamus, intelligemus hanc ae-
grationem Jmegaabﬂgm reddi si. multiplicetur per elbp—ag):aa g8,
qugyd. cum, per se. haud facile pateat, consultum ,erit hac substitus
tipue 2l pp—-qq__,i re qua fit pp—qgq-rr et pap g O.q=r Oy
unde -aequatie bt in - aqgdq=grorgq--rr),. sew At a"——rar—L

HIr . qlne ipasito” g‘}f“"a‘ facﬂc mtefriatm. Ouohes ergo ficet eJus-

44 - : ot
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tiuli” ‘sdiisfaciat; ho¢ mddo Jlelca.L‘] Pﬂtellt utrum ea rélatio p10 'Il;!-
1err1ah pnmcular sit habcnda nec ne?” Pro’ mvent:one 11item' hu—
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il I quod &L sephratae; via smml ad 111tm1ale comp[ctum
est patefacta. Simii mode st altera méthodus per faciores succe-
dat, plerumgue ex ipsis factoribus, guibus aequatio integrabilis ved-
dltur integralia particularia concludz possunt; quaemadmodum in se-
quen‘ubusuprop@smtmmbus declm‘abmms. v S - -
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Theargma.

572, 81 aequatio diﬂ”eréntial?i"s“-ila“r’—!:{)'@"y:‘7 0 pe1 functio-
xrema.Ivl,",multlplmat\a,,rtddrxmr intpgrabilis;, . mterg;ale parijcujaze .erit
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368 CAPUT 1.

Cum 1 meguetnr certac functioni Spsarem z et g, definiatur. ingde
altera vanabilis g, ut aequatio prodeat inter binas variabiles :rci%
i quee git RJx-4-59u—0, unde posito multiplicatore M= Na, g1
g tegrabilis erit hacc forma x

NRudx4+NSujdu—0. " .

Quodsi jam neque R neque B per u dividatur, quo casu p’oéi_t__
¥ == 0 neque P neque Q) abit in infinitum, integrale utique per if
erit .divisibile. Nam sive id colligatur ex termino NRudx specs
tata n ut constante, sive ex termino NSupu spectata x constantes
integrale prodit factorem u implicans, si quidem in integratione cons
stans omittatur. Unde concludimus integrale completum  bujnsmodi
formam esse habiturum ¥ —uC. Quare sl haec econstans C mhilo
acqualis capiatar, integrale particulare erit =0, s scilicet casx"‘
bus exceptis, quibus functiones R et 5 jam ipsae per u essent a
visae, ideoque ratiocinium mnostrum vim suam amitteret, His erg
casibus exclugis, guoties zequatio P@r-—g—-OB,j:::D per functsunem
M mult;pheata it per se mtegmbxlls, eaque, functio M factorem }
beat u, integrale particnlare erit u==0, quod. similiter de singuli
factoribus functionis M valet. ‘ ' "

Schaelion,

573. antatlo ad_]ecta absolute est pecessaria, - cum €& N
glecta universum ratiocinium claudicet. (,'._uod quo facxhus mtelhga :
tur, consideremus hane aequationém -

Eax+ay—ax’_-0 . . L N
quie per y — x inultiplicata manifesto” fit - mtegrabms*-pc}namusf
gzo hunc multlphcatorcm Yy —x=Tu, sen'y — x -}-uw, uade- né
atra acquatio’ erit ”ax—i—au =0, quee per u multiplicata, abit!

i aax—}—uau—o' ubi cum pars a;a:c non per u sit multi=
phcata, neuthuam concludere - licet mtegralc per u fore divisibile
quippe quod €t 0@+ §u u. “Hine -patet; si°mode pars- JEPB




CAPUT V. 364

u esset multiplicata, etiansi altera pars Ju Tactorg u careret, ta-

men integrale per u divisibile fore, weluti evenit in U T+ X0,
cujus integrale  xu utique factorem habet u. Ex quo intelligitur,
si formula Pudax<-Qodu fuerit per se integrabilis, dummodo Q
non dividatur per u vel per potcstatem ejus prima altiorem, etiam
_dntegrale, omisse scilicet constante, fore per u divisibile.

Theorema.
K74, Si aequétio differentialis PRx—+Qoy=0 per functio=

nem M divisa evadat per se integrabilis, integrale particulare erit
M=0, nisi posito M=0 vel P vel {) evanescat.

Demonstratio.

Habeat divisor M factorem u, ut sit M—Nu, et osten-

di oportet, - integrale particulare futurum w=— 0, id quod de
singulis factoribus divisoris M, si quidem plures habeat, est te-
nendum.  Cum igitar z sit functio ipsarum =z et z, definia-

tur inde altera y per x et u, wut prodeat hujusmodi aequatio
Roxr+80u==0, quae ergo per Nu divisa per se erit integrabi-

4 e . . . - Rox Sou .
lis. Quaeri. igitur oportet integrale formulae W —+ R ubi as-
gumimus neque-R neque S per u multiplicari, neque hove modo

factorem u ex denominatore tolli, Quod si jam hoc integrale ex

solo membro,%% colligatur, spectando © wut, constantem, prodit

<y L rRo: . ‘ §A
id uf 5 ¥ - (D :u; sin autem ex altero membro —ﬁf sumta z con-

stante colligatur, quia § non factorem habet.x, id semper ita erit
comparatum, ut posito u=—0, fiat infinitum. Ex quo integrale,

quod sit V, ita erit comparatum, ut flat ——oo posito u=——0, qua-
re cum integrale cempletum futurum sit V==C, huic aequationi,
gumta constapte C infinita, satisfit ponendo z — 0. " Concludimus

itaque, si divisor M — N u reddat aequationem differentialem Pox
~~Q Jdy — 0 per se integrabilem, ex quolibet divisoris- M facto-
: . ' S : 46 ‘




362 | CAPUT 1IV.

re u obtineri integrale particulare w=— 0, nisi forle posito =4,

quantitates P et Q, vel R et 5 evanescant.

Corollarium . 1,

576. Si aequatio Pyx 4-Qoy=0 fuerit homogenea, ea ut
supra (§.477.) vidimus integrabilis redditur, si dividatur per Px—+Qy,

~ guare integrale ejus particulare erit P2 —+ Qg = 0. Quae aequatio

cum etiam sit homogenea, factores habebit formae ax -+ (3%, gquo-
tum quisque nihilo aequatus dabit integrale particulare.

w il

Corollariuvm 2.

r

5%76. Pro hac aequatione
yax(c+rzx)——ay(y —J—a-—}—br-—|~n Z2x) =0
divisorem, quo integrabilis redditur, supra § 488. exhibuimus, un.
de integrale particulare concluditur 7 —— 0, tum vero

nyy+(2na—bc)y+n(b—-—20)xy
d-(na-tcc——>bc) (a—]—bx+nwm):0

cujus radices sunt

Corollarinm 3.

5%747. Pro hac aequatlone diff'elentlal

ﬂ-a T 1 )
2 j/—(fi)_zgc)_'_”) -+ (@ — J) 0y = 0

=élmsore:m, quo integrabilis redditur, supra §. 480. dedimus R ‘unde

integrale particulare concludimus
2 —yfnyd -tz (4~ yy) =0, seu

Yy —22y+ xm_n¢z—}—rznxx+nnJy+71nx:cyy,..
2+ wx)Y(i—nn)

ex quo pouo At y = PPy Freiry
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Corollarium 4.

578. Pro hac aequatione differentiall ,
3w
oy +yyox —22=—0

multiplicatorem supra §. 49{. invenimus

XX
] ; cox (1 —xy)? — ]
grale particulare concludimus zx (i —=x % — a@=—0, hincque

-, unde inte-

4 / . . .-
x(l—ay)==—+7y a, scu y::;il‘;g , ita ut bina habeamus inte~

gralia particularia, quae autem imaginaria evadunt, si.a fuerit quan-
titas negativa. '

S8cholion.

579. Haec fere sunt omnia, guae eirca tractationem aequa-
dionum differentialium adhuc sunt explorata, nonnulla tamen subsidia
evolutio aeguationum differentialium secundi gradus infra suppedita-

- bit. Huc autem commode referri possunt, quae circa comparatio-

nem certarun formularum transcendentium haud ita pridem sunt in-

- westigata. Quemadmodum enim Jogarithmi et arcus circulares, etsi

sunt quantitates transcendentes, inter se comparari atque adeo ae-

' que ac quantitates algebraicae in caleulo tractari pessunt, ita simi-
lem comparationem inter celtas quantitates transcendentes altiorig
- generis instituere licet, quae scilicet continentur im formula hac

dx
fV (A-4-Bx—+Cx? +Dx*—-Ex*)’

" wbi etiam numerator rationalis veluti 9 Bz 4 € 2? - etc. ad-

di potest. Quod argumentum cum sit maxime arduum, atque adeo
vires Analyseos superare videatur, nisi certa ratione expediatur, in

. Analysin inde haud spernenda incrementa redundant; imprimis autem

resolutio sequationum differentialium nen mediocriter perfiei videtur.
Cum enim proposita fuerit hujusmedi -aequatio
ox gy

¥V (A Bz - Cx? 4 Dx® +Ex%) —_ V{A+By4-Cy®4-Dy°+Ey*) ?

statim quidem patet ejus integrale particulare # —y, verum inte-

grale completum maxime transcendens fore videtur, cum utraque
2.2




364 CAPUT IV.

{formula per se neque ad logarithmos’, neque’ ad arcus circulare:
reduci queat. Quare eo mugis erit mirandum, ‘quod integrale com.
pletum per acquationem #deo algebraicam inter x et g exhiber
possit. Quo autem methodus ad haec sublimia ducens clarius per-
spiciatur, eam primo ad quantitates transcendentes: notas, ha¢ for.

niula’ j 7Tk _4_,:58: 75 contentas applicernus, deinceps e€jus nsnm
in- formulis illis magis complexis' ostensuxi. '




