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CAPUT I
- o
SEPARATIONE VARIABILIUM.
Definitio.
§. 397.

i sequatione differentiali separalio variabiliumy focum habere di-
gfur, cum aequationem ita i duo membra dispescere licet, ut Y
grogue unica tantum. variabilis cum. suc. differentiali insiti.

Ca Corollarium f.

398. Quando igitur aequatio- differentialis ita est comparats,.
wt ad hanc formam Xz —= Yoy reduci possit, in qua X functie
gsit solius x et Y solius y, tum: ca acquatio separationemn variabilium
admittere dicitur.. ‘

Corollariuvm 2.

389. Quodsi P' et X functiones ipsius z tantum, at ¢ et Y

functiones ipsius z tantum denotent, haec aeguatio PYQJw =0 X gy

geparationem  variabillum  admittit, nam per XY divisd abw
Pox ___Qdy . R, )
= == Sy¢—» I qua varxiabiles. sunt sapagta&-

Corollariam 3.

_ . . _ . e
400 In forma erge generali 5%: — V, separatio variabiliume

Yoeum habet, si V ejusmodi fuerit functio ipsarum z et gy, ut hf
duos factores reselvi possity querum: alter solam variabllem. xf alibe
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bolam gy contineat. 51 enine sit VXY, inde prodit acquatio’
a -
separata Y) — Xoda.

“Scholion,

. . « g . anv . .
404. TPosita differentialium ratione 3x —— P, In hac scetione

ejusmodi relationem inter &, z et p cosiderare instiluimus, qua p
acquetur functioni cvicungue ipsarum 2 et gy Iie igitnr primom

eum  casum contemplinur; quo ista functio in duoos factorgs yesols
yitur, quoram alier est funetic  tantum ipsius @ et alter ipsius Yy,
itta ut aequativ  ad banc formam  reduel possit XJa =— Yoy, in
gua binge vaviabjles a se invicem separatuc .esse dicunior, Atqué
n. hoc ecasu formulac simplices ante tractatae comtinintur , guandg

Y = 1, ut_sit dy —=XJx, et ¥y =/ Xdx, ubl toum negotium .

ad integrationem X Jda revocatur. Maud majorem awtem habet diff-

culfalem aeguatio separgia X.a.r::)"d,y, qugm perinde ac formulag
simplices tractare licet, id quod in sequente problemate ostendemus,

(o Problema 44.

402. Aequationem differentiaiem, in qua wvarlabiles sunr se-

-paraiae, integrare, seu aequatignem inler ipsas .variabiles invenire.

Bolntiop.

"

_ Aequatio separationem variabilium admittens scmper ad hane
formam Y@y ==Xz reducitur; uwbi XJz tanquam differentiale

Afunctionis eujusdam ipsius & et Y dy {anquam difierentiale funetionis
-eujusdam Ipsius y spectari potest, cum igitur dificrentialia sint ae-
qualia  eorum integralia gquogue acqualia esse, vel quantitate con-
.stante differre necesse est. Inie grentur ergo per praccepla superioris

sectioms .seorsim -ambuae formulac, sen quaerantur integralia /Yoy

et X dir, quibns .inventis erit utique S Yoy '_fde-}—-Cunbt.
gua aequatione lclatm finita intey quamnia’fes et J e}\pumem
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Corollarium {.

405, Quoties ergo aequatio differentia is separatione » varia-
77_"i"'7-b][.ium admittit, toties integratio per eal-n praceepta, qguuer snpra
“de- formulis sunplicibus sunt tradita, absuvlvi potest, '

Corollarium 2.

‘ 404, In aequatione integrali /Yoy = /Xdx -+ Const. vel
a’mb'w funcliones /Y dy ot ;}\_r) €osunt nitrebm:r‘ae vel altera alge-

_bralea altera vero transcendens, vl ambae transcendentes, sicque
" . 3 q

yelatio inter = et zy vel erit algebraies, vel wtranseendens.

Schollon.:

tim resolutionis  aeguationum differentialium  constitni solet, ita ut’

cum aequatio proposita separationem variabilium’ non admittit, idonea’
_substilutio st investiganda, cujus beneficio novae variabules intro-

ductae qepd*auonem patlantur. Totum ergo negotium hue reducitur,

L proposita acquationé -differentiall quacunque, ejusinods substitatio

seu novarom variabiliom introduetio doceatur, ut deinceps separatio’
variabilium locum sit habitura. Optandum utique essei, ut hujusmodi

- methodus, pro quovis’ casd idoneam substitutionem inveniendi, - aperi-"
- retur; sed nihil omnino certi in hoe negotio est comperivm, dum

'p*]el'aeqlle subsmu‘ucmcs, guae adhue in usu fuerunt, nullis certis-

principiis Simaituniar, Deinde  autem variabilimn separatio non {an--
"‘quam vernm  fondamentum omnis infegrationis spectari potést, prop~

terea quod in - aequatronibus’ diflferentialibus secundi altiorisve gradus’

nullom wsum praestat; infra avtem alind principium latissime patens”
sum’ expositurus. In® hod capite inferim praccipuas integrationes”
dpe separationis v.n‘iabi]ium adminisiratas exponere opera¢ pretuom”
“Videtur: quandoguidem in hoe arduo negotlo, quam plul.unas methm

-

‘dos cognoscere, plurimum interest

405. In sepalaimne variubilium a nonnullis totum fundamcnm'




256 . CAPUT T

Problema. 590.

_ 406. Aequationem diﬁ"eientmlem Plax—Q0y, in gua ’P ot
Q. siat functienes homogencae ‘ejusdem .dimensipuum numer. 1ps o
x et .y, ad sapamhonem arariabilium -,TtldllCC__)if“a.;‘ e]usquc ;ntagyalﬂ

Invenire,
Solutia,

LCum P et Q sint functiones 'bomngeneac ‘ipsatum et g
lf:]usdcm dimensionum .pumeri, erit Q functio homogenea aullins 8is-
mensionis,, -quae -ergo, ‘posito :::u 2 .abit dn functiopem Ipsius .
Ponatar igiar y —um, #Abe atque Q in A4S functionem ipsius 2, ita
Lt sit 9y = Udw. :Sed ob y == uw, fit 0y == ~ugx < @ du, qua
-substltutmne sostra aequauo Induet ‘hanc fonnmn R du—— Ui)“;:f,j
inter binas wariabiles x -et u, .quae manifesto sunt . sz.paxab:ie,s Nam
ﬂaspomhs iczmm;s px cuntment\bus ad apam ,pauem habetur

v awdu—= U —a) ox, :deoque Bx . .S

- — ’ e
~<poae infegrata dat Jx ﬁgﬁ—-, “ita cut jam ex muablh & deten»-
_minetur 2, unde PoIro ;cognoscitur i 1. '

L orollarxi um A

. 3 . e crepm ] 4 *Iau H Cls i}

.-&(}7"e ::Q_uoc_lsr cergo “integrale i g—-— .ctiam cper Lfogauti;mgs
«exprimi possit, ita ut, [z aequetyr Jogarithmo fonctionis cujusplam
Apsins i 'habc,bi,{-ur ._ae_quatio :atgebl'a%ca inter x -et 1, .ldeoque pre

7 . H i . X " - L
_m—,\pqs&to valore 51 .aequatio -algebraica dnter » e._i. ¥

Coraﬂamum 2.

408, “Cum it tr"—n:c, erit .{y z’ue-%ﬂ {2, ldeoque cum
on_ e Co

sit do = 57—, exit
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R e Ll
‘ Udu

duibus integralibus in wnum reductis , fit Iy —=— f o= Verum

hic notandum est, non in utraque integratione pro lz et 1y con-

stantem arbitrariam adjicere licere; statim emim atque alteri integrali
est adjecta, simul constans  alterl ad_jigienda definitur , cum esse
debeat 1y = lo = lu. ‘

€Corollarium 3.

400, .Cum sit .
: du _fBu~—8U+8U —f 8y ?U—-—au
JU = S —a TS U L QeI
eb hoc posterins membrum per logarithmos integrabile, erit Aoz

3u : L4 80
T 1(U — 1), seua lox (U =—a) 7= ig—
N

. : .o dU .
est, sive haec formula j A & f o integretur.

Perinde .evgo

S chollen.

410. :Quomiam -haec methpdus ad  emnes aequationes ‘home-
ereas patet , neque etam ,qb »irratigp'alitatem, quae -forte in func-
tionibus P et Q inest, impedjtur, imprimis est aestimanda, plurimum-
que aliis :,meilh‘odis anieferenda, quae tantum .ad acquationes “nimis
apeciajes sunt accomodatae. Atque ‘hinc -etiam diseimus .omnes -ae-
qu,at,ignc:s.; quae ope cujusdam substitutionis ad homogencitatem re-
vocari possunt, per eandem methedum tractari posse. Veluti 51
proponatur haec aequatio 0z m-zzda = g;Q;’ statim patet posito

1 ) < - __ oy Bx ___adx
4 —2L, eam ad hanc _,hom(_)gcneam, 5 —t- 55 = e

mmB;: dz (rx— ayy) reduct, Caeterum non difficulter per-

spicitur, - ntrom aequatio proposita . hujusmodi substifutione ad homo-

-geneitatem perducl gtxeat? \,Plelk'um.qpe‘ , quoties quidemn fiert potes,

sufficit has positiones z = u™ et ¥ —— v tentasse, bl facile judic

cabitar, npum exponcntes “m et o ita assumere liceat, .ut ubigue

idem dimensionpum pumexyg prodeat, ‘magis enim complicatis gub-
- a3

seu

Jie et
| ‘Mi 1
L A
.lI i{\i
i I
n: I

1

s
E,i A
%-i._tﬂ*
i
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' r{ stitutionibus  in Lirc genere  vix locus conceditur , nisi forle quasi
i 1l
! sponte” se prodant. - Methodum autem integrandi hic exp usuam .,MH

quor exemplis illustrasse juvabit.

Exemplum 1.

4114, Proposite aequatione differentiali homegenee x0a

yOy — myogx, gus inlegrale invenire.
. gy sl my-—x o ™Y — @
Cum ergo hinc sit -a»—i = _.9 ST, posito HFIHT v = 5 —
m U . 5 .
———;‘——’ , ideoque ob Oy =S HoxX T Du, evit
mu — -
ugr—+ardu— (M2 5, hineque
ox udu —ug
P T meeee e T ———-—”--‘. ! s¢il
L® T mu— 11—y I muuut
o — udu -+ rmdu LY Wu
x 1 —nu — { — i + i
unde integrando
N
lao — — 311 — mu—i—uu,)-——}amf — 2 L Const.
P —— T U U

ubi “ites casus sunt considerandi, prout m > 2, vel m < 2. vel

m—— 2\

1) it m>2, et 4 — mu—-uu lmlu.mmrh formam habe-

bit (u — @ (u-——=), ul fit m— a -+ E.f‘ g :"——‘, el ob
‘)u . L 1-'.!:a.u-, UV kg a 1t
i =, fiEL

(u-a) (u-—-—) aag—1 w—a aa—1 y— El;

Cetet—- 1) U —r

l.:c ;{4 — mu W) — — i - C, seu
T 2(aad—1) w—"_> ’
a

aa-+1 LM — (L

Ix Y/ (4 —mu—~+uu) ~- .- S= e,

2@a—1) a—1

Lo . L L . . . .
et restitute, valore .= %, ‘aequatio 'integralis ewit

S, _ ad—}—-i LY el
I xx — may-+yy) + 7.
- }/( o E/ . y"/) 2_((;.3.-_-”,. jL) L1 e T

= .le, seu
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aa-1
k - —_— yoflag —
L ( uq—" M= V @e —may +yy) =C.

ay —x

2 - Sit m<C 2 seu m —— 2 cos. d, erit

du usin a
it Aﬂi“‘ imw —
P——aueos.d—~-uu.  sila 1 — ucos ot

“unde
wsin e

’ CDS U "
. 3 . . eu
lry' (I —mu—~uw) — C — in o Ang. tang. -y 8

3./ ) N o cos. a s S?l a
1y @z —may—+ yy) —— C — — Ang. tang. 5l 5o

o 3) Sit mz= 2, et f(; — — Ty hmcque
' H . B e

Exemplum 2. .
412, Proposila aequatione differentiali homogenea

dx (aw — 3 Y=oy {(yx - 04)

- gus integrole invenire.

‘_ Posito & —— uwx, efit uda - xdu—dz . i:g:, idedque
o dutykdw - dutdu —4—“21/ P 5 dug 39
@x _—U.“r—jju-—-’}/u-——guu-— e (]3'_”‘”}11—‘(31,1;,{‘ g
unde Integrando
- Aax —= C —1{ /. wdn (1 e VY U e 1D _ ik v
] la Vola -+ (35— ouu] -3 (3 -+ E (B —dua ]

w4+ ubi ndem casus, qui ante, sunt censiderandi, prout scilicet deétio-
. ominator a4 (3 — ) u — duugvel duos fictores habet reales et
e mauquales w.l aequaies vel 1111 ginarios.

Exemplum 3. ‘ < -

413. Proposila czequfzti()ﬁe “a?iﬁ%reniia!j homaogernea
zdx JDy an—yax

ejus mte_;rai,’e duenire. e . L
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Cum ldne sit g; == :f Yoposi y — ua, At wda-4
t -: N T g du-—ud
ZJus Ij da, sew wduz= ' ME D, unde colligitar 2T R

et integrando
lx == Ang. lang. w — T} L —J,-ruu’v SN G- T

r ]/ (x4 yy) —-C 4= Ang. tang. | r,.

Exemplum 4.
414, Proposita aequaiione differentiali homoegenew
zXdy — (xx — ayy) 0%
ejuis inlegrale invenire,

Hic ergo est 27 — XYY e posito’ y==ux, prodi

gx xx- ’a 3
R =) - ‘ x_ u e ou
wdz + xdu=(l—auu)dz, ideoque — = —me St T T
enjus evolutiom non opus est immorari.’
Exemplum 5.
415. Proposita aequatione d@ﬂerentialz’ liomogenes’
oYy — yax:: oz ]/ (xx —+ yy)
ejus integrale invenire.
- -_!_ v i - .
Erit ergo g—i___y ! (xx+:”), unde posite” == ua, £
uaw-—}—xau"__—_[u—}—]/(i -—}-uw)]aa: ;- seu :rdu::Bx-}/(i -—g-uu;
dx du

ita ut sit chjus integrale est

;—_1/(1—-}—1”1)’
lz=la— {[u—y/ (4 +uw)="ra -

sett lo == la —+- Z},(mc_]_wJ 5 unde colligitur = ‘1’#

sen ]/(wm—}— yy) = & - 1, hmcque zx — aa 4= 2ay:

== fxt-—i—~‘y1r'))
1

Scholion

416. Huc etiam functienes transcendentes ntmerari possum
mode afficiant funcliones nullius dimensionis -ipsarum = et ¥, qw
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posite y —— ux simul in functiones ipsing abeunt. Ita s in . -

quatione P 2= gy, praeterquam quod P et Q. sunt functiones
Cpomogenvae ejusdem  dimensiomtm’ nonferi, insint hujusmodi formulag

Y w0 y), Y, . x . apg BE
! gy e R Ang. sin. TEEY5) CO8. 5 ele,-

“sethedus exposita parn successu adhibéri potest, quia posito y—u )

5., '

L . » a . . - - LK)
1o a-i, agquatur functionl solius novae variabilis us

Problema 51.
41%. Aequationem’ differentislem primi ordinis’

0z (2 Bo = yy) == 0y = sz 4 ¥

. #d separationem variabilium revocare et integrare.

Solutios

Donatir o~ fx -4 Yy =1 et 5 4 px 4= ly —d ut fiat

.If_i‘;?}xzttay.' At inde colligimus-

_ d—yialy T Bu-etta:—B¥
T — Be—ye Fg—e ?

hincque Oz 10y == 0t — pdu: Bou—=-¢edt, unde nanciscimur
kanc *acquationem'

(Dt ——rytou—= Buou = cudi, sew

ot (Lt Feu) — du (Bu—~yd),

et ¢y —

‘quae cum sit homogenea’ et cum exemplo §: 412, conveniat, inte-

gratio jam est expedita.-

Verum tamen casus existit; quo haec reductio ad homogeniifa~
temy’ locum non habet, eum fuerit 37 — e —= 0, quoniam’ mmn
introductio novatum vatiabilum ¢ et u tollitur. Hic- ergo casus
peculiarem requirit solutionem , quae ita instituatur; gqueniam- tum
agquatio proposita ejusmodi formam est babitura

adz - (Ba -y 92 = 30y ~+n Bz 4y ) 0w

B o e Al

i

o

S T R T T
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g o ep 3 —— bz Yy — 2z B3
ponamus (32 - YY = E ent gt Im o At dy — et
) 02— Bdx __ gz o a1 el SPucd .
(I ergo ——- e o) - ul{;: N]];]”ILS manifesto  sunt ,sem,
i . . . - 1 =g (S I : H
i r : it e o cujus mtt,s.mtm g
| rabiles | fit enim g —— — o P g “ P | Io
i, ¥ ga:'lthmns involvit, nisi sjt v - u > == 0, quo casu alndnalc,e dm
: ) —I—nr:
biE x == - C.
“llil ' ‘ ﬂ(aqj #—I +
|

Corollarium i.

418, Acquatio ergo differentialis primi exdims, utl vocaim,

l in genere  ad homnrrrnuialom reduei nequit, sed casus, quibns

é'_..__ v e Inde exeipi delent, qui ctiam ad acquationem 'sc.par.a.-t.a,m
;_ omnino diversam deducunt. :
.=

,' Corollariuvm 2,

419. B8i In his casibus exceptis sit 7= €, seu haec pro—
N' ‘_ “pOSlid sit aequatip dy—0ox (cc-—}—P:L—}—-}f ), pusito fa—-yy—s,

do : .

! 1 eque > . CUjuS’ inte-

; » =1, haec oritur 2 quatio ga Ty 1
gra!e est

; J¢i ’ = ; 3 oy
[h"“-r ._ pr =18k erd ae fr‘—}—m—lﬂfw% vy

;o B—!—'y(a—q—ﬁ ) = v,

5 Seu

Problema w2,

i B 420. Proposita aequatione differentiali huiusmodi
H : Wy~ Pydz = Qda
.Iu .

in qua P et Q sint funciiones quaccungue ipsius x, allera agtem

» variabilis ¥ cum suo differentiali nusquam plus una habeut dimen-
i B - -
i sionem, eam ad separationem variabilium perducere et integrare.

1
1|_i‘. Solutio.
L "Quacrator  ejusmodi  functio ipsins 2, quae sii X, ut facta’

autein

substitutione ¥ — Xu aequalio prodeat  separabilis : Tum
F oritur ‘ ' ' '
I
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Xou +-udX —Oox
AP Xuda

quam acqualionem  separationem  admittere evidens est, s fuevit
X

X - PN gda— 0, scn g TE— Pde, unde integratio dat

: a3 7 ST e e D ; - N

| — [Paw et A eSO e ergo pro X osnmta func-

Hone , aequatio nostra transformata et X Ju = Q) Da, seu Jue ==

Q,SE:: e/Pox e, unde cum P et Q sunt functiones datae ipsius
St gy — fedTEE — 7. Ouocir acquationls pr i

z, erit u — /¢ (Jx —— Quoelrca aceuationts propositae

mtegrale est y 2= TSP Ox PO ()
Corollarium {.

421, Resolutio ergo hujus aequationis dy =+ Pydx == Qdx
pplicent vequirit niegrationem alteram formulae ZPOax . alleram
| i o ’ 7 s
. 3 oy T . e . . .
formulae / pfPox O Jax. Buflicit antem 1 poslerior: constaniem ar-

Cpirariam  adjecisse , cum  valor ipsius y plus una non recipiat,
CRdamsi enim in priori loco /Pdz seribatur /Pdax—~ C, formula

pro y manet eadenn.
Corollarium 2

422, Dum ecrgo formula Pozx integratur, sufficit cjus inte-
grale particulave sumi, ideoque constani ingredienti cjusmodi valo-
rem tribui convenit, ut infegralis forma flat simplicissima,

Scholion

423, TFn ergo aliud aequationum genus non minus lale pa-

tens quam praecedens homogenearum, quod ad separationem varia-

bilium perdnci, hocque modo integrari potest. Inde antem in Analysin
maxima utilitas redundat, cum hic litterae P et ) funcliones quas-
cunque ipsins x denotent. Hoc ergo modo manifestum ¢st, {ractari
posse hanc aequationem Ry - Pyodz == Qdwx, ¢l eliam R fune-

T I e e
Esa

e e e e T

VATV A
S

R

T

TR Y TR

bR 2 i

LT DR AR LY,

-y o
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tionem guameunque ipsins x denotet, facta enim divisione .per R
forma proposita prodit, modo loco P et Q scribatur % et 1‘%, xtt
ut .integrale futurum sit “
' Pax

IE" Ad ‘hujus  problematis -iIlustr,auoncm q,uac_da,m ‘excmpla adjiciamaus,
i Exemplum 4.

424, Proposita aequatione differentiali
0y ++ ydx ——ax"ox
ejts zntegz ale -invenire. .
‘ _ ACum hic sit P =1 ctﬁQ“—“am , erit fPdx=max, ¢t ae-
1 .guatio integralis fiet
y e F St b o,
quae  si 1 sit .numervs mmeger positivus, ,evadet
yome e (@™ —na" T H=n (n—-——.i)‘a:“'“ —ete.) 4~ C1 (§ 228.)
qua evoluta prodit
ymCeF 4zt —na" +nn—1) 2" *—nin 2) (A= 3 }:r:“"’%—rmtc;.

‘g‘; s unde pro simplicioribus valoribus ipsius 71, n‘
8 nz 0, et g Cem ™+ 13
gi n=1, erit y":: Ce* o —1;
sinz= 2 et y=Ce 2" =22+ 2. 4
;‘74 : 8l n= 3, enit y=Ce™ + 7 23,2 — 5.2,
clc.

r[ i : " A

Corcllarium

| - . . .
| 425. S ergo constans C sumatur T 0, habebijur integrale
particulare ' B
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y——xt—nx""pn(n— D" 2 —n(—1) (21— 2) "3 __ete,
quod ergo est algebraicum,

dummodo 7 sit numerus integer posi-
{ivus. "

Corollarivm 2,

4206, Si integrale ila determinari debeat, ut posito i
valor ipsins z evanescal, constans O aequalis sumi debet ultimo
termino consianti signo mutato, unde id sempelr erit transcendens.

Exemplum 2,

427.  Proposita acqualione  differentiali U —=z2) 0y ‘—}—

£Yox — adx cjus integrale invenire.
Aequatio ista per 1 — 2 divisa ad hane formam reducitnr
la -_) -
Jy - 220F — ”x, ita ut sit Po—= -2 Q——2_. hinc
1 —xx X 11— xXx -~ I — oz
/‘[’Bz‘:—-!}x(l-—xm), et e/Pox :

. — ¥ === €% 4uo mie-
grale reperitur:

.y.:]/(ima:m)/ Lk 33( o —}-C>]/(1—-—mx),

(I-—.x‘x)"‘) V ({—zxx)

yuocirea infegrale quaesitum erit
—az 4+ Cy (1 — zx)

quod s ita determinari debeat, wut posito @ = 0 evanescat, sumi
oportet, C == 0, eritque ¥ — a .

Exemplum 3.

428.  Proposiia  aequatione differentiali ) Y -

T (1 -—+ xx)
S T=adw, gus inlegrale invenire.
Cum hie sit P— ——— et O =T, erit
! ’_"]-"(:—|-xx) . — Ly

SPOT = nifr 4 (4 4 20)] o
34

S e
T

S o)
e
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JPOX T+ ]/ (1 =~ zaxl?, ct
e—dP0r — )/ (4 H+—axx) — al":
mnde integrale quaesitum erit
y==1)/ (1 sxa) — x} fadr -+ )/ A+ z2f,
ad qn-od evolvendnom  ponatwr 2 —+ 1/ (1 = 22) —u, e ﬂﬂ

o uwu—1 Auls+wu) .
T hine 0x == Tin , Crgn
a 1171—”—‘1 i ‘_"""
WY = e A e 4 C
S T (no— 1) 2 I)+

—— — N

Nune qua []/(i +aa) — P DuwT T, enit
) ' ny—? 1
[T e Cu“‘”—%—-l—n—————-——\—:——————m——.—— sive
J:C[}/(l—l—xl)—-’lj —1—-—11—-__!)1;/([_1*3@)_3]
' /(1 == xx) 4 =]

payv —1—3

quae expressio ad hane formam redacitar
N - na ax
y = Cl/ (t +-2a) — 2l 4= oV (=2 — T
si integrale ita determinari debeat, ut posite x—— 0 flat y == 0;
' ua .

gumi opoitet C —/—
nn—1

Problema 53.
479, Proposita acquatione differentiali

2y -+ Pyda = Qy* 7,
wbi P ct  denotent {unciiones quascunque ipsins x, cam ad se-

parationem variabilium reducere et integrare.

Solutio.

1 .
Haee aequatio posite — —— 5 stalm ad formam modo trae-
Y
T T dy _ 0z -
tatam reducitur, nam ob T T as? , fequatio nostra per y divisa,
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oy 2 . . . ¥
goilicet 7 4= POz == Qy* D= . statim abit in - .a”+ POz i
09 x)' Nz i
= *,—, s%u 0z — nPzle — ~— uQ ), cujus mecrale est i
_ > — . : e
[ I fixfc nfPo nQ )x,’ Jdcoquc #
i ;
L i fPOx fo—niPdx ()
'.“/'1 - ne f (.-.)_ ‘) .

Tractari  awew  puiest vraccedens,  quacrendo hnjnsmodi ]
functionem X, ut facta substitmione y == Xu prodeal acquatia ses A
parabilis: prodit autem ;

;
4 : r > r Fitink
Xdu 4 ugX 4+ PXudx —= XvHry=+1 () ). 4|
. Fiat exrgo oX 1 PXozx — 0, seu X == c——jPax’ critquc
T Y TVl L T T |

et = XP Q0w = e 0T Qo 0
:
. i

¢t integrando g;J

{ o
— . — /‘c——nJde Q).T-

nout ;

~ . _ui
Jam quia w=—7% == /7 9= 4 habebiar ut ante g
: i

_I:: o “ﬂnd’DxJ/'c—anBxQ).x.‘
i ]

Scholion.

_ 430. 1lic ergo casus a praccedente non differre est cen-

. gendus, Ha ut hic nihil novi sit praestitum. Atque hace doo genera bt
sunt fere sola, quae quidem  aliquinto litius T).]LCJI‘H, n qui-bxls 5Ca
paratio variabilium obtineri queat. Cacteri casus, qui ope cujusdam
substitztionis ad variabilium separationem praeparari possunt, plerums

i que sunt nimis  speeiales, quam ut insignis usuws nde expectavi
possit.  Interim tamen aliguot casus prae cacteris hic exponamas.
' ik
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3
b .
“ - ‘ Problema 5Hd4.
il
gl ‘ . : ) .
gr“ 431. Proposita hat aeqnatione differentiall
eyox - 'Jay—|—-; yt( ,fua.r' e sxdy) — 0,
eam ad 5{pamnonun variabilium reducere, et ntegrare.
, Soltutio,
“I: . : i ' . , . .
1‘} © 7 pta wequavone per 2y diviss, nanciscimur bane formany
iRl S . ]
! adx %] Vo x §o o
| | 82y ROy 4 gmyn (122420 — o,
unde statim has substitutiones z* yP — 1 et 2% y® — 1 insigni us
non esse cavituras colligimus: inde enim fit
A J2x Boy 51 vAx , §3w a1
i “ Boy 8t . vBx 83y .__ a3
“ x—l_y"_fetx—l_y‘"?u’
' B 7 oepn O . R g— ‘
“‘“‘:@ hincque aequatio nostra = - 2™ y'.o— T 0. At ex substiiutiont
il i sequitur
208 —BY — (8 =B et y2T—BY — 39~ 7, idecque
) — £ -7 G
i _,abf—fy ad—fvy _ ad By e Py
|}B x =t u , et y— ! it :
| "L‘| quibus substitutis fit
Sme-qgn an—fm
3t ad = af B .
= 4t " u BY o — ¢ idcoque
N yu--&m i an—fm
ad — Py as =By
¢ 0t —— 1w P du=10,
B
B . quus aequatloms integrale est
h DR e i an-—@m
4 AR LR S o E ey
i‘ \ | : ) T _r:’)f - 5«7'“. Cﬁ,?l"""‘{,}}?.’_
i .
ii' Ubt tantum - superest ut restiluantur valeres {—: ‘-"‘Jﬁ et ui.z-"’yf
Caeternm rotetur, & fuevit vel 4 n —dm==0 vel «n —Fm=—¢
. EE loco illorum membrorum vel I wveli /u sciibl debere.
Hile .
L




CAPUT 1 264
Scholion.

432. Ad aequationem propositam ducit quaestio, qua ejus-
ydi relatio inter variabiles @ et ¢ quaeritur, ut fiat
T fydr = amy e g

' ,d nanc enim resolvendam differentialia sumi debent, guo prodit
. yo zZaxzdy+-aydx -+ ba™yt{im Dyda+ (L 1)xdyl,
'-’Eigna aequatione cum nostra forma comparata, st
a=a—1, fza, p=@n + 1) b, et O = (i 4 1) by ergo
o0 — LY =@ — M) a;b — (1 4 1) b
wn— Sm=(n—m) a— i, et fn-- gm=m—mb,

unde acquatio integrakie fit manifesta.
Problema bb5.

. 433. Proposita hac aequatione differentiali
o y oy —+ dy (a —+ bx nrx) = yox (¢ nad,

“gam ad sepavationem variabilium rveducere, et integrare, \

Solutio.

. ., oy (- nx) T e
Cum hinc sit 52— e g {entetur haec subsiitutio
u(a—-bx -1 ¥ x)

: fierigne  debet
Ce— i e— i

3

e 7 .
y(eAn®) __ — y, sen Y=
}w-}—‘a—ifb::c—]—nx:c
Jy —— wuga, seu

gy ___ udx _,__f)__:_c(r:——l,:ux—fz)_
Ty — Ty T oababnxd '

at ex logarithmis colligitur

ay Ju dx(b—anx) nAax—- du CAwfe e n o o)
Ty T ow a—dadnxx & it X— 1 I e

quae contrahitur in

5u(c+nx)~—711tax__ Rx(:~h»~—-—nx—-—1;)
u (0 ixm——1u) - R e
&u(c-—)—ux) s E)a:(na-*-l—uc-—-bn——}-_—;h—-fn::)j—iw-u u)

seu

H

T(F:}—-T;:‘;)"‘— {c-—-{—u;c—-—u)(_a——}—ast——]—nx:c)

i R et Tk e
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guae per ¢ —-nx -— u multiplicata manifesto est separabilis, pro
ditque
Px ______ A

{e-tarnax)(c=nx) " u (dlk"“(}ﬂ“ﬁ'bé'—;—\v'—_‘;C)u—i‘“uu),

cujus  ergo integrativ per logarithmas et angualos  absolvi potest

o

Casu  autem  hic viyx pracvidende  evenit | w hace  substitato ag
votum suecesserit, neque hoc probluma magnopere juvabit.

Problema 56.

434. Trepositam hane aequationem differentialem
i xfim ) (45
¥ (i x) :

¥ — 720y =

#d scparationem variabiiinm reducere, ct integrare,
Solutio.

Ob irrationa’itatem  duplicem vix ulln modo patet . enjusmodi
substitutione  wii convenint.  Ejusmodi cerie quieri convenit, qua
eidem  signo  radicali non ambue variabiles simal implicentur. Ad

. T *—u
hune  scopum commoeda  videtur  bace  substiatio ¥ =7 -.., qua
‘ —uli4xx) (( Fex)l 4w
By e =S R Ay =R v gy =

dxl ==V — Ay (. ez x)
e S
substitetis, prodit

:oatque s valoribus  in nosira acquatione

— gl AU A UQU( 22 = 1D (| +~110) ]/(I —i—lzru),

quac manifesio geparat’ paem variabilun admitut: colligitur scilicet

___a.a.___ 3
1o T Gt wu LV (R e u) -y
quae aecquatio posite !+~ wuw == {f, concinnior redditur
A= St
1 xx2 T t{af—4 g ;_”—:—.j]’
s . —— -£53 . . .
et ope positionis ¢ == LT gunaa irrationalitate
py
dx 2%/ — 1) ___ =ds an iy
14— x T (v 58, b o — )55 T a5y npa A-{n—a) et

cwjus integratio nuila amplivs Jaborat difSculiate,
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Scholion,

435. Tn hoc easu praceipue  substitutin | e ;t?& notari
--mf:]'Clul‘ qua duplex 1||dl:undl|1«1s mlhlm “unde opua e pretium erit
i - hae su ‘uiut:unc encraliori pr " e BEA
‘ﬂd“(, quid bs iy abior] praestar: possit yy == T paus
inde autem fit
' ____(q_,ﬁnu\fl——rtpxx) u('l—apxx)

— T —————— ____- R . ] ——
o P]/ (orpe)® » Y &z :-}-F:.tu ! ct
dx (n— fJ'r"\-r-iu(-rwc:ﬂxx)
UJ — ( —,—p.tu,

“ac jam facile perspicitur, in cu}usmocli acquationibus  haee substi~
gutm usum  aflerre ‘possity cjus seiticet beneficio haee doplex Jrratio-
' Vie —5yy)

‘ e = ¥V (2 — P uw)
nnhtas Pl B 1) reducitur ad hane simplicem T piw 0 fnam

porTY fncilc rativnalem reddere  licet, Atque hie fere sunt casus ,
Jin quibus reductio ad separabiliiatem  locum invenit > quibus probe
perpensis, aditus flacile patebit ad refigros casus, qui quidem etiam-
aum o osunt tractati ; unieam  vero  adhae investigationem apponam
Vl'ci'l.'_f_-].l casus, qubias hace aequitio Jur ~yyla—ax™dx sepa-
rationem vaviabiliom admittt, quandoquiden ad hujusmodi aequatio-

‘mes  freqgaenter  pervenitar atque hace  ipsa aequatio olim  inter
. Geomctras omni swudiv est agitata,

Problema 57,

436. Tro acquatione Jdy 4+—yyldxr — az™Jz valores cx-
‘ponentis m definire, quibus eam ad separationem variabilium reducere
dicet.

Solutiie.

Primo harc acquatio sponte est scparabilis casu m — 0, tum
. a.
nim ob Jdy == dx (a — ), fit D.:t:':a——;j_j;.
gatio in loc versatur, ut ope subsiitutionum alii casus ad hune

redu_antur.

Omnis ergo inve-
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Ponamus y:g, et it — bz —+—bbJax — aa™zzodx, quwe

forma ut propositae similis evadat, statuatur ™ —Zt, ut 51‘(

— M
; Lty
N Bt — Eo
a™ Qx — . ot ammf._.—u———, eritque
m—— 1
—m
azz dt . _bb_ iy
bdz+ 25 =g ok
quae sumto b = m:—” ad similitudinem propositae propins accedit,
— ‘ .

ul sit az_{-zzat:.(__::_.)_! m--1 gt 81 ergo haecc esset gepa-
{m )
rabilis, ipsa proposita ista substitutione separabilis fieret et vicissim;
unde concludimis, si aequatio proposita separationem admittat casu
i

m —=n, eam guoque csse admissuiram casu M - = o o Hine

autem ex casu wm == 0 alius nun repertur.

= .
Ponamus y — - — —, ut sit

&
a4z oz 220

—_— e = . = il t

ay xx x x +d x3 ¢

Ty — 0= azde |, mEOR

YYOT — o5 = —eiT T Tad

unde prodit

0% zzdx .
— 224 EEER — g™ g, seu
X x
sz L
e 2R —  qa™T? dx:
XX

git nunc a:_—_.;] et fit Dz — ssgf == al™ ™ gf, quae cum pro.

positae  sit similis,, discinus, 8 separatio  gnccedat casu m =7,

eliam succedere casu 1 = ~— 71 — 4.

Ex uno ergo casu m =7 conscquimur duos , scilicet m =
R0 e
hine formulae alternatim adhibitac praebent sequentes

et m = — 1 —- 4. Cum igitur constet casus m =D,
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m:—dégm::___.g_; ”1:-—55 ,n:_____%;
PR 12 —_— 12 _ 16
M=y My M=y ete
. . . Yy .
qui casus omnes in hac formula m == ST continentur.
Corollarium 1.
437. Quodsi ergo fuerit vel m — A vl o — AL
- pedl o —'21'__+_15 __'21"-**-1,
aequatio gy +yygxr —aa™x per aliquot substituliones repetitas
fandem ad formam @ u - nugv——cdv, cujus scparatio et iate-
gratio constiat, reducl potest.
Corollarium 2.
: . . . — 1 ]
238. Scilicet st fuerit m — ——'--, aequatic
211

dy +yyodx == ax™dx

per substitutiones o —— M7 et y:'.:(—vr:_m reducitur ad hane

0z -+ zzdtl — z;n—_;—h—, ™ ot, ubl n— ;l_—i'zl , qui casus uno gradu

" ipferior est censendus.

Corollarium 3.

f . w— .
439. Sin autem fuerit m —— %%, acquatio

I
dy +yydx —ax™ox
per has substitutiones = = Foet Yy
reducitur ad hanc 9z —~=zzdf=—— ai"d¢, in qua est
4 ) —4E—=13)
- n— 2i—1 " afi—a)41?
~qui casus denuo uno gradu inferior est.

— = sen y = — %,

Corollariom 4.

440. Omnes ergo casus separabiles hoc modo inventi, pro
exponenie = dant Dumeros negatvos iptra limites @& et ==k
36
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eontentos , ac si i sit numerns inflnifus, prodit eagus M I ——— 2,
aga
uu1 aulem per se conglat, <wmn &'“qluntm d’! -f-ff‘r’u x .._.~:;;xv

p_f»sito yﬂé, fial homogenea.

Sgholion 4.

441, Aequatic hacc Dy ——yydx = ax™Jdx vocari soles
Riveatiana ab Auctore Comite Hiccali, qul primus casus scparabi~ -
les proposunit. e quidem cam in forma shoplieissima  exhibuj ,

cum co hace gy~ Ayyiht ol — Ber0r, ponendo AR Ot —da
et At — ~4 1)z, slatim reducalur. Caclerum  elsi binae

substituiones , qaibus hic swm usus, sunt simplivissimae ,  tomen
ihes deteguntar

magis Compositls adhibendis nulil alii cusns separabib
ex quo hoc omnino meworuiile est visum , hang acquationom
rarissime separationen admitiere, tametst numerus casuum, quibus

hoc praestari queat, revera sit infinitus.  Caeterain  leacc investi-

gatio ab C]&POH“HLG ad simplicem co&fficientem tradusi potesty posite
Nl 'm

m
. = . nzox Y - >

enim y —— x* =, prodi Dz —7— e a? godr @z gx, ul

mn m—— 2
. . NP LM 2 .. dx 2d?

' 2 gz = odl, et 2=t b, ent s T e =
s fiat 2?0 ot, @ S b, erit - et g
hincque '
mazdt
ad'—r—(‘m—r"-ﬂ)i "‘—Zﬂra.t_fﬂat,
: . ' m -

quae ergo _aequatlo, quoties fuerit Sliwp —_— +- 21, St Immerus

par, tam positivus, quam negativus, separabilis reddi polest, ita ur
baec aequatio
irdt
0z + Y25 4-zzdiz= aot

semper  sit integrabilis.  Si practerea ponatur % —— U oe— ———m—
P g I ponawr I “_ U A m A

oxitor

_ Cmfm—g) 3t
ou—+tuugt— adt — ﬂm,—”,

4 : , habebinir

et pro. casibus separabilitatis m =
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u(z+|)5r

du - nudt—adt -+

fheriorem autem hujus acquationis evolutionem, quandoquidem  est
maximi momenti, in sequentibus docebo; ubi integratione aequatio-
wum  diflerentialivm per  sevies  infinitas sum acturus, hine enim
facilius casus scparabiles erucmus , simulgue m‘mgmlm agsignare

potcrimu&

Scholion 2.
442, Ampliora praecepta cirea  separationem vaviabilium
aquae  quidem usum sint habitura , viz tradi posse videntur, unde
intelligiter  in paucissimis  acquationibus differentialibus hanc metho-
dam  adhibert posse Progrediar igitur ad aliud principium expli-

QRaa

candum, unde integrationes haurire liceat, quod mulio latius patet-

dom et ad acquationes differentiales altiormm gradunm aaeommos

dari potest, ita ul in coverus ac naturalis {fons omnium integratio-
Tstnd  antem prinvipium in hoe consistit,

num  continert videntur,
duas varia,

quod proposita guacungue acquativne dificrentiall inter
Liles, semper detur functio quaedam, per quam acquatio mulliplicata
fist integrabilis.  Aequationis scilicet omnia membra ad eandem
partem dispuni oporiet; ul {alem formam obtineat Pow --QJy =05
dari funciionem quandam varviabilwm z et g,
VPdx —VQdy integra-

ac tum dico Cowmper
puia Y. ut facla muldplicatione, formula
bilie existad, seu ui verum sit differentiale ex
siam functionis  bingruem vaviabilium 2 ety natum, (uodst enim
functio pmmtut — &, ul sit 98 = VPIx -+ VYQ0dy, quia
est Pdur hrw( gy == 0, orit ctinm 95 == 0, ideoque 5 — Const,
quatio  cvit integrale idque completum aequalionis dif-

differentiatione cujus-

e (‘,’l""'(l
cntialis IJ s Qdy=— 0. Totum crgo ncgolinm ad inventionem

L

f:
ittius multiplicatoris 'V redit.

-
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