% CAPUT V.
“Ii*  DE |
;, INTEGRATIONE FORMULARUM ANGUILOS SINUSVE.
: | ANGULORUM 1MPLICANTIUM.

p Problema 23
254.

li
J Proposita formula differentiali X Qo Ang, sin. 2, ejus integrale ins.

I\ vesligare.
Solutio.

. . ) = . . .
Cum sit o . Ang. sin. & — mﬁ:}—x—}g formula proposita ita in
s ) . IS o ] X . :
i factores discerpatur: Ang.sin. x<Xgr. 31 jam X oz integrationem
AT . . - - - SN A o
i atiatur. sitque /XJr—7P, erit nostrom integrale fAgrAng.simn.rz
H » 5
. Pdx . At e
] P Ang. Slll.x—f17—(T:--x—x)-; itaque opus redactum est ad integratio-
i nem formulae algebraicae, pro qua sipra praecepta sunt tradita.
i & 2 | qua supra pragcej
’ Cacterum sl fuerit X == T/TCEEC)’ manifestum est integrale fore
ox . — . 2 o e e
_[ij?) Ang. sin. x == I (Ang. sin. 2)"; quo solo cash quadratum.
anguli in integrale ingreditur

Exemplum {.
235. Hane formulam Jy = z" 0= Ang. sin. x integrare.

R \
habebimus

1

“ v . i " dx
I ¥y—= Ang.sim, x — f —.
n—1 . f Y (L — @)

tmn " - . Cum sit P—= /2" 0x —

b L ST LA

7~ 1




CAPUT V. 4318

Hine pro variis valoribus ipsius n erunt integralia ope §. 420. I
ernia, ut Sequentur:
£ Augsin, o o fmq sin. :r—]_- /(i—-*'?t”?)“—L, I8
wda Ang.osin, o — & Ang. sin, —}— Iy ]/ (4 — ) i i
— I Ang. sin. %'

faf 6= Ang. sin. r =L Ann T3 s - i
11 23 —_—p ) —— I 3. f
'.(""J —i—5 e @) 3.2 : j
JSad 0w Ang.sin. = 1 * Ang. sin. 2 x ——
¥ 5 3 .
2(e® -—}—_ )Y (I — ) e—1, ;l Ang. sin. ;

T
&
quae ifa sunt smwnte, ul evanescant posito & — 0,

- ’ {5
Exem plum 2. “

230, Hene formulom dy =7 ( “L) Ang. sin. & infegrare. 5
Cum sit f-*—xi’“xxk} - — ; gep— xx) = P, erit integrale i
~ dxV( —xx) . :
quflesnum Yy C— ) (I — z2) Ang sin. +f T —way o Sicque 1
,habcbztuz : ’
; . . R s R .
Y __f{. —am) Ang. sin. — V¥V ({ — x2) Ang. sin x - . :
L
Exemplum 3. 3
; u
. , o o i
237. Hane formulam gy — ; Ang.sin.x integrare. i
(4 — x:z)z
: dr @
Hic est P - T ~3 unde fit ¢
. B ]/’ (L = zax} il
; 4 —za) | _ il
' Yy == Ang. sin. & v [-ZEE.  een 1
if(l—:m) ANg. & 1—m? SC )
— a x . X7 J;; ‘:
y f ———An s, T ——— — )y
V(L —za)

(1 ——a*r)'

g‘l‘lOd integrale evanescit posito = 0.
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132
é%‘i Scholion.
it I 538, Simili modo integratur formula dy — ¥ da Ang. cos. z.
“@.i Cum enim sit o . Ang. cos. T -— i/—_(é—'l__?—f—c—-;:jj sl ponamus SXox =P,
Fl‘ erit y— P Ang.cos & +f?ff(ji)iéx'x—)' Quin  etiam s propo;’atur
x

formula 0y —= X gz Ang.lang. &, quia est 0. Ang. tang. & — 775
posite fXodx =71, erit hoc integrale:
Fax
: y— & Oz Ang. tang. & — P Ang. tang. © »——f — R
Quoties ergo /X Jx algebraice darl potest oties integratio reduci-
tur ad formulam algebraicam, sicque negotinm

‘ - - . . . - -
dum. Cum gitar 1n his formulis angulus, cujus SNUS, cosinus, vel.
consideremus etiam ejnsmodi formulas, '

altiorve potestas in greditur.

confectum  est haben-

tangens erat == & inessel,
| in quas guadratum hujus anguli,

Problema 24.

ve est functie

230. Denotet @ angulum, cujus sinus langens

. FL . quaedam ipsius T, ande fiat pP —uox, propositaque sit haee .
0 ‘ formula dy = XJz . " quam integrare oporteat. ‘
i | Solutio.
i git fX9x—P, ut habeamus py — O" oP, eritque integran-
"{ do y = QP — n/Pr=’ Pup . -Jam simili modo sit SPu dx=Q,
L erit : ' o
i SO Pude == o Q — (n— 1) /P Quoxz,
Ij tum posito fQugzr == R, erit
'L L ' A ViCiae Quaz —= P2 Re— 1 — 2) fP*5 Rugx. )
! i ]‘ Hocque modo polestas anguli @ continuo deprimitnr, donec tandem.
ad formulam ab anguto D Yiberam perveniatur: id quod semper eveniety”

dummodo n sit nnmerus Integer positivus , et haec integralia com

s A . . .
; tinuo sumere liceat /X oz =P, /P udx — Q, fQuox =R, eté.
{rustra integratio SuscIpitur.

Il
quag integratlones, si non succedant




CAPUT V. -
Exemplum
! 2 » . N L ) . 5
240. Sit O angulus cLqus sinus ——x, ut Sit a(D — V_CI__x_x_m_}_’
integrare jormuiam oy == Pt D .
Erit ergo X =—— 1; P—ux,
Pox - s . 03z  _ "
0= [ iy = O — e M= =
gx L o .
S=[vre Gwx) — (1 %25 T= 2 ete.

quibus valoribus inveniis reperietur:
g /P 9r = Qe QY (1 —2z) —n(r — ) G
—n@—1_1) (1 —2) O3/ (1 — zx) +ete.
Bro variis ergo valoribus exponentis 7 habebimus:
j dx = Qx4 (I — za) — {;
fd\”Bx_TET+2CD]/(i —_—xx)— 2. 1}
[G2 3= a3y (t—zm) —3.2Qx —3.2.1 /(1 — )46

etc.

integralibus ita determinatis, ut evanescant posito x == 0.

Scholion.

241 Si sit Xodx —udx == 0, formulae Q"D integrale
¢ tr;  similigue modo, si fuerit (O functio quaecunque

est
n-—}—I
anguli @, formulae Gudr—=09Q integratio nihil- habet difficulta~

tis, Multo latius patent formulae sinus, cosinusve angulorum et

‘{angentes implicanties, quarum integraiio per inversam Analysin am-
8 1 » 4 4 : >
plissimum habet usum; cum praecipue Theoria Astromomiae ad hujus-

modi formulas sit reducta. Prima autem fundamenta peti debent
ex calculo differentiali, unde cum sit:

Bsinn@—ngPeos.nC; d.cos.n(P=—noPsin.u P;

5P ., —=n9Q
a idng ”CD'-"EBT?L q>=° - 0-cet. nq)"""'szn n{p“
B 1 __ —n3Qeos. n, a 1 ___na@sinn@ ,
‘sinn@ —— sinnd? G Tees.nQ T ces.ad? ’




134 CAPUT V.

mandiscimur ‘has integrationes elementares:

"o deovs. n(‘[‘)——.-‘__a]n nQ; fa-d}-sih nh— %f—cos.'?z'fl)-':

AR 1 — . e L

j EE;WJ“' - ‘taﬁg RC\ fm n,ﬁ. T e OO, nC;D
a(Daos ©® 1 j"a’bszn nq)

j sinon? T usiq.nqﬁ)’ cas. (PP n cos. 11@)’

unde statim hujusmodi formulavum differentialium integratio

P A—-Beos. O Coos.2 Pet-Deos. 5 Ot-Ecos. 4D—+etc.)
consequitur, cum integrale manifesto. sit

AQ—-Bsin.P+4-3 Coin. 20+-1 Bsin. 3(1)»,— Esin. 4@ +ete.
Deindje' etiam in subsidium vocari copvemt_, quae in clementis de
angulorum compositione traduntur: scilicet .

_si_ﬁ. G. 8in. ﬁz%eos. {ot ~~ g") —3 cos. (m—-.l—ﬁ)'f; )

c08. . cos. 3=Lcos. (z— B —+fcos. (a9 .

sm . cos. 53 = isin. (o ——}—ﬁ)—-}—zsm (¢ — 3= S'i_n.(d:»%—}ﬁﬁ o

—%sin. (3 — a);

uinde producta plunum slnuum et cosumum In simplices sinus co=
Einusve resulvuntur.

'Pro"b'le'm 25.°
242, Formulae ad) sin, CL" integrale mvestigala
Solutie.

Repraesentetur. in ‘hos factmes resoluta sin, Qr—1, BEI) sin.
et quia fc)(]) sin. ) == —~— cos. C}) erit :
SO sin, Pt sin. Q)" 008, Pt — 1) /D O sin. Q2 cos. P
Hine ob cos. @ = 1 — sin. §%, habebitur
SOP sin. P* = — sin. Pr— *cos. P e (17 e 1)/"3@ sin. Q=
— (n — 1) /O sia. QD“

ubi cum postrema fmmula ipsi pwposnae sit- similis, hine colligitur
ista 1educ£1@




|
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fa"CIj-SSh (D” _~_-_-__',_i... - sin. (}J“““ CO85. (D -1 r @“’"3

gua integratio ad hanr- f‘ormulam smpllcmrem BCI) sin. CI)"-"’“ revos

catur. Cum igitui casus simplissimi constent,

fd(}) sin, J‘,_C‘D et ‘/'aq)sm.d)"“——cos.q),

hinc via ad: continuo majores exponentes' © paratur:.

SPsin. G° = O

f@fl) sin. ;—— cos.(fj

fc)q)s.m:_djs.::_%sm Q cos. O -1 (II) )

fatf_?? sm.@ = —sin. O cos.(L —gcos‘CD

SO sin. Pt = — Fsin. Q3 cos. ) — sm. O cos. O - 22 (D

LoD sin. Q¥ = —

sin. Oteos. P — 3’ 2 sin. {Pcos. P — 4 cos.@
J3® sin. =

“sin. @0 cos. (I) — sm (Dscos. 0}
43+ 128 P

Qi vl

ro

ete.

Corollarium 1.

2'43. Quoties n est numerus” impar, integrale per solum: ginim:
et cosium exhibetir, at’si » est mumerus par, integrale insuper’
ipsum- avgulum involvit, ideogue est functio transcendens,

Corollarium 2.

244, Casibus ergo quibus 7 est numerus impar; id imprimis
notarl convenit; etiamsi angulus seu’arcas {in i infinitum ° ‘crescat, jn-
tegrale tamen nanguam ultra’ certum limitem eXcrescere posse,
tamen si° 1 sit numerus par, etiam- in mﬁnhu.n excrescat.

Scholion:

245, Simili modo formula: o ‘cos. P tractatur, quae in: Hogs
factores resoluta cos. " . GQ)-cos. P, pracbet;.

eumyi
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7o cos. Pr—=ros. O sin. P 4= (2 — 1) /0 O cos. Or—sin. @ |
=cos. DV sin. @—[—gi-——-i,)_/])(l)cos f,t)””—i-—-(rz---ijf.)@c 0S: Q)'l ,g

unde cum postrema formula propositae sit similis, colligitur f
SOQ cos. P =2 sin.' @ cos. $r— 4 == /2P cos. pr—e, )

Quare cum casibug n—=0, et n—=t integratie sit in promptu, ad %

altiores potestates patel progressio; b

SoP cos. P°—= O

/'aq)cos 0] :sin.@)

/oD cos. @ == zsin. Peos. § + 1P

JOP cos. Eb3-"—151n P cos. P? -Jr-g sin. ©

SO cos. PF = 1 sin. O cos. P? 4 —sm P cos. CD—}—-”}CD :
SO cos. PF= 1 sin. { cos. bt - Hsm O cos. (D—}—Msm.CI) “

79O cos. fb(—"sm Q)eos o3 —-}- 8 cin. O cos. P3

_‘7:55 1.3.5
—J—-MGSm P cos. CI)-—FM
ete.
Problema 26. -

1 7 " ’ + ¥ z . b
246, Formulae g sin. @™ cos. O integrale invenire.

Solutlcn

Quo hoc facilius praestetur, consideremus factum sin(¥cos. CD“’ ‘
quod differentiatum fit A sin. O cos. P — yo O sin. PrHE
cos. O* % Jam prout vel in parte priori cos. P? == 1 — sin. %
vel in posterwn sin O == 1 — cos. O" statuitw, oritur

vel 9. sin. QF cos. Y — 0 d) sin. 1’-‘_" cos. r1
— (4 acb sin, Q1 cos. QP
vel 2. sin. O cos. @Y == — v P sin. OF—* cos. P
= (j = 10 O sin, P cos. L
Hinc igitur duplicem reductionem adipiscimur:




i
i
|
!
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e
Jf—1 Yooy — T 1 )
I fB(I) sin, (I) cos, CI) — P—I . Bin. d)l cos. Q)v
;’I’—T—G fa(D sin, A= ¢ps, i i
II L0 sin, I cog, Pr-+ = »1 - s, OF cos. @Y .
- oo SO P sin. PE cos. (v '
¥ i
Quare formula proposita /3P sin. Y™ cos. " successive continua r;hl”!l
li t . b
| ad simpliciores potestates tam ipsius sin. @ quam ipsius cos. i
reducltul, donee alter vel penitus abeal, vcl simpliciter adsit, quo il

casu mte gr atio

SO sin. O™ cos. P = |- == sin, P e
- SO sin. @ cos. Pr—= —

Per se patet, cinn osit

z Dyt
S <08, g) v

Exemplum,

247. Formulae 9@ sin, P8 cos. Q7 integrale invenire.

Per priorem reductionem ob B==T et y—= 8, impetramus
fB(Dsm.(DS cos. T = < sin, @%os.(bs ~+ L /9P sin. POeos. P 1l

| dstam per posteriorem reductionem tractemus:

i

TP sin. Pbeos. O = sin.O7 cos. P % FOQsin. P eos, P,

' hoc modo ulterius progrediamur: o

- £3d sin. PO cos. P* = —Zsin. P cos. S /3D sin. Pleos. P .

SO0 sin. Deos. OT= gsin. BF cos. Bt §/G sin. Pleos, 7 L

LoD sin. O cos. B = — 1 sin. D cos. @t + 270 sin. Preos. P° Fﬁj.

‘fa(,b sin. % cos. PF — %Sm. P2 cos. P? %faq) sin, (7cos. O .
fBCI) sin. CD cos. @ .: — .1 sin, (D COos. CI)2 = —;;EdeDcos.(f)(ﬂh:é‘{sin.q))f F
Ex 1115 colhmtur formulae propositae integ;ale ﬁ

| T IR L
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72O sin. OF cos. 7 :
Hl —— :—5 sin.$7cos.q>8+ :;_% Sin.q)"'cos.Q)ﬁ_... é‘}%"‘;? Sin.®5cos.Q)ﬁ
. | A 2280 in, P cos. PF — -;i‘"ﬁ"s".‘j sin. Q3 cos. Pt '

ﬁ\ ’ 15.15.11.9 15.13.11.9
el 1. 7. 6643 1 ANS 2 1.7 8.5.43.2 - "
| 4 sin. O3 cos, P° — I o ®cos. O

16.13.11.9.7.5
1. 7. 6.5.4.8.2

. 2.7 884352 o
'[" i 15.13.11.9.7.0.3 sim. q)'

b | : Scholion.

248. Quando autem hujusmodi casus occurunt, semper praestat

b . . - . . . ol
‘ - productum Sm. ™ cos. " in sinus vel cosinus angulorum multiplos.
o rum resolvere, quo facto singulae partes facilime integrantur. Cae- -

terum hic brevitats gratia angulum simpliciter lLittera indicavi,

nihiloque res foret gencralior, si per o - B esprimeretur, guemad-

i modum etiam ante haec expressio Ang.sin.  aeque late patet, ac

%E‘i si loco z functio guaecungue -:scriberetur. Contemplemur  ergo
ejusmodi formulas, in quibus sinus cosinusve denominatorem occupant,

!\ﬁp ubi quidem simplicissimae sunt

1. o9 . II. o9 . 1IL _Bd)co:.d); IV. apsin®,

sin. - cos. @

sin. cos. P’

1| quarum  integralia imprimis nosse oportet. Pro prima adhibeantur
Hi _ hae transformationes
] ' ' '
r\[ o0 __odfsinTd atp:in.d)____-——ax . .
i T = s r — i—ees QP T (PoOSito cos. P =z,
unde fit
H“l ‘ de) _____,Z:_j-_ic___llx—}—cos.cp
sin. — 50y —x T 205 ”

i[:l
aﬂl‘l bﬁ Pro secunda
e ;
i 2 __oQeos.d dees.p __. Ox . . o
i e T e G i g3 — 1w (POSHO SR =2

E o ergo :

il i : _a¢ — _1_—1—# —_ 1 +5£ﬂ‘-.$ ' E

o fcas,cp_','%l:-—m;"""é'z:——sin.(p', .

?lﬂ | Tertiae ct quartae integratio manifesto logarithmis conficitur: quarq..‘.,‘
!ﬂl H T haec integralia probe notasse juvabit ' |
i
0
”' ?l l
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[<+
(]

L

A R Rt T R A LU B T TR Yo

Siil. 1—con.® T "y (1 + cor. Q)) i

0’@ —_—
II' [E;;—"CD _ r—sin g Ty (= s ) T

1l facsbncozpcb — Isin. § — ffr!ng 5 = /o0 cot.
Iv. fa{qz,f”? s lcos. O = /9P ang. O
‘hincque seguitur IIL - 1V,

o —— s ___
fs-z'n.tpcas. o Icof@ = I.tang. q)‘

Problema 2.

o D sin, ™ ot 0P cos. P

——————— integralia inve-
cos. O T sin. n &

13l

240. Formularum
| stigare.

) Solutio. )
Primo statim perspicitur, alteram formulam in alteram trang-
mutari, posito == 90° — <, quia tum fit sin. O =cos. \} et
cos. P ==sin. \[), dummodo notetur fore 3P == — . Quare
sufficit priorem . tantum tractasse. Reductio autem prior §. 246,

data, sumto Mo 1—=m et y— 1 = 1, praebet
) 0O sin. Hm 1 sin. CD”‘ m—1 roQ sin. Om—
_ — . — 4+ —
cos, Q" m—n  cos. PP m—n cos. "

. quo  pacto in numeratore cxponens ipsius sin, ¢ continuo binario

,-__-deplumtur ita ut tandem perveniatur vel ad f ~ vel ad

CO08.

. i
M = : ideoque sola formula —a—qz—-
cos " (11 < 1) cos. 1 cos. P*

tractanda supersit. Altera auntem reductio ibidem tradita (2403

Simto g — 1= m et y — = n, dat
0@ sin. pm - 1 “gin. (Pt n—1 /a@'sin. om
cos, "2 T m—_ny-2° cos. "' m—n+2J " cos. ¢

" unde colligitur

E L

plbsing ]"f O Asin @) ! tang. (450"'éq3)t-

Ul

T

Sy

i
4

hesma



radsn ™ 4 sin. @mt  m — n-} 2/‘ o sin. P
f cos. P T n— 1 cos. P! noe— 1 cos Or—a*

cujus reductionis ope exponens ipsins cos, O in denominatore cone
tinuo ‘binario deprimitur; ita-wut-tandem wel ad:/ 0P sin. O™ vel ad

® sin. O™
fa cos. CI)

1, hujus vcro forma, si g S>> ¢, per priorem reductionem tandem

perveniatur. Illius integratio jam supra est monstras

vel ad f nerp Vel ad f %ﬂl— revocatur, iflius autem integrale est

I tang. (45° -_}— CI)), hu_]us vmo — [ cos. CD
Corollarium f.

250, Prior reductio mon habet locum, quoties est m —n,

o0 sin. ;

hoc sc:llicet pasu formula M non reduci potest ad fore:
= eos. PP ‘

a.(l) BIR. fbu‘_’ i
g COS.‘"CDTL -

etsi emim casus n— 1 inde excluditur, cjus tamen integratio pe‘f;;ﬂ"
priorem effici potest.

}nulam Alters autem reductione semper uti licet, .

Corollariam 2.

251, Ratio autem illins exclusionis in hoc est posita, quod

a CD sin. Or—2 .

formula est absolute integrabilis, habens integrale
_. ‘ cos. O™
. 1 i'-i : 511:1. ‘¢?1-—'I R . . . .
= . —-. Erit ergo pro his casibus:
n-— cos. CD“, *

L

BQD __sing
‘[’-coe'. O cos.q) D tang ®;

f O sin. (I) sm:"

p— " — 1 iape. (Bt
cos. PF T * Tcos. P = tang. %

Wi
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3@8111.@2___! Sin.q)B___’, )
S o @ T g =4 tan B

\ ) 4
jaqb sin. CD = M{__Iz tang, O3,
cos. (05 cos. P )

Exemplum 1.

0 sin. Pm !

T integrale assignare.

252. Formulae

Cos.

Prior reductio dat: ' &

o sin. om — .--- - sin qu—: - BCD sin. Cb’"“‘ f}

| cos. Cb g e— | £08. (D ; i
Hine a casibus per se mnotis mcxpxendo, habebimus : E
3

_@h Itang. (45° 41 Q) i

cos. q) cos.
. N3
BCD S.Ill-q)CD - — I'g&in. Q)- — 1 sec (D gig
cos, .
af:D sin (I)!* ; s .
o= =i = an g2 cos. .

in. 6
fM — I sin. PF — 3 sin. % — sin, q>+fcos o e

7
BCD sin, C,D — ésin. @6 — 1 sin, q)# - %Sjn_(p°+lsf:c.q3

cic.
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“Scholiomn

253. Pro rehqu:s casibus denominatoris totum negotium con. -
ficietur his 1educt1on1bus.

an sin. d)m — sin. Cpﬂ‘-i- m_/'a  sin. O
Teos. O cos. O
DO sin. O™ sin. Pomtr om—1 o sin. O™
f cos. P? — %" Teos. O T2 cos.
f o sin. om . sin. ™t m— 2 oQ sin. O™
cos. F 3" cos. P 3 J cos. O
o sin. O™ sin. Pt m—23 0O sin. O™
f cos. QF  *" cos. * T cos. 3

Exemplum 2.

54. Formulae — integrale assignare.
oS

Altera reductio ob m — 0 fit

f o 1 sin. © n—?/‘ o®
cos. QT n— & cob. P 70 cos

quia jam casus snnphclssnm

Sod = CD et Coa¢¢“—lt'ang..(éba+%®)

sunt cognm, ad €0s. sequentes OMNeES revocabuntiur:




oP ]
fc,os (Dﬁ 5

CAPUT W
sm. 1.3 sin.

‘E?d?‘*‘“':o?&'*“—

sin. d) Sln Cb
cos. q)s " cos. C])“

clc.

Corollarium f{,

143

: .Sfc;)aj)cb
sin. O
"cos.

255. Simili modo habebimus lns integrationes:

0
meCDCD T
20
sin.D® T

o
sin. C}D*
fsriq;ﬁ

256. Deinde est

|

W=t

— [ tang. 2(]) fsm CI)

cos. D 20
" sin. (O fm

cos.O cos P
Csin. PP 3" sin.

D]
1]

cos. 1.3 cos.d

' ;HTCS‘E 2.4 sin. CI)2

pAT

ete,

Corollarium 2.

cos.C,D_

T sin. P’

0P
+24fsmq>

o®sin. O 1 [ o
f cos. CD” " n-—1 cos. Cpn-——x’
dQcos.d  — 1t 1

sin. "

- Porro

0P sin. O*
cos. O T

o®cos. O
f sin. " T

" n— 1 sin CD’l—'l‘

o .

EETF fcos (gt—'n’
9 D

sin. " -/ s




144 CAPUT V.
. ro®sn. Bdﬁ sin. @ Bd) sin. O
© cos. " = “cos. P cos. CD""”

faﬁ:l)cos 0% __faq}»cos. &) N dPeos. O
sin. " TS s QL sin (I)”"‘-’l"_"

quibus reductionibus continuo ulterius progredi licet.

Problema 28.

0P

5%, Formulae — - integrale investigare.
sin. O™ cos. Q" © £

Soluntie.

Reductiones supra adhibifas hue accommodare licet, sumenda .
in praecedente problemate m negative: ila erit '

] o . 1 1
./sin. Pmeos. Pt - m—4- 7 sin, O™ cos. ¢
m - 1 o
m —- n/

unde loco m seribendo m - 2, per conversionem fit

f o 1 1
sin. O™ cos. QJ T m— ¢ sin. Q" cos. PP
4 m-n— Ef o

m— 1 sin, O™ 2 cos. QF

Altera huic similis est

./ o0 ot ot %
sin. CD"" cus. ooy "H n— 1 " sin. ™7 cos. (1();"'“
L m~-n— 2 0
El = 1 sin. C™ cos, QD"""’

Cum jam in hoc genere formac simplicissimae sint:

-
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20 5 ’5
I qu) b teng. 1 O f.;rp@"“f tang. (45° 4~ 5 y; i
/;u P cos. = tang. q) /qubz == COL CI); f,?f_%n ::tang. q); g
hinc magis compositas eliciemus: }‘E

fsjn. O cos. P cos. O T sin. !
, ;

f o9 = 0P 4
sin. (P° cos. @ sin, fcos. g’ %
Ll

g { p) . .
'[sin. @ Cos. C‘D'}‘ “_- 3° c(}g,(l)ls‘ +f __._r_i____ ;
D, S 20 B
Sin. cDS J sin. @ cos. o’
oD ‘ 4 )
i . 5 fs'i O dc)) e
111, ¢0Ss. q)
u B EOE . 1 an

SR Ty g T R 3 +/ ““?““@
r o

~
€
(]
g
©
l
|

"--’
lz_l
o]
[
o
2
©
[l
g
ot
=
w
©
14

4 ! S . 7 cos. C}) fsm (,D cos. CD _
0P o t_ f 0P }

w
=
©
[
[
L.
£
r
W
Kt

osin. 0% cos. P T “sin. @7 T sin. Q cos.
0 @ L ! , o
e e ol =33 ‘
cos, P sin. ) cos. 37 :
o 1 0P
oy N I . __}_f ¥ i
. sin, % eos. O * sin, 4 sin. ©° cos. O ' F '
P . 2P i
P - e T 1, S | - i
sin, O cos. BT 6" cos. % T 7 Sim, P cos. P’ f
Lo 1 s o

sin..y® cos. O’

e e = g

3l

.E .
‘9 ©
o
<
ot
©
o
Pfat

ete. ' j
i

19 }
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iﬁ lwg ! Cb . B b
Lo ! ﬁ 5+ o 2
L * sindD cos, q,) &.m CDL 0s.Q sin. CL " gin Q)cos CD cos, CL

- o . oo S T T 50 e !»,‘,,‘
"‘I I RONAL: (D"’ 5 Sm CDcos O sir, @ cos :] S =
i oD 2P -
i A .
.‘ sin g Acos. 8 sin. CID”cos Se08.0D fsm ®reos. o
i bl . -
!'!'l‘ ki Sicque  formulae quam'umws compowtae ad Ss_ln_p.l.l,\.-lle €5, quartm. .-
il < . . . . ; - o
|:;” integratio est in promtun, reducuntur. -
‘Lu 3 3 o N
i - Corollarium £ ‘
ﬁ‘l ﬂ 258. Ambo exponcnies ipsius sin. et cos. O simul binavie
il ‘ ;
i i minui possuni: evit enim per pr lorem 1Lduu_10nc1n :
1 N | oy
sin. CIJ** cos, q) fJ.. — 4 " sin, q.ﬂ’“"’ cos. 't
X ‘ -+~ ¥y o— 2 f . a @ .
: + ;
.. " o 4 sin. Q¥ cos. @)’
M‘ | nunc bhaec formuia per postcnorem ob mI—p — 2 et n—vy dat

i /‘ o) ot 4
ﬂ‘ /' sin. (OW2 COS.@'_ y — 1 sin. PF3 cos, PP
4 B v — 4 f 00
f ' . , ¥— 4. W sin. C;DPL 2 cos. (Pr—
" unde coneloditur o

' ‘ f oD . | ¥ -
; Josin QRoos, QP p—t T sin. QR cos. @

gy 2 N

ﬂ;: . . + . Pr——1

i (u — 1) (r— 1) sin. CD 5 cos. ‘P

r o (p. = ¥ — 2) (jh = v 4) o

i * : R ST Nymora N r—

%h i | (po— 1 {y— 1) sin. QF—2 cos, O

| ' Corollarium 2. _
'i ' 25 0. Prigribus. ;nembns ad cmnmunmf demmnatomm rcduc-

tis obtinehitur

e

:

il

!. I :
i
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]‘ o® o (o — 1) sin. O — (v — 1) cos. ¢t w&»
sin, q,1 COS. CD (. — 1) r — 1) sin. Q7 cos. OV f

LGy = D) (e y 1)/ 0P
(i') — 1} {" —— 1) sin. (OF72 gos. (b“”"’ ,’%
qua reducticne cf"mpcr ad caleulum contraliendum wi licet, uisi vel t;

Jj_“'—vi th | — - 1.
Scholion.

o0

2060, Huojusmodl {ormula & (D” etiam  hoc mode
. sin. cus.

_mﬂime obvio ad simpliciores reducl possuut; dum numerator per
sin. ° == cos. @* — 1 mulhp]xcatul unde fit
sin. O™ cos. O~ J sin. 72 cos. O" _/sm Cbm cos. PR

. 3
. gquae eousque continuari potest, donec indenominatore unica tantum i
.- potestas relinquatur. Ita euit i
o ‘fl
it
b f o - fead)sm 0} +f3¢.cos.'® - Z:sm il ;-‘-hi
.l win. oces. O T cos q> sz'n O T cos. P ;
L 52 = (.8 4 [0 0 g
! : Josin. @Press. @ T 0 sim, CD2 cos. 4)2 T cos. st " :
S 20 L L
Puodsi proposita sit haec formula —— 2, In Ssuhsidium
: sin. O cos. (Dn
£ gocari potest, esse sin. @ cos. @ = L'sin. 2Q; wunde habetur
o 2”5@ s Jw | . 8
- — - T 27 [ ———— posito w == 2, quae formula per
Joosim 2 sNL "
- » - . - -‘ 3 . .i“u
- superiora praecepta vesolvitur. His igitur adminiculis observatis 1&;;
o . . . . i
~ <irca formulam g @ sin. (D""'cos._@”, si quidem m et n {uerint nu- b
meri umitegri sive positivl  sive 1]6%{11-1?1, nihil amplms desideratur: dﬂ:
sim - autem  fuerint numerl fracti, mnihil admodum praecipiendum tie
‘oceurrit, quandoquldem casus, qmbus integratio succedil, quasi sponte
3¢ produnt. Quemadmodum auter integralia, quae exhiberi nequen: * gau
Per series exprimi conveniat, in capite sequente acculauus cxporm-
don =-f1~
i
i lu
¢ i!
;
Iy |
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mus. Nunc vero formulas fractas consideremus, quarum denominator
est a.—~ b cos. ) ejusque potestas, ‘tales enim formulae in Theoria
Astronomiae frequentissime occurrunt,

Problema 2¢.

| : - 3 . L .
20 mnd ‘erentialis ———— Integrale inveshigare..
264. Formulae differentialis e integ g

Solutlio.

Haec investigatio commodius institni nequit, quam ut formula

T—R

propesita ad formam ordinariam reducatur, ponendo cos@—;_ﬂ,
ax. . aar{u—mﬁ

~ut rationaliter ﬁa; sin, CI)_._. Tant hu_mqu_g 3 Peos. O ,,,Lg‘??“;))z ,
2d . . a—b)x

smque 0P = Traa Quia igitur @ —= b cos, @ = =,
2 E: . .

- erit formula nostra ¢ — = ‘ quae prout fuerit

a—beor. a—l—b—}—(a——bjxm’
o> b vel <&, vel angulum vel logarithmum praebet.,

Casu a > b reperitur , _
2] - 2 ) a—B) 2
- fﬂ«—}—b'g}a-s'. ¢ ¥Y{ae—bl) Are, tan'g._ 'P’Eﬂﬁ -—-)b_'f;)
casu a << b veroc est :
f" gp r ';/(Z:B-—acz)—l—x(b-—:ﬂ
a- & eos. Q}“"'i/(bb-——azt) Y(@Eb—an)—x(E—a)"
Nunc vero est

— 1o D . _sin O |
T Ié—cosq)'“"tang Id} 1--os5. D ?
gua restitutione facta, cum sit ' :
—b)x axV (ea— b D}
2 Ang tanb Y ( (I-—l;b) __An“@t%r;g —W@Tx—;
- asin. v (aa— Db
- Ang' tang. {& &) (1 +-cos. (p)-—(a—b)(x—cos q:)
— Ang. tang QY (ea—bb)
— g. tang. acss. p—-b *
{Juocirea pro casu a > b adipxsmmul'
=Ro) . 1 rin, chfaa—bb)
f Ang. tang. —=- S o, seu

+b$s¢m}"(aa—bb) cin ¢ bs)
1 ag— .

fc;—f—g&)os [ }/(aa ) W g 811’&\
acos. .

fﬂ-}—b&u:.@) _]/(aa-—(:b) Ang. cos, a4-boos, O

Ang. sin,
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Pro casu autem a<<b: - . - ' S
f Y . 1 iV(b+a}(1+cos CD)-}-V(b——-a) ('1—cos ®) .
a—-}—b cos. q) i 1/ (bb --aa) ‘/(b—]—a)( +cas ) — )/‘(b—-a)(x--cols )

sen
"7'd cos. ¢+b—]—sm q: 1/(E:b-—-a:a)
' a—!—-bcascp

f, 20 “___ a
a--bees. O T wf(bb-——rra)

18
At casu b= a, mteglale est :::;£ ::‘;—tang 1d; unde ﬁ_i

o) . — sin.d)
fx—-}—:tés_?ﬁ tang (D = 1--cos.(0?

quae integralia cmncs‘cunt “facto. (D = 0.

Coi'ollarium 1._

: l,‘.- a(bsm N ___——-8 £os; q> PR T :., '
262, TFormulae autem .. a+bcos > — a+b s mteglale est
H v—+b ) v o
Tl T | ita sumtum, ut ev amsaat p031t0 CD 0, swque ‘habe-
bimus : o
e sin.® :l a-}-_b__
fa_—i:(—Jcas ¢ a—}—bcos.cp '

001 olIa11um o2,

. ] osCD . cipnde_, _add
263. Formula autem ;=55 tli‘.l’leOI‘l‘ﬂﬁt‘lll M = e rbe0r ) °

unde integrale per solutionem ploblematls ehhibcn poiest

aq:cos ¢ - -
g & cos. q‘.)__b . Bfa—hbcos(p

Scholion 1. o

o
) N (a—|—bcos CI))"e
integrale inveniri potest, existente n numero integro; quod fingendo

integralis forma com1nod1851me praestarl videtur: ponatur
Asm P

264. Inieglauone hac’'inventa, etlam hUJUS fmmulae

l*,

f(u+lx cor. )% " a—-{—Z_wcos o) + m'fa—l—bcos rp’
ac reperitur ‘ - coe
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| A: H—HEE’TZ;, et mr —= Fa—-ﬂ—Tb Porro fAngatur- . o Ly
S f B9 (AvBoos. D) st § mf.___@.qj___‘__»
L e e ) — 1 doebons 37 TS e = beos. P)**
reperiturque
- —bb sac~hb

o ey R L b & NP
A== B= mo—pm T wiea—0d)

T

similique modo investigatio  ad_ majores potgstates continnari potest, =
labore quidem mon' parum’ taediosn. Sequenti autem modo negolinm’ -
Fo | o

facillime expedivi videtur. . - 17

N B(l\ (f3-g cos. y

Consideretur scilicet Jormmla. genc,;rahm; WOS#QZ‘ '_).;r‘*“ lhi__}_:

&c ponatur | ‘ ,
dP(/I-gcos. P  Asin. @ ] aQ)(Bw_pccos;@E U
o Taaboos Pyt i beos OF, . @erbeon ot T
snumtisque, -diﬁx_:rex_it_ialibus,: ista .Pl‘(_)di.].]'it. 'aeﬁua'tr-i_o: ' : e
fgcos. P — Acos. P (a—-beos. Py —-n Absm. ot ;
(B~ Ccos. P) (@~ eos. OIF i
quae ob sin. P == 1 — cos. ¢ hanc ‘formam anduit

—J — gcos.(l)——l——l’x?)cos.CI)2 o

~4-nAb -4 Aacos. — nAD cos.
—+ Bar -4-Bbcos. P+ C b cos. O° { —

AlC ds__co’s’. O
unde singulis ‘Membris Tihilo aequatis, elicitar: )
_ ag—bf o .___ef—bg o o (nz) (g —05),
A — w{aa—b5)’ B,.T:..n gy et £ = w(ea—bb) "
Ita ut haec obtimeatur reductio

PO (Ftgeos ) T tag — bf)sin o
08. CD)""’"‘ ~ n(aa — by (e -+ b cos. »k ‘
ORI TRC L AR e F—b gy (1 — 1)(ag — b/ cos. Pl
B +n (a;a}—l;;b_) I (< S o b.QOS. (D)n :

Lt mted e i D QBARC0s B T ey L
enjus OpE tandein adr-—i’ormulam.-if e q)a(_,i__ ) pervenitur, cujus

. _kon oy Bh—ak.p . 30 ¢ oy guperiori cats
integrale — % QAd=rrm—1 eon ® px_.‘_.,smag;{o;fibus CORS

Perspicuum autenm est semper fore k—— O-

e e
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bt _ y - “deholion .2, . . . ey i
265. Occmrunt eliam  ejusmodi formulae, in quas msupor
. o .
guantitas €3 xponentialis ¢ q; angulnm Jpsum Cj’) in em;mmnt-‘ gerens, 1
y - i i
isgreditur,  quas quomodo dractari oporteat , ostendendum viderar, ;{%
I
cum hine methodus reductionun’ snpra exXposita maxime 1]Iustnm: 7 Fi“? i
Hic enim per diam veductionem  ad formulam propositac  shmilem i
'perveniuu', unde ipsum integrale  colligi  poterit. In e finem .-
- o o ' )
notetor csse /P 9 P— = eed, fig
: ' ‘ [.ﬁ,u.
Problema 30, i
3
266. Formulae diffcrentialis: dy == =P o P sin. O integrale k
westigare ' S . . ;

Salutio,

Sumto ¢*® 9 pro factore differentiali, erit

Yy — — e*Psin, P em -__/‘e“@ o sin. CI)”"“ Cos. (:D

simiti modo 1Lpeutu1‘ o
“ fe‘ﬂp o sin. O cos. (I) == % sin, (B ¢os. 0
) — %fgaqb dP ((n — 1) sin. "2 cos. P* — sin, t,

quae postrema formula, 6 cos. PF == 1 —sin. &, reducitur ad has

@ 1) L 9D sin, P2 5 e O sin. Pr:

uﬁde habebitur | a
fc”‘ﬁb ;] Q) sin. CD — — ¢?P gin, (‘TI)" _’ P gin. @nf-: cos. q) .
__]_n(u—l)fea@aq) 81, CDn-—-z — nufeoz:p aqbsm q)

Quare hane postremam formulam cum prnna conJullgendo elicitur z

e q’sm 1 g gin. ——ncos )
/PO sin. Or — ¢ aa-—{—ncz: P

S 5O sin. “”’3‘, :. : gta

o nn—10
Ty ~+nn
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Duobus ergo casibus integrale absolute dalur , scilicet ® 7= 0 et
n = {, eritque |

SORP = e — L e

b = o
e* @ (o sin. O == cos. (b) f
e 3 sin. b = O—cos &y
e aa+ { ag ~—1— 1 |
i b atque ad hos »sequentes omncs ' u‘[i'i 7u est numerus inieger unitafe
|[J *! major, . reducuntur. - o -
il ‘ T .
F Corollarivm 1.
: oG%7. Tta st n=— 2, acq‘ui'rimus hanc integrationem
ﬂ. - . "
i e e P gin, P (osin. © — 2 cos. ()
: Je*® 0 sin. O = ¢ ¢ ¢ g
“U:‘ . G o —— A 4 .
i
¢ Lo b2 2 gy 12
ct(cw:—}—é) a(za—}— 4)

at sl sit n - 3, jstam
2% gin. (I) (ot sin. CD—-uS cos. (]3) :
4 . fadq) aq) sin (Da — PP . N

e T ST R e e £
4 ' ‘ " 2 ’36“4)(.:549(15-—%:05 C{)) 2.3 :
i ‘ Lo b (aa D(gat=9) - (cm—T 1) (aa+9)
. integralibus ita sumtis, -pe_cvanescant, ».P?ﬁitqs@’“ 0. e
~Cdoyollarium G4,
B 268 Si igitur determinatis hoc modo mteglahbus , statuafﬁii‘
il ad’ ___' e 00, -ut 2@ evangscaty erit in genere :
F i
Wi FR nlnrn) o
: ; fe“‘p BCD sin. P =— 4 _}_nufe“q’ 2@ sin. O o
4 hmcque mtegraha PlO llsto casu ct.(b — ' oo erunt
i ilF ' o
| : e"-q)a K Ce e e“¢8 sin (P == ———
i . L au—}-—;
: o — 12 o : y.2.3
, Je 4’3(135111@) — a(aa+q3); o ferbPsin. PP == “——M(aa+1)(aa4;g)’
j a . g I 2N a 1.2.3
Se00Psin = ity S Popsin = (aa~—:‘)(a‘a4~9>(w+n
if) 1|F|
&
: g
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{Corollarvripm 5.

240, Quare si propenatur hasc series infmbia
S T S L L1 S ﬁlq_? 8.0 ol Ayl
) b e, - (reer -y ) { ma—-16) +fo oy (rm{ ‘bn'.f(’l'm SRy S ple. e

== . /P IO (1 Fsin. Q7 -sin. QF - i DV A—cte

“Pod . . : : P
gon § ——— 1t —————=, posio pest micgraticamn 23 — oa.

cos. O’
ol

Problema !
270. Formulae differentialis e*® 9P cos. & integrale invest-
. gare.
Solutio,

Bimili modo procedendo ut ante, crit

PP oos. Pr="e*Pcos. P - fﬁwaq}&n-@cos- Qr=mn
{um vero
SO sin. Peos. P ==L P sin. Greos. P
930 o5 G — 108, i 7,
grae postrema formula abie in — (12— 1) /e*? 0 cos. .':13'1“.——2
4 n/et® 2P cos. @7 dta ut sit
Je*® 3 Dcos. OF :ie"‘@ cos. "~ ;%i’-d@sin. B cos. Pr—
2D £e @) Deos. P 22 /PO P cos. G,

ande colligimus

Jes 00 ¢“® cos. P (o cos. B 1 sin. DY
e“® 0P cos. Pt =

oo+ nk

Se*® 9D cos. P2,

) (n —_

l aa-—i— nn

Hine ergo casus simplicissimi sunt

b0 cos. ~+sin.
rEP=" Py C; fe? a@cos.q).:ﬁ (orcos P +sin. O

act— 1

290

"'{" ca
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ad quos sequentes omnes, ubl 1 est numerus integer positivus, re-
ducuntur. ' -

Scholion.
274. Casibus simplicissimls notatis, alia datur wvia integras
le formularum propositarum, quin ctiam hujus magis ]‘Jutentis:ﬁ;‘
e® ) O sin. Pmcos. O, eruendi. Cum enim productum sin. O™ cos. O
resolvi possit in aggregatum plurium sinuum vel cosinuum, ClUOl'llm.‘}:g;
quisque est hujus formae M sin. A vel M cos. A D, integratidf;ﬁ
reducitur  ad alterutram hmum  formularum @ 0 sin. A d vel o
P 9P cos. AQ. Ponamus ergo AQ == w, ut habemus .
L2 :
PP eos. AP =3t Jwsinw, et ' ok

"

ey
PP cos. x P =5 ¢ dwcos w,

quarum: integralia per superiora ita dantur:

iy

8 ‘

? : Aex Cpsin. w—ncos.wd) A Plasim AP —rcos Dy

fel“’a R (aas;n+m}\ - C08.0) — e*®(a SJZ : CI_)?\ 7\?\::03 ? CI))

o’ .

fe;wa T :?\ e Y cos. w+Asin. wy :?\e“"ﬁp(-fcos.?- D A+ sin. AQY
; at+~AhAh il MA

Unde tandem colligimus:

e*® (o sin. AQ — A cos. X))

P90 sin. A0 —= t
See CI) in. AQ — > €
' ‘ ) 2l (™ cos. )\(D —— A sim ?\(D)
acp < 3 — e 1 \
Se a@::os ?\CI_) PP ’

si in genere statim loco sim { et cos.  scripsissem sin. AQD et
cos. A, hac reductiome non fuisset opus; sed quia hic ‘nihil est
difficultatis, brevitati consulendum existimavi. :

e R T :_l H




