"RECHERCHES

Sur I irzrégmtiorz de l’égzzat[orz

dd= daz b dz ¢
ar ~=—-‘aa(;~;) + x(dx) o

Par M. EULER

I ETTE équation eft d'un genre tout-a-fait différent
de celui, auquel le calcul intégral a été appliqué
julquici, puifqu'elle renferme trois-variables ¢, x, & 7

8 -qu'il s'agit de dérerminer la quantité 7 par les deux au-

tres t & x, Cc'eft-a-dire qu'on demande quelle fonétion de ¢
& x doit étre prife pour 7, afin que la condition pre-
{erite foit remplie.  Mais on cherche principalement une
folution compléte qui nous découvre i la fois toutes les
tonétiens poflibles, qui étant fubftitudes i la place de 7,
fatistaffent a I’ équation propofée ; comme cetee équation
contient -des -différentiels du fecond dégré, fon intégrale
compléte doit néceflairement renfermer deux fon&ions ab-
folument indéfinies & arbitraires, comme je I' ai prouvé
autresfois.

. Ce n’eft pas une pure fpéculation, qut a fourni
cette ‘équation , mass elle renferme la folution de plufieurs
queftions phyfico-mathématiques de la derniere 1mportance.
Le cas, ol les quantités b & ¢ font zero, n' eft que trop

~conmu par les recherches fur les vibrations des cordes,

dont le mouvement en général eft toujours déterminé par

. £3 ddz
cette équation (7)) =aa( —=), pourvu que la corde

ait par tout la méme groffeur, & que les excurfions foient
quafi infiniment petites, Enfuite la queftion fur la propaga-
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M M \ 4 ’ ddz
tion du fon m’aiant conduit & cette équation ( —=)

» »
aa (;{;) -+ ﬁf— (;—;) il eft afsés clair, que I' équation
propofée étant plus générale eft de la derniére importance.
[II. Comme cette équation apartient a un genre de cal-
cul tout particulier, dont les premiers élémens ne font
pas encore afsés bien développés, je me propofe d’établir
1ci quelques méthodes, qui peuvent étre d'un grand ufage
dans ce nouveau calcul. Car quoique jaie donné les inté-
grales complétes des deux cas mentionnés, c eft plutde
par unc heureufe induftion, que j'y ai €té conduit , que
ar une méthode certaine, & lorfque Mt Bernoull &
D'Alembert ont trait¢ le probleme des cordes vibrantes ,
ils fe font contentés des folution particulieres, fans fe
foucier trop de toute I étendue, que la queftion renfer-
me par fa nature. Or avant que d’ entreprendre l'intégra-
tion de I'équation générale mife dans le ttre, 1l fera bon
ddz ddz
dr

de traiter plus en détail I équation ( = aa ( 1—[—‘) ,
X

& d’ expofer quelques méthodes, qui nous conduifent a
fon intégrale compléte,

: y ¢ d[,z 7 l!d:
De leguatzm (=) = aa (73)-

IV. Si I’ on vouloit {e contenter de folutions particulie-
res, il feroit fort facile d’ en trouver ume mulutude infi-
nie, toutes les valeurs fuivantes fatisfont également a cette
équation ; :
i=A(xxar), j=Ader(xxet) o 4finn (x = at),
& I’ on peut encore joindre enfemble autant qu’on voudra
de telles valeurs, de forte que par ce moyen on pourroit
donner une folution qui renferméit une infinité de quantité
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fh: quantites conftantes , & ;1b(f>lumcnt ;'1‘1-}f17t1';|~u'cs.},.(,'epcgz
dant une telle {olution ne feroit pas encore U‘)mp--uLM '
ne comprendroit point toutes les {olutions poﬂnl)lcfs. ais
quand 7 ai trouvé § == (x4 at )“t‘+ A I(l — a [37
ou I': (x 4 ar) marque une fonction quc E()J;quc cz
x 4= at, & A:(x — at) dex—ar, onvoibicn que
cette forme eft infiniment plus générale, auili eft-clle 1" n-
tégrale compléte de notre équation. ) |

V. 1l eft aifé de s aflurer, que cette formul{: convient
a Péquation propofée; car en marquant le di/tférenuel de I’ D u
par dul :u, & celel de I':w par duwl":u, on en ure

(_:;_i)__:r/v:(x.*_la!) -+ A’Q(x-af) &

(5’;) =al':(x 4+ at)—ald:(x—uat)

& par Ia différentiation réi_térée

ﬂ’(z’ . ¥
() =T (a8 +ar) + & (v -—ar) &
A
ddz Iz 2 7
(':273 = 2T :(x-l-af)-i-aA:(x——-at)
\ , . ddx dd C e
d’ou l'on a évidemment (ﬁ) = aa (‘Y—z,) Mais 1l s"agit
. N

ici d’ une méthode , qui partant de I’ équation ditferentio-
différentielle nous conduife immeédiatement a la tormule
i=T:(x+at) + A:(x — ar), & par laquelle
nous puiffions étre aflurés, que cette tormule eft en effet
U intégrale compléte de I équation différentio-ditférentielle,
Je m’en vais propofer deux méthodes qui conduifent 2 ce but.

V1. Premiére méthode. Je transforme 'équation par cette

.. 4z dz
fubttitution (;—} ) =+ a ( 7= ) = u, d'ou je tire:
du ddz ddz dn dd z )
‘dt) — ('dt‘)-+a»( dtdx), & (-dx) = ( dtdx )+
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ddz‘_ 3

a cd&)), & “partant (Z—) ( ( [ "f'f"{
:‘:f ) = o Nous Voﬂa donc parvenus a une equauon

ll

d1ﬁ'erennelle du premxer dégré ( - ) a (;,— ), dont il

s agl.t de trouVEr la fon&tion «. Or, pu1fque du = dt
v(;——l dx(——),nousaurons du::-'(;;—-) (adz +dx);

laquelle formule devant étre intégrable, il faut que (2;
foit une fonftion de la quantité x == at. Pofons donc
(d Y =T": (x4 at), & léquation du=(d x 4+ ady),
I”:(x+at) donne « = I'": (x 4 a ). Maintenant nous

. , . dz z ,
avons a réfoudre cette équation (d—,—t) -+ a ((7;) =TI :

(x =+ at) dont je cherche I' wntégrale de la manicre
fuivante.

ViL Pofant d{_pdx—l-qdz, pourawon'p_( ) &

g = (Z:—z), a caufe deq:;-—ap+ I':(x =4 ap),

110US AUrons :
dy =p (dx — adt) + d:tT": (x+at)
Po(onspz—-r-i-oal" (x == at), pour avoir

di=r(dx —adt) 4+ [adx + (1 ——ua)a’t]r (x + ar)

1 — I
& foit e g ou @ = — donc
‘ P 24’

d{—-r(dx—adt) +——(dx + adt ) : (x4 at),
& puifque le dernier nombre eft mtegrable, \ intégrale

étant ;I; [:(x + 'at) ou bien fimplement I'; (x 4=a1)
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pour rendre le premier membre également intégrable, il

faut quil fort r == A:(x — at), & oll nous tirons
=T :(x + at) + A:(x — at)

& il eft ¢vident en méme tems, que cette forme eft

I intégrale compléte de I équation propofée.

VIIL. Auwre méthode. Changeons les variables ¢ & x
dont 7 doit étre une fonttion, & pofons x + ar == p,
& x — at == g, de forte quil faille & préfent trouver,
quelle fonttion de p & ¢ doit &tre 7. Il ¢ agu donc
&’ éliminer ¢+ & %, & de trouver une équation différen-
tielle entre p, ¢, & 7, ce qui fe fera de la maniére

<o 4 d
fuivante. Puilque d; = dt(;;é) + dx ([—5) & d; =

dp (;';) -l-dg(;-;), acaufe de dp = dx =+ adr,
& dg = dx — adt, nous aurons

a4z 4z

dz L dz
(d x =+ ad_z)(ﬂ,—P) + (dx — adr) (a’_q)

Maintenant parceque ¢ & x ne dépendent point I'une de
P autre , les membres affeltes de dx & d¢ doivent étre
egales féparément, ce qui donue :
dz dz dz dz dz dz
(5.) —'—"_(;7, —+ (‘d—{/) & (;;;)-——a(zo)—a a‘:—g)
& de la nous turons
ddz ddz ddz | ddz ddz  ddz
G =) G & Cpg) = 2 0 — e Gy
ddz ddz ddz ddz ddz dz
- IX. Pour achever la fubftitution, aiant |
dde,  ddz o dde ddz . Adz _ Adz
:"(d x‘) -_ (-Jﬂdx) + (dqdr) & édl_’) = @ #pdt) — dqgds
on n’a qu’a fubflituer ici les valeurs, que nous venons de trou-
ver , & nous obtiendrons




ddz adz ddx ddx
e ) = (- — ) = (=)
ddz ddz dz | ddz
(-;—;;):dd(;j;‘) —--24&.(—%";‘(})+ﬂd(dqz,
, . ddz ddz G d

Ponc notre équatton ( T ) = aa ( e ) fe change en
celle-c1 : |

ddz . ddz .- ddz
2aa (*Zv—d—;) = — z,aa(—zpj@), ou bien (_d};;':}) = o

qui eft beaucoup plus fimple que la propofée, ne con-
tenant qu'un feul membre, quil faut égaler & zero, d’ou
Pon comprend de quelle importance peuvent {ouvent étre
de telles transformations, dans ce nouveau geunre du cal-
cul intégral.

X. Tout fe réduit donc a trouver, quelle fonétion des
deux variables p & ¢ doit étre la quantité 7, afin que
"on ait (—aidi = o. Or cette équatiou eft fort aifée

apdg .
3 réfoudre; qu'on pofe, pour merttre l'epération dans tout
. z . adz du .
fon jour , (;;_) = u«, & puilque (dpdg) = (377), il

faut qu'il fort (‘7;-: ) = o, d ol il eft clair que la quan-

tité « ne fauroit renfermer la variable p, & partant elle
fera fonétion de la feule variable g, & une fonétion quel-

) .. . . adu
‘conque de ¢ mife pour u fatisfera a la condition ( ;—_) = o.
Pofons donc z = A:q¢, ee qu eft Iintégrale compléte

, . du : |
de I'équation (;“_P ) = o, & maintenant: nous aurons

dz , ) R .
(77 ) = A’:g. Confidérons ici I"autre quantité p con-

ftante, pour avoir d7 = dgA':g, & partant fon inté-
grale 7 = A:g¢ - conft; mais cette conftante renterme
1
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une fonétion quelconque de p, au lieu de laquelle écri-
vant T : p nous trouvons comme ci-deflus y =T :p+ A:gq
ou bien ; = I: (x =+ at) + A:(x — c‘ztl).

XI. Pour mertre devant les yeux toute I étendue de
cette folution, on peut décrire avolonté deux CO:.lI‘b?S quelcon-
ques EMS& FNT (fig.* plan. 1.) raportées a ‘leur. axes
& B D, & alors pour avoir la valeur de 7, qut répond
a des valeurs quelconques des deux vari‘ables x & t, quon
prenne dans la premiére courbe I'abfciffe 4P = x = q:,
& dans Iautre I'abfciffe BQ = x — z¢, & la fom-
me des deux apphquées P M —+ Q N ou bien auffi leur

-différence repréfentera en général la nature de la fon-
) X ) ddz
&ion cherchée 7 qui convient a I' équation (=) =aa

(?S). Cette conftruétion eft fi générale, que des trairs
tirés librement fur le papier fans aucune loi peuvent
étre employés pour les deux lignes EMS & FNT.

XII. Ceft auffi en quoi confitte le carafteére effentiel
de ce genre de calcul intégral, & qui le diftingue des
intégrations ordinaires , ot aucune ligne courbe deftituée
de la loi de continuité, ne fauroit jamais avoir lieu .
Mais ici les lignes EMS & FNT peuvent étre tirées
'd’ une maniére quelconque , fans quelles foient comprifes
dans quelque équation que ce foit; on les peut terminer
brufquement ol I on veur, & les compofer d’ arcs de
courbes tout-a-fait différentes. De quelque maniére qu'on
ait commencé 1 tirer ces lignes , on eft toujours le mai-
tre de les continuer de part & d’autre comme on veut,
fans quon foit aftreint 3 aucune lo1; toutes ces irrégu-
larités n’ emiéchent pas que la conftruftion donnée ne fa-
tisfafle aufli bien 3 I €quation propofée, que fi ces deux
Bones courbes étoient tout-3-faic réguliéres,

~
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poe 1 | ddz ddz
De léquation — (7)) = = (5=)+ ( +£ {
XIIl. D’ahord je remarque qu’on peut transformer cette
equanon en d autres femblables , en fuppofant 7 = x*y,

d ou I"on a
()= o (20, (D= 2 (50, & dela

ddz ddu ddz
(dt' X (d't') (dx = A (7\. I)x b2

4 2Ax* — 1 ( 47:;) -+ x* ( ), & partant cette fubfti-

tution , en divifant par x*, nous fournit I’ équation :

1 ddu ddu @ + 2 B4ar+r{A—
=) = () + (20 4 oG
1
1 == - — de ==
Donc f1 nous prenons A o orte que g

x *%u, équation propofée fe transforme dans celle-ci

1 ddu Addu 48 —ax+2a
( ) = ( - u
ar» 4xx
qui '1iant un terme de moins, doit étre regardée comme
plus {imple.
XIV. Par la méme fubftitution on peut fair évanouir
le dernier terme, en pofant B =4 &N -+ AN —A = o,

ce qui donne

— T + vV ( ("“) —B) & et 2h=1 V[ (1—a)—40]

donc la fubfhtunon 7 = x™u nous conduit a cette
equauon

( )——( (

Donc fans reﬁramdre la forme propofée nous pouvons

d' abord fuppofer B8 = o, de forte que nous awns A ré-
foudre cette équation

ddn + V{(1—e) — 4£)

11
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i adz ddz « dz
;Z(df) = () + 7 ()

out il clt remarquable que pofant 7 == xt — =« elle fe

rranstorme dans celle-ci, qui lui ett femblable.
1 |, ddu ddu 9 —a A4
5 ) =GR (L)
& partant 1 la réfolution de T équation

1 ddz Adz e« ,dz
— (=)= (53) + — (1

ax? X

a4q
n, elle réuflira aufli dans le

reudlit dans le cas de ¢ =

cas de ¢ = 2 — 1.
XV. Mais puifque la deftruétion du dernier terme pour-

roit conduire a des valeurs imaginaires, qu'il faudroit don-
ner a I expofant A, il vaudra mieux chaffer I' avant

dernier terme, ce qui fe peut toujours faire fans tomber
dans cet inconvénient, & partant nos recherches rouleront

fur la réfolution de cette équation

1, ddz ddz Jes
a7 =GR+ o

fur laquelle je remarque , qu'on la peut réduire a une
torme ou le dernier terme manque d’'une double maniére,

ISV (i—42)
en pofant ;7 = x . ©, & ol 'on parvient a
cette forme ;
1 ddu ddu T+V(1—4¢0 du
(G =T+ L.
a4a " di adx x Ax

Or i 8 eft un nombre pofitif plus grand que—l— cette for-
4

me devient imaginaire.
XVI1. Or par raport a cette équation

1 ddz ddz i
TR =0+ g

je d,ois avertir d’avance, que je ne la faurois réfoudre en
général, quelque nombre quon prenne ponr B, il n'y a

T .,



-, certaines . valeyrs .de . cette lettre, ou I imégratf,?,
réuffife, en quoi la xéfolution eft femblable a la fameufe
équation de Riccati, qui n’eit réfoluble qu'en certains
cas. Mais aufli dans ces'cas je dois avoiier , que je ne pas
fuis afsés content de la méthode, qui m'a conduit & I'in-
tégration de ces cas, puifquelle m'a éte fournie par la
confidération d’une folution particuliére, comme on peut le
voir dans mes Recherches fur la propagation du fon. Cepen-
dant jexpliquerai cette méthode, toute imparfaite qu’elle
puiffe paroitre encore, peut étre qu'elle donnera a d’autres
occafion de mieux approfondir les myfteres, que ce nou-
veau genre de calcul intégral renferme.

XVIL Aprés plufieurs effais jai trouvé que I' intégrale

1 |, ddz ddz g

de cette équation — (— ) = () + — Yeut étre
q — ()= (75 w1 P

repréfentée par une telle {uite indéfinie :
= Ax'T:(x %= at) —+ Bxr+T":(x -+ at)
4 Cx"+:T7 (v =+ ar) + Dxr+3T7": (x =+ ar) + &e.
& ou nous tirons d’ abord
Jdz - ,
Y =Ax" T (xFat)+ Bx*+T7: (x F=ar)

I
aa L 7p

4 Cx"+ TVi(xAat) ~+ Dx+:TVi(x4at) + &c.
pour la premiére partie de I équation; or pour I autre
nous trouvons

ddz
(d—,;;) =n(n—1)Ax"—T:(x-tat)+21nAx" T (x=t-at)+Ax"T":(xat)

~+(n=+1)n8 +2(n+1)B
“+(n+2)(n+1)C
f; = 34 -+ BB -+ BC

qui devant étre égalée a celle-ld, nous en nrons les de-
terminations fuivantes

n(n—1) + B=o0, ouB=— n(n—ri)
wmd4wmB=o0,0u B=—4
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2(n+1) B42 (2n+1) E=0, OU (n4+1) B+ (n+L)C=p
2(n+1) €=+ 2 (3n+3) D=0, ou (n+12) C+3 (n+2) D=4
2(n+3) D+42(4n+6) E==0, ou (n+3) D4+4(n+L) E=o
2(n+4)E—+2(5n+10) F==0, ou (n+4) E+5(n+%) F=o,

XVIIL Voici donc les déterminations de tous nos coé-
ficiens, en fuppofant @ = — n(n—1).

B=—A
Gt 2(n+7)
(n+21)C (n =+ 2)
— e Tl e 4
= T5e 2.3 (1)
Fe—, 2¥3)D (n+2)(n+3) .
Aoy 23405 (4 3)
— __(2_‘4"4) E e (fi+3)(fz+4)
s (n—+2) T 1.3.4.5(n+§)(n+%)
e TN F (4 3)(n4-4) (n45)
6(n4-=) 2.3.4.5.6(n45)(n-E) (n+-%)
H=— (i+6)G (n+4)(n+5)(n+6)
7(r+3)  2.3.4.5.6.7(242) (a+1)(n+2)
&ec. &ec.

X1X. De la nous votons que toutes les fois que » eft
un nombre entier négatif, la férie fuppofée devient finie,
& partanmt C eft dans ces cas, que nous pouvons affigner
I intégrale de notre équation. Pofons donc n = — i,
marquant par : un nombre entier queleonque , & I'équation,
dont nous fommes en état de trouver lintégrale fera
1 ddz'.  da2 (i)

(7)) =(Fr=—F1

44
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de daquelle i eft bon de remarquer, que pofant ;. 'Z_,_;
«i+ ' u, elle fe change dans cette forme: v

1, ddn ddu 2(i+1) ,du
2l =G+ (5
Or pofant 7 = x—‘u elle {e transforme dans celle-ci
1 ddu _ f’_“_’f 2@ z_ift_ )
;;(:’;;)‘_(dx‘) ?(dx
d’ oli nous voions que cette forme
1 ddz, ddz w _dz
R =GR ()

eft intégrable toutes les fois, que « eft un nombre pair,
foit pofiif , foit négatif.
1" CAS n == —
Ou' intégration de cette equation
1, ddz

ddz 2
H () =GR — St

XX. Puifque » = — 1, nous aurons B = — 4, &
les coéficiens fuivans s’évanoiiiront tous, donc I intégrale
de cette équation fera, en prenant 4 = 1, & partant

I
7 = o FNi(x +at) —T':(x 4+ at)
& tenant compte du figne ambigu de la quantité a, I'in.
tegrale compléte fera exprimée ainfi
1. o |
1= Mi(x —at) —I:(x — ar)

+j:‘ A:(x 4+ ar) — A':(x 4+ ar)

& de la méme maniére on pourra aifément trouver les
ntégrales complétes pour tous les autres cas intégrables .
Ant trouvé les co¢ficiens de la forme fuppofée , on 0’
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qu'i réfoudre chaque terme €n deux, en emploiant pour
b

Pun la forme x - at, & pour I autre la forme

X ~=~ Gl.

29 CAS N = — 2

Ou intégration de cette équatior -
I dds ) ( ddz ) 6
. 47 (7;; =T Ny i

XXI. Aiant toujours B =— A4 a caufe de n==—,,
gous aurons € = A4 ; prenant A = 3, & partant B
=—3, & C=1,! intégrale compléte de notre équa
tion fera ' '

7 ::%I‘:(x “+ at) — —%-I”:(x+‘at)+r”:(x+at)
i "

—i-;;i—A:(x — at) ———5— A/:(x—-jat)—}-&""i(x—-ﬂf)

ou T & A fignifient des fonftions quelconques, exprimées
par des appliquées de lignes courbes quelconques, tant ré-

guli¢res qu'irrégulieres, & puilque ces deux fonctions font
abfolument indépendantes I’ une de I autre, ¢ eft en quot

confifte le caraltére de la folution compléte.

3° CAS n = — 3
Ou intégration de cette équation
1 adz

12
aa * 4r

ddz
)= () — St

~XXIL. Ici le quatriéme coéficient D entre aufli dans
I intégral avec les trois précédens, dont voici les valeurs

Bz A G - B A D= - = 12 4.
B ""‘5-5‘6 e 4’0 . 6 C T 6 4.

Pofons
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Pofons. donc pour éviter les fraétions - |
A=13.5, B=—3.5, C=12.3,0D ==
& Pintégrale compléte fera

{::% LC:(x =+ at) — %—f-_r’:(x ~+ at)

t~ E—;i'l"”:(x —+ at) — I x 4 at)

45 CAS n == == 4
Ou intégration de cette équation

1 ddz ddz 20
- (7= )-(-—)—--——z f_

a7 ax

XXIIT Icr les coéficiens font déterminés ainii ;

B=— 4, ¢=— 2 B =2 4,
7 7
2 2. 1 1.2.3
D=—2_"C=—>23 4 Fe=—a>1D= -2 4
? 79 10 7.9.10

de forte qu en entiers 1ous aurons
A =3.5. 778——_3 7, 0=3. j,Dm—z..j;,,Zi::z
& T mtemale compléte fera

3:5-7 3:5-7

(=T (x4 ar) — = (s A an)
3.3.5 L, 25 . »
+ I'": (x =+ at) — — [ (xvda) +1T (xAd=ar

+ 237 A (x — at) — 297 A:(x — at)

4}
X a?

3'3' i 2.
LA —ar) — A (i) e A )

k
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5§ CAS B = —

Ou intégration de cette équation

1 JdAz ddz }_9_
_-_(—[B;)"“'(dxz ra

X XIV. Les coeticiens font déterminés de la maniére {uivante

4 — e O
B:—-A,C—_;B,D—-—- IZC,
E = - -?-_ D, F e ’E'_“ E
14 1)
& prenant 4 = 3.5.7.9 , nous aurons
A= 3579, 5= — 3579, C= 43.5.7,

='-——-3.5.7,E=13.5,F=—’_—-’1 |
& apres avoir trouvé ces coéficiens, on n’a qu'a obferver
que I intégrale compléte fera

. B
{:-F—F:(x -+ at) +—}-;1‘ (x =+ at)

c _, D
+—;3—I‘":(x —+ at) +~;7T”’:(x -+ at) + &oc

A B
+ < A:(x —ar) + ?A’:(x'—-at)

C Y D 17
+ = A" (x— ar) + = AT (% —ar) + &

6 CAS n = — §
Ou intégration de cette équation

1, ddz Adz 42

R =G0) - nr
XXV. Pour' les valeurs des coéficiens on aura

B=—4C=—~L B, D=4

____3:_ - _ 2 _ I
E"'- IsD’F*-—EE,G——;F



& prenant A4 == 3.5.7.9.11 les’ autres feront 73

 Bm=—3.67.901, C=—+53579, D=—4579,

E= =+ 13.5.7, F=—137, G — 1
& ot I intégrale compléte devient

A B .,
{-_-_—-_-;;-r;(x—k at) e ——;,—I' :(x -+ dl’)
—+ -;C:—I‘”:(x — at) =+ %F’”’:(x + a:) + &c.
+-‘§;A:(x -+ at) -+ —?;A’: (x — at)

C D .,

+-—-—-;A”:(x — Gt) -t- 7A :(x —_— at) + &c.
X

XXVI. En général pour cette équation

1, ddz ddz 1(i41)
;;(dt‘)_(dx‘)— xx
I intégrale compléte fera .
A B
I = P r:(x——ar)+;:—~;—r:(x+at)
C 174 D i
—p—xl,__zrz(x-i-ar)-—k-;—__—s-r (x4 at) + Xc
A , B
-+ = A:(x—at)+7—:A’:(.r—czt)
C 2 D z
+—\;——_:_—;A:(x-—-—at)+:—:£l ':(x-—-at) -+ &C‘A

ou les coéficiens doivent étre déterminés de la mamere
{uivante |

B=— A4

C-:.:--.(.’:T[)Bz.i..g_—_-l)"d
2¢72—1 24—
e =me  Gi—a 4
3i—3 2.3(1;——1)

eGP L Gi—aGi—6)4
47— 06 2.3.4(2i—1) (2i—3)
Kk 1




B =
C

I

D=
| —
e

; i— ) E (1i—6)(2i—3) A
= S i—10 2.3.4.5(2i—1) (2i—3)
(i—s)F (2/—6) (2i—38) (2i—10) A4
(F s — i = - : - e
' 6i — 15 2.3-4.5.6 (28— 1)(2:—-—3)(21_~5)
&e. &c.

NNVIE Pour comprendre micux la loi de ces coéfi-
ciens 1 obferve, quion trouve fes mémes coéliciens, ep
mregrant cette équation diutférentio-différentielle -

xvdady 2AXAY (i o+ 1)
—_— —_———— — 7 (1 i A == O
aa’ 4 x J
b an tuppote T inteégrale exprimée par cette férie
A B C D
Y o= o e e o — -+ —— + &c.
xl -T[ —_— -xi ——— 2, xl — 3

Or 1 7 et un nombre entier, cette méme équation nous
tournir les coéfictens en ordre retrograde , car {1 nous
fuppotons

B C D E
u’}/:-::.z‘l\-*—‘*“"‘f"‘—:_*-—""'

A x3 x4

F
-+ — 4 &
.

nOous trouvons

__3:(2—!—1) A
2
_ (i—1) (i+2) B— o #(2i—1) (i+2) A
| . 4 2 . 4
) (1) e\ (34
U)o i) +3)
6 I . 4 . 6
Gt DGR L SO i) (—9)(i+4)
8 2 . 4 . 6 . 8
_ (i—4) (i+5) F— z'(z'z'—-—-x\,(ii—-4)(ii——9)(ii——1 6)(i+5%)
10 _- 2 . 4 . 6 . & . 1o
&e. &ec.
XXVII!. Donc:' f1 nous marquons les fonftions en afcen-
dant par ntégration, de cette maniére -

T:s:::fa’sr:s,\T:s::fc{s\r:s,mr:s =[ds'T ;s &

oo .. _.
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ddz dd. /
{ intdgrale de - notre équanon -;— (=) = ( d:) -
i+ fera ' .
XX B
7=AT:(~x + at) -i-—: T:(x =+ at)
C

D .
— VT (x =+ at) 4+ &

A\ .
+ - [:(x—+at) +

: B
<+ AA:(=x —-ar)+-x—‘A:(x—-at)

-+ ;%“A (x —at) 4+ —I;);“A (% = at) =+ &<
& pour les diverfes valeurs de i ces coéficiens feront
i' A—Bj+ C — D 5 + E —F !
._._{ —— ! :
! [‘__i i ! '*f
R ; |
12302344 !
i P e |
| 134]385 | 3856
3 2 2.4 2. 4.6
! |45 14.15.6 | 4.15.12.7; 4.15.12.7.8 ;
4| 1 ) s i
L2 | 2.4 2. 4.6 2.4.60.8
15.6 15.24.7 | 5.24.21.8  §.24.21.16.9 §5.24.21.10.9.10
5 I{ 2 | 2.4 2.4.6 | 2.4.6.8 2.4.6.8.10
6 6.7 16.35.8 6.33.31.9'6.35.31.17.10@6.35.31.17.10.11
L2 2.4 2,46 | 2.4.0.8 2.4.6.8.10
; 1‘7_8 7.48.9 7.48.4;.10}7.48.45.40.11 7.48.45.40.33.12
A 2 2 246 | 2468 §  2,46810 |
&ec. .

XXIX. J obferve encore, que Iintegrale de cette
équation
ddz 7;(n+1)
d!') - ( . }.\

XA




78 » L] : ‘ l: , - -

fe peut exprimer d’ une double maniere, I'une finte , &
I autre infinie , puifque on peut mettre tant i = n que
. = — n — 1. Pour rendre I’une & I autre plus évi.

l. —t—

dente , pofons x ~ at = p, & x — at = ¢, & que
P ma,rqge une fonétion quelconque de p, & Q de g;

cela pofé la premiére forme {era

A B 2P dQ
C d4dP
-+ &c.
+x"“2( ap + .dq‘ )
les coéficiens étant déterminés ainfi:
B 4C 2(n—1) B. D — 2(n—2)
=—A (= ——— T e

2(2m—1) "’ 3(2m—2)
. 2(n—3) e _z_(n—-4)
b=— P I= sy = %€

Or [ autre forme eft

‘ | AP dQ
P — n 1 n -p 2
{=Ax"+ (P+ Q)+ Bx (—— +.d7)

<+ Cxm+s (‘MP -+ ‘MQ) + &oc.
4p aq
ou les coéniciens ont les valeurs fuivantes
e 2(n+2) _ 2(n+3)
S=—d, C==— 22m+3) 7T T 3(anwy)
E=— 2 pop 2046 oo
T 4(amw) 7 5(272+ 6) '

Il eft bien remarquable que ces deux expreflions font équi-
valentes, & que dans les cas » = o, & n = — 1,
Pune & I autre devient infinie, & fe réduit 3 ;=P
+ .

XXX. Puifque cette rédu@ion ne paroit pas d’ abord,
il eft bon de la démontrer. Soit donc n = o , & pour
la premieére forme on aura :

A=1,B 2 o

, E =

2.3
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= F=— —— &«

2.3.4 2.3.4.5
d’ olt nous tirons . b 4 .
. x ,4 2 x*
(=1 PO (G I+ + 5D
2 4P 4 Q

T 12, (dp’-+ Q_q_’_) + &
Puifque chaque membre contient deux termes, foit M la {érie
qui contient les termes dépendans de P & N celle qui
contient Q, de forte que ; = M + ¥; maintenant puif-
que P=T:p=T:(x + at), acaufe de p=0x + at,
fi nous pofons p — 2 x au lieu de x, on aura par la
nature des différentiels

2 x 4P ntxd ddP

T:(P—-zx)=P—Txt7;+ M_X“;PT
_ 23y 4P 24x% X iff &

X —— =+
1.2.3 dp 1.2.3.4  4p°
, P * ddP
doge, pulfqueM:.—.-P——i Xi— + Xy —
1 dp 1.2 apr
2? 3 4'P

T3 X d;ﬁ ~+ &ec., il eft évident, que 2 M —T: (p — 2x)

=P==rzp,&partant M=-§-r:(}7 — 2x) =

I I N
—;I’:(x+at)+-l—rz(at—-x). De la méme
maniére on verra que

b | 1
N=—Z—A:g+—1—A:(g-——zx)=%A:(x—'df)

+ ";l.— A:(—at — x), & par conféquent {—__—:M-i-N

fe trouve égale a la fomme de deux fon@ions, I’ une de x
+ ar, & Pautre de ¥ — a1,



go ‘
XXXI. L’ autre forme pofant » = o donne

C 2 | 23
A=1,b=—1, =T K= i
53 %
== - F TIT e &C
E=-+ 3.4.5 3. 4.5.0
d oi 'on obtient
p \ 14y dP dQ) -
7= X ( = Q,«' — 2.3 (sz}) j;qr
2 Al AdiP dd 23 A if dr 0
iy AN S (‘*:+7é)+&'c.
1.2.3 A dq 1.2.3.4 - dp ey

Pofons ; = M -+ N, de forte  que AJM contienne ‘les
termes reafermans P, & NV les Q. Confidérons a préfent
la torme fPdp = T:p="1:(~x 4 ar), & pofons

p — 2x au licu de p, pour avoir

2V 2% 4 4P
Ti(p=—a2x)=1:p—"1 e X o
r (p v ) ) ; X P + - X 47
27 43 ﬂ]d}.)
—_— e X —— = &,
1.2,3 dp*
' X 2 x° 4P 22y} dd P -
O M=— P—— X - 4+ = X == 4+ &
1 1.2 dp 1.2.3 ap

donc 2 M + T:(p —2x) =T:p & partant
1SN 1o P
M= —T:p— — Fi(p —2x) = = T (e 4= ar)-

1.
2
& de la méme maniére on trouve

r ) _—I\ ) o v

i

1
— o e
- Qv —ar)

_%\A:(— at ~— Xx)

d ot il eft clair que 1 = M <+ N devient comme ci-
devant la fomme des deux fonétions , I une de x = at,
& I autre de x —a¢. Cette rédution pour le cas le plus
fimple eft trés remarquable,

XXXIL
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XXXil. Par les mémes principes on peut prouver I'iden.

tité des deux expreflions pour les autres cas. Soit 7= ¢,

& la premiére forme donnant A4 = 1 %PB =4é— ',
l’iﬁtégrale eft ;7 == 5—- (P+Q) — 1 (;f; + —=).

Or I autre forme donne ces coéficiens B = — 4, C=

3 o 24 — 25 A, F =
+“§_A, D—-—- S.GA, Ea—+i.6.7 3

21,6
— 57 A &ec.

3

Pofons A = , pour avoir la forme fuivante de I'inté-
1-21304 )

grale, dans laquelle je ne mets que les termes renfers
mant P =T:(x =+ at), puifque la réduttion pour les
Q eft la méme:

2’ 22y apP 23,3 x4 ddP
7= P — - -3~ - -
I .. 4 1..4 4p Ioes§ dp
2w AP 25x AP

1...6 dp? + T...7 ) dps .
que je décompofe en deux parties, favoir

2 2° P ‘ 238 4dP o+ 234 ddP
=73 — 1.2.3 ‘ ap 1..4 ap:
29" 4P 25 x° 4P
— - ~+ - — — &
I...§ dp’ 1I...06 d[)“
2y p 233 4P 2414 d4dF
1.2.3 + 1 ..4 dp I...5. a4
274 AP 25x° 4P
+ — -— -+ &c.

1...6 dp 1oo.7  dp
pour avoir une telle forme ; = M — N, ol M & N
marquent les féries trouvées , qui étant afses régulieres ,
la valeur de I’une & de I’ autre fe découvrira ainfu
« oy . . . ddR
XXXIII. Pour la premicre férie M, je pofe P = T
e
ou R eft aufli une fonftion de x 4+ ar, & jaurai

]
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av ddR 230 4'R 13 &R

A= dp? 123 Ap L..4 Ap

Mais pofant R = T':p, il me vient
ax  dR 4 222 ddR>

— &e.

— 2 -ﬂ,—R &ec.
1.2.3 dp
:x 4R
& partant T2 (p — 2x) — R — = Z + 2 M,

4 ot I on ure la valeur de M, favoir

5 | .
M :TI‘:(p — 2x) — — L:ip+ xT :p,

| o ’S |
Pour I autre férie je fais P = :—i——’ pour avoir
1,7
N = 237 . d’S: . v d‘.f - 24x¢ .a’xS" — S
1.2.3 (/j)‘ 1 .. 4 (/17 I...5 d;r )
g - : a4 § 4ddR .. .. )
M:us puifque = il fuit que D= R =T p,
. v d
doncS:T:p&T:(p—zx):S_.f_'i.{';i
- : ;
23 AdS 2343 a8 4 2414 a+ § !
1.2 dp? 2 d 1..4.'2F—h&c

1.2.3 7 p’
&partantT:(Jc———zx):\rzp—z.xrzp+z.r.rl‘:p

— 24V, de jorte que N = — —T:(p — 2v) =

, -
— D:ip —Tip 4+ xT":p, par conféquent M — N =

2x

. 1 S
" .(p—-zx)—i-;r:(p-—'zx)—i——;l:p-—-

1 .
— I:p, ce qui eft la valeur de 7

XXXIV, Puifque p = x —+ ar, en doublant les termes,
& pofant T au lieu de T, la partie de I intégrale , qui
renferme la lettre P, fe réduit a cette forme

s e T



r=T:(x +at)-—-—;~rt'(x 4= at)

l .
+ I (—-x-l-at)-l——;——l":(—x-i-az)
or la méme méthode nous fournit pour les termes Q

A oem gt) = A (X —
r=A40":(x at) xA.(x at)

+A’:(—x—-at)+—;—A:(—x—--az)

& ces deux exprefﬁons combinées enfemble donuent l'in-

régrale trouvée par la premicre forme.
Soit pour cela A : (—"x —at) — i (x 4 at)

— P — fun&. (x + at = p), & la diflérentiation
| , , 4P
donnera — At (— x—at) —T':(x + at) = s

pofant de méme I' : ( — » + at) — A:(x — at)
= Q = fun&. (x — at = g), on aura par la diffe-

rentiation: — I” ¢ (— x 4= at) — & (x — a1)

d . . , .

== yg, & de la il eft clair quon aura , comme Ci-
7
deflus :

1 ‘ 4P d
(=l P Q= (D
XXXV. Ces réduftions que je viens de faire pour les
cas n = o & n == 1, peuvent &tre appliquees avec
le méme fucces a des plus grands nombres pris pour 7,
mais il eft aif¢ de prevoir, qu'elles deviendront de plus
en plus embarraffantes. Cependant il {fufit d’ avoir tait
wvoir la poffibilit¢ de réduire la forme infinte de I mnee-
grale 3 la finie, dans les cas, ol » eft un nombre
entier. Mais pour les cas, ol » eft une fraction, les deux
formes trouvées pour Pintégrale dans le §. XXIX. devien-
nent infinies, & il ne paroit aucun moyen de réduire
' Ly
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I'une ou I'autre & une torme finie. On y rencontre leg

mémes difficuleés que dans les cas arréfolubles de T ¢qua-
tion de Riccati, & quoique j aie trouvé moyen de con-
ftruire ces cas par unc méthode tout-afait particuliére
il ne femble point, que cette méthode puiflc étre appli-
quée aux cas dont 1l sagit ict. Mais non obftant le nom.
bre infini des termes, dont les intégtrales de ces cas font
compotées, elles ne font pas moins complétes, puiiqu’elles
renferment deux fonttions abfolument indéterminédes & ar-
bitraires. | o |

XXXVI. Or pour trouver plus facilement les intégrales
complétes de cette équation

a . ddz w1

I dalz
o ban) = (G5) — =~
won pofe x ~ at = p & x — at == g, enluirc {yir
?’ une fonttion quelconque de P> & Q unc fonétion quel-

conque de g, quon fafle outre cela pour abreger :
P = f Pdp, P'=fPdp, P'= (P ‘dp, P =[] “dp &e,
Q =1Qdy, Q'=/Qdy, Q'=Qdy, Q =/Q dy &
toutes ces valeurs pouvant aifément étre repréfentées par
des quadratures de lignes courbes, enfin qu'on torime ‘ieg
coeficiens  furvass

A= —+ 1
#(n+1)

I

{(n—1)n(n41) (u+12
2 . 4
(3—2) (B=—1)n(n+1) (n+1) (n+ 3)
2.4.6 -
(r—=3)m—2) . . .. ...  (r+4)
2.4.6.8
(A—=)m—=3) . . .. ... « (n45)

2 .4.6.8. 10 :
&e, -

O W
I

oM
I
+ + + 4+

2 )
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& I’ intégrale cherchée fera ®5

{....A(P-i—Q)———(P -r-Q)—i-~~(P “+ Q")
—_‘(P///+Q”/)+&C'

XXXVIL. Aiant trouvé cette intégrale ou valeur de z,
on aura auffi les intégrales de toutes les équations qui en

font transfermées,. comme pofant 7 = x —"ux, & caufe
ddz  dda
(de (;,7;) = x (==) &
du
(dx)_—-x"”’( ) = mx—" "y
ﬂ,/’,.o ﬂ'dﬁl

( ).__.... x ( ) — amx Tt (d ) +;n(‘ﬂz+l)x—m——2¢

r equatxon transformee fera:
Al didu ddu 2w Adu (=) (im+u41)

() = () = 2B (5 4 Iy,

AX

&. partant fon intégrale fera:
= Ax" (P 4 Q) — Bx"—* (P + Q)
+ Cxmn—* (P"+ Q") —Dx"—: (P"+Q ). &c,
XXXVIII. Développons les cas les plus fimples de cettc

equation généralifée, en confervant les mémes fignifications

= x 4+ at & g = X o—ar, & des fonttions qu
en font formées P, P, P', P" & Q, Q',Q", Q7 &&;
1 ddu ddzz 2m  du 7 (,724—1)

o

L =G =2+

,, ; AN
Pintégraleeft: v = x" (P ~+- Q)
__I_, (ddu . (dda) rm  du (m—1) (412
77? =) T o () e
I'intégrale: u = x™ (P —_ LY e ’ '
g d (P +Q) — X (P + Q)
du ddu 1m ,du =2 m4+1)
3. Py (dlz —_— ( - ( ) ( )(”ﬂ § 2!

dont I intégrale ef’c he -




hE¢
2'3 7T ey 4 !
h’:_x’"‘(P-l-Q)'—‘T X (P +Q)

—— X

- 1.1.3-4 o o— 2 (P,f/ —+ Q// ).

.t ddu ‘-___ dr/u) 27 (fz’_z_z 4 (m—3)(m+4) )
¥ G = ) — —

done 1’ inte’grale eft
"'4' )i ’
= (P4 Q) — 2 = (Pt Q)

i ==

R 25 PP 2 S P ) 1.2.3.4._2.5 ey (P .,
e Q) = B )
, 1, ddu ddz 2m  du (m—4)(m=+5)
Vo ) =) )

dont I intégrale
4. ' ' ,
=" (P + Q) — 2 2= (P Q)

U ==

3'4’5'6 4 : 1/ /7 2345'67 / %
+ xﬂ.-—-- P + —_— - —_—3 7 4
2.4 ( Q ) 2.4.6 * (P +Q )
2.3.4.5.6.7.8 e w “
 2.4.6.8 * (P + Q )-
1, ddu ddn rm , du (#0511 +-6)
6° — (=)= (—) =~ — (—
a0 ( ﬂ’z‘) (dx" x (t!,r) + P

dont I’ intégrale

U= x" (L 4+ 0

) —-—§ X" (P 4 Q)

4.5'6'7 M e 2 1 7 o4 6.7.8 . »
X (P + Q ) e 3 54 _Z__ 'xm---.’,' (p + Q )

-t
2.4 . 2..4.0
2.3.4.5.6.7.8.9  13.2.4.5.6.7.8.
-+ 56273 9xm-4(P\V+Q\V)_.__ 1.2.3.4.5.6.7.8.9.10 X"
2:4.6.8 2.4.6.8.10
(P 4+ Q).

XXXIX. Jufqu'ici je n’ai donné que les intégrales pour

, ’ . ‘, . - Q“-' -
}es cas de I équation propofée qui en font fufcepribles,
sy avor € conduit par une méthode certaine, &
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dire@te, car toute l'analife dont je me fuis fervi eft ypj.

quement fondée fur une heureufe conjeéture , qui regarde
la forme de ces intégrales, & que le pur hazard m’ a
quafi fournie. 1l eft donc d’ autant plus umportant de dé-
couvrir une méthode direfte , qu nous puifle mener au
méme but, quil n'y a aucun doute, qu'unc telle métho-
de n'apporte de trés-grands éclaircitiemens dans cette nou-
velle carriére; or la confidération de ces intégrales nous
porte aifément a penfer, quiil doit y avoir une méthode,
.qui , moyennant une certaine transformation conduife des cas
plus fimples aux plus compliqués, de la méme maniére
que dans le développement de la famcufe équation de Ric-
cati on a réufli a déduire les cas plus difficiles des plus
fimples, en y employant une certame fubftitution. C’ eft
donc par une femblable méthode, que je m’en vais enfei-
gner la réfolution de I équation, que jai traitée jufqu’ici.
XL. L’ équation propofée étant donc :

1 ddz ddz £

e ) = () — G
je la transforme par le moyen de cette fubfhitution :

4z m
U z(;;)"i‘—:{

en cherchant une équation, qui détermine la fonétion «
par ¢ & x; or il eft aié de prevoir, que I équation
transformée aura une teile forme

1 ddn ddu #
wa ST = () — o

femblable a4 la propofée , avec cette feule différence que le
nombre &’ fera différent du nombre k; ou bien f{ans fup-
pofer une telle prévoyance, on peut regarder cette der-
niére équation comme la propofée , & introduire ; A la
- place de « par la fubftitution indiquée.

d
XLI. Suppofant donc » = Zj) -+ {-:)— 7, on en tire

+



D
Ao

d’ aberd
dd=

dr

Addn d'z 72
— i
( drr’ T Ngrdx ) (

Or s PI'leCIC équation donnant
Adz ddz aak
—) = aaz h) —
dr:
fi nous différentions par la feulc variabilité de x, nous
JdULONS
Az ) aak (d~ 2a2ak
- aa — ———
([/ rdx ) ( X a3 {

d’ oli nous tirons :
1 didu Az m, ddz ) ( (m 2)4
a4 (a’z‘)_ (;;’ *< AW x? {.

Mdmtenant Ia méme ﬁlb{Htunon donne :
dz: ) ( m dz ).. »z
x dx X {

& de I |
( ddwu ( arz m | ddz 2w dz 2
dxi’. r N dx xt

or-—'~—-u=———-(— — 7

XX xx S dx xt
& partant ces deux derniéres cxprefﬁons enfemble doj-
vent etre €gales a cclle, qui wvient d érre trouvée pour
*

—‘u_(dtz * a - .

- a4z 2 .
XLIL Puifque les termes (—) & (f’i) fe détrui-

‘ 4 x? N %

fent d'eux mémes, il ne refte qua égaler {dparément ceux

dz

qui font affe@és par (~ ) & par 7, d’ol nous tirons ces

deux égalitds — k== 5, — & — (m—2) k=
£ —

zm-—-m/c,ourn._——— & 2k = m (k—Kk =+ 2)

don¢ (A = K') e 2k —m 2 4 = e, & partant

k' =

-
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— 13V (1+ 4k)

k=k =+ 1 +=V (14 4k), &m=

2
Par conféquent fi nous avons réufli a trouver Uintégrale de
: ion ddz) = (/Mz) — nous aurons
cette cquation — (}}'7 = (——= — 1 : s
) 1 dau ddu y i
’ 1 > ¢ .Cl1: — e — _— i
aufli I intégrale de celle-c - ( dz’) (z/x‘ e
. dz
pofant K’ =k == 1 == vV (1 = 4k), puifque « :,((7;_)
X v

XLIIL Or aant afligné ci-deflus, indépendamment de
ces recherches, I'intégrale de notre équation pour le cas
k = o, cette nouvelle méthode nous fournit I intégra-
le pour le cas A = 2, & fuppofant enfhite k == 2,
nous en tirons le troifiéme cas k' = 3 + v 9 = 6,
& celu-ci, pofant k=6, nous conduit au quatriéme &’
= 7 =+ V 25 = 12, lequel, en faifant £ = 12, nous
méne au cinquiéme k' = 13 =+ V 49 = 20, & ainfi
de fuite felon cette progreflion:

£loj2] 6]12]20[50/42] &e.

#1216]12{20{30]42|56| &c.
d’ou I'on voit que toutes les valeurs de & font compri-
fes dans cette formule générale k = ;/ (i 4+ 1), & ce
cas confidéré en général nous conduit au fuivant
=i(iH+ 1)+ 1+ V][ 4 4101 4+ 1)] =i
+ 324 2= (i4 1) (i=+ 2), dol nous trons
tous les cas dont ' ai affigné ci-deflus les integrales.

XLIV. Donc fi nous connoiffons , pour le cas k = »n

Az ddz

o A 4.
n<=1) I intégrale de cette équat I il W
(n =4 1) Iintégrale quation — (—=)=(~=)

n(na-1)

L]

o T qu foit 7 = ¥, nous en tirerons. pour le

s K= (n 4 1) (n -+ 2) I'intégrale de celle -ci:
m
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ddz o (n+1)(n+2) G __ AU
1> qui fera 7= (E)

Ly = (2
aslan’! = (75 xx
t . . 7 . 1y
__(n+ )V, ou bien, puifquwon peut rultiplier la valegr
X
de 7 par une conftante quelconque, cette derniére intg.
1 aV

(—

1
A : A {3 —_— s
; n mnfr; y== } '
grale pcut etre exprunee a { . B 1 el

Par conféquent, puifque pour le cas, & = o, I intégrale
eft t=T:(x +at) + A:(x —.ar), en écrivant

S pour cette double fonttion, nous aurons pour I'équation

I ddz)__ ddz) £
a2 N dr _‘(dx’ xx{

les intégrales fuivantes:

fi
k= o ;=S
I FA)
k= 1.2 {_—:—-S-—(;,;
d8 1 ,ddS§
3 . { 2 x° 2x  dx 2 (a'x‘
PR) 1, ddS ~, at.
k= 2. = 3 ¢ 1 .43 — (=) = 4
411 2;@'8 2x* N dx x (dx‘ 2.3 (:/.x‘
&c. &e.
XLV. Soit, pour le cas k == n{n—+ 1), lintégrale:
A g B #s L c” as
{— xn xn — 1 E xnﬂz(dxz)
D a8 E as§ .
- x"—i(dx"‘) an =4 N g — &
& pour le cas k = n(n =+ 1) (=4 2), & caufe de
a4V (n+1)
1= -(7;- —_ = ¥, nous aurons :
v A A4S, B dd§
(.dx)’__ A% = 1 S+';n'(;,'; """, xn-—-x(.dxi)
-+ (»—1) B _ (»—2)C
: A" Xt =3
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C a8
X1 =2 (dx’) — &C
(n—-a)D

Z3T e

A0 -2 _(ZHJ)A—S (n:x)B (“3

(n+1) Vo —

X

(n+e1) C  ddS (n+1) D
T Tam o1 <dx)+ PLEE S (d’

& partant I’ intégrale: pour le cas & = (n —+ 1) (2 =+ 2)
en changeant les ﬁgnes {era :

-+

) — &c.

(27+1)A S (A-c-mB) dS (B#-f- tan—1 C)
At 1 At — i
;Id? (¢+rin— 22.1 Dy (d’S) S &ec.
x X

& il eft évident que. cette: methode nous fournit. les mé-.

mes. intégrales que la précédente; quoique-les valeurs pour
chaque nombre » ne paroiffent point fi ouvertement, ceper-
dant une légere attention: nous découvrira: bientdt la méme
loi de progreﬂion entre: les coéficiens 4, B, C, D &c.

qui a ét¢ trouvée: ci-deflus..

m ij



