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LETTRE

'DE M. EULER A M. DE LA GRANGE.

DEpzu’s ma derniére lettre [ ai réuffi & ramener au calcul

la propagation du Son, en fuppofant & [ air toutes les
trois dimenfions , & quoique je ne doute pas que Fous n' y
foyés parvenu plus heureufement , je ne crois pouvoir mieux
témotgner mon attachement envers Fowre Huftre Société qu'en
lui préfentant mes Recherches fur ce méme fujer.

RECHERCHES SUR LA PROPAGATION DES EBRANLEMENS
DANS UNE MILIEU ELASTIQUE .

N confidérant le milieu dans I’ érat d’ équilibre foir fa
denfité =— 1, & fon dlatticité balancée par le poid
d’ tne colomne du méme fluide, dont la hauteur = }; Je
commence par confidérer un élément quelconque du fluide
qui dans I étar & équilibre fe trouve au point Z (fg. 1.)
déterminé par les trois coordonnées perpendiculaires entrelles
AX =X, XY =Y &YZ =2, & que par I’ agi-
tation ce méme élément air été tranfporté en 7, dont les
coordonnées foient Ax = x, xy = y, Y7 =17, qu
feront certaines fonétions des premiéres X, 1, Z pour un
inftant donné . Soit donc
dx = LdX 4 MJIY + NdZ
dy = PdX 4+ QJdY 4+ RdZ
dy=38dX + TdY + VdZ.
Enfuite je confidére un volume infiniment peut de flude,
qui dans I érat d’ équilibre ait la figure piramidale Z Enb
(fg. ».) re€angulaire, qui par I agitation foit traniporté
en sAuv, dont la figure fera aufh piramidale, & pofant
pour I’ érat d’ équilibre
A du



* du point! i les coordonnées
a ) m“ v : ‘
P X, ¥, Z
E , _,X+¢7 Y, 4 _
) » R X'r Y +8, Z
0 X Y, Z 4+ vy

. ’ : /
Je volume de la piramide Z 80 fera = L afBy.
On aura enfuite pour I érat d’agitanon  ~

1 les trois coordonnées

. Ax =x, Xy =Y, y7 =7z

AN, AL =x +Le, Ll =y 4Po, ly = 7 + Sa
po. AM = x +MB ,Mm =y +QB,mp=7 + 783
y. AN =x +Ny,Na =y 4+ Ry, nv =3 +Fy
Il s agit maintenant de trouver le volume de la nouvelle
piramide 7 Ay, quon voit étre compofée de ces prifmes
ymngmy 4 yIng v lmnhpy — ylminu. Prenant pour
cela la folidité de chaque part, on trouvera cette folidité =
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Enfuite on trouve les aires de ces triangles, 3 camfe3 de
xL = Lay, xM = Mﬁ, xN = N}/, comme il (i

Aymn=;‘.xM(zy+Q3)+.:.MN(z,y+Qﬁ+R,,)
~L 4N (25 +Ry) = ;'-QBXx-N- -:— Ry x =M

= L By (NQ — MR).

Ayln = ;ixN(zJ-i-Ry)-l-:_ LN (2y -+ Pa+Ry)
_:_xL(zy-q-Pa =~ Ry x xL - ~ Pa X xN
= > uy (LR — NP).

A yim= .zl_.xﬂ'f(zy+Q_B)+ -:-LM(zy—i-Pa-i—QB)
.-zixL(z_y-f- Pa) = zi QB X xL — 2— Pa X xM

=1 4@ (LQ — MP). |

2 .
De-1a nous tirenis l1a folidité de notre piramide A uy dans

Iérar d’ agitation = — g—otB]/S (NQ —MR) - -;—ctB}*T

(LR -~ NP) 4 (—:— aByV (LQ — MP), & partant la

denfité du milien agité en 7 fera = 1 : (LQV — MPV 4
MRS— NQS+ NPT LRT), & pofant [1 pour la hauteur
de la colomne qui y balance Délafticité, nous aurons [1== 4 :
(LQV — MPV 4 MRS — NQS 4+ NPT — LRT),
laquelle étant une fonftion des trois variables X, ¥, Z
pofons dIl1 = EdX 4 FdY «+ GdZ , de forte que E
— ,dI dT1 dT1 : ,

= (2—5(), Fz(ﬁ ), G= (d—Z)' Soit pour abréges
. LRV

A2 ¢



H‘;;.M.PV + MRS — NQS + NPT — LRT

= K, de forte que n= g fi rious concevons dans I'état

ci’ équiiib}e un pcint Z' infimiment proche de Z déterminé
par ces cogrdonnées X dX,Y 4 dY, Z +dZ,ce

o\nt fe mouvera aprés I agitation en ¢, dont les coordon-
. nées feront

v g LdX + MIY + NdZ,
- y =+ PdX + QdY + RdZ,
7 4 SdX + TdY + VdZ,
donc réciproquement la pofition du point 7' infiniment pro-
che de 7 dans I état troublé érant donnée par les coordon-
nées X + a, ¥ + B, Z + y fon lie dans Pétat d'équi-
libre fera déterminé par les coordonnées X —+ dX, Y +dY,
Z + dZ , de torte que .
< (QOV —RT) 4B (NT—MV) +y (MR- NQ)

dX =
K
dY_______d(RS'—PV)—*-B(LV--NS)-'r-'y(NP-——LR)
K
C;Z___:d(_PT—QS)—i-B(MS—LT)—i—y(LQ__MP)_
K | —
Dely I' élatticité en 7 étant [T = _I/é elleferaen ¢ = I

~+ 'EdX 4 FdY + GdZ, ou bien {i nous pofons pour
abréger

E(QV — RTY+ F(RS-PF)+G(PT-QS) = 4
E(NT-MV)+F(LV-NS)+G(MS—LT) = B
E(MR-NQ)+ F(NP-LR)+G(LQ—-MP) = C
Ae +~ BB + Cy

Pélafticité en 7 fera exprimée par [T <=
K

L

la denfité y étant _:IE .

" Confidérons maintenant un slepipé infini
: paraliélepipéde reftangle infini-
ment petit 7bcdaBy ¥ (fig. 3.) dont les cotés pfralleles a

nos



: : 5
10s coordonnées foient 7b == o, zc =E B, 7d = v, fon
volume fera == «fBy & fa mafle = f_I.{Z’_ . Pour connoie

tre les forces, dont ce parallélepipéde eft follicité, cherchong
d’ abord I’ élafticité du milieu 4 chacun de fes angles de la
maniére f{uivante :

du point les coordonnées I élafticitd
S ST ST € r
b X+, v, 7. 1 = %
c x, y =+ 8,1, -+ -‘é;;-g
d X4,y +8, 7, I'I-}~fl°‘;BB
. Xy I Iy, 1T -+ %%
8 X 4, ¥y, {+y,l'l+ﬁ@'_z_;£l'
y % y+B vy, 0 E8ECY
° X 4 e, y+3, {+y,H+A°"+BB+CT

K
De-la il eft clair, que confidérant les faces oppofées 7cuy

8 bd@¥, les preflions fur celle-ci furpaflent les preflions fur
celle-ld de la quantité %}‘; donc I'aire de ces faces étani

By, il en réfulte une force fuivant la dire@ion Ax =
14“3}/ )
K

fuivant la dire&ion xy par la force = — E}R@Z , & fui-

de la méme maniére le parallélepipéde fera pouflé

. A Caf3y 1
vant la dire&ion Y3 par la force = — — Donc la

mafle



é ’ ’ . .
miafle de ce parallélepipéde étartt 'ﬁ%-y— fi nous introduifons la

hauteur g, par laquelle un corps grave tormbe dans une fe<

conde, en exprimant le tems écoulé ¢ en fecor'ades , nous:
aurons pouwr la connoiflance du mouvement les trois équatons

{unvantes.

(%{?).—:-—zgd,
(il“jd*}-,)”" ~ ¢ B,
ddyy .,
(CA7) = — 235C

Ces formules étant générales pour toutes les agitations pof-
ibles , je ne confidére ici que les cas ou ces agitations font
suafi infiniment perites; pour cer effet je pofe x = X + p,
;=Y 4 g, & 1= Z 4 r, de forte que p, ¢, r font
Jos quantités infiniment pertites ; deld nous aurons

dp = (L — 1) dX + MdY + NdZ;

dg = PdX 4+ (Q — 1) dY -+ RdZ

dr == SdX a4 TdV 4+ (V — 1) dZ,
& vpartant & peu-prés L = 1, M = o, N=o, P=o,
Q=1,R=10,8§=0,T=o0, Vee1, & K=1;

mais pour le différentiel de IT nous aurons

CE=-r (D G+ GD)
G=_____/L(,(§_§_)+(j—%)+(§-;)) |

Enfuite nays trouvons 4 = E, B = F, C = G. Pour
nous débarafler encore des autres lettres, remarquons que
de forte qu'outre les coordonnées X, ¥, Z, avec le tems ¢



il ne refte dans le calcul que les le.ttres Ps gy r, qui nzar.
quent Je déplacement de chaque point. Car’ fubflituans ces
valeurs , que nous venons de trouver; le mouvement cayfg
par une agitation quelconque mais fort petite, fera dérer.
miné par les trois équations f{uivantes

1 ddp, ddp dd g ddr
1 ddq . ddp a'dq ddr
'{g‘;(‘;?)“—(;&ﬁ)*‘(?'}:;}"l“ (:?T:E),
1, ddr, ddp ddg ddr
G = (g )+ () + (G-

ou bien pofant (%}) —+ (j_?r) -t (g) == ¥ NOuS aurcfis

o dd d , dd d
(E) =25k (53, () =200 (5D), &
dd du s s .
(_.(77; = 2gh (;g), d’olt 1] eft aifé de_conclure
1 ,ddu ddu ddu ddu e
w () = () F () + (), dob

faut déterminer la natre de la fonftion « déterminée par
les coordonnées X, Y, Z, & le tems ¢.
Dela il n’eft pas difficile de trouver une infinité de fo--
lutions particuliéres, comme
p=~Ro(at + BX + Y 4 32)
g =7y0(at + BX 4+ 1V 4 32)
r=23¢(at + BX 4+ 3V + 32)
pourvii que ¢ == Vagh (BB + 9y +33) ou B, 3, 8
font des quantités quelconques, & ¢ marque une fonétion
quelconque. Done quelques valeurs quon prenne en aura
toujours le cas d’un certain ébranlement , dont on pourra
déterminer la continuation. Mais pour notre deflein it s’agit
de trouver un tel cas, ol I ébranlement initial aura_ére
renfermé dans un perit efpace , d’oli il §'eft répandur enfiite

e rtout fens. ..
: SO1t



3 i e sty
: ~ s ode Uaricrivon proretive o !
Soit donc A le centre de 1(4;1 ! 1 RPN
— Y. r = £s, & v feiir une tonc
1 s V.Y Y L) ek
e V(AN + 'l /\)m g

du potunt A. Done putque £

p = Xs,
tems ¢, & de la quant
qui marque la diftance e
ds i{_s nous aurons ds = d¢ (F 5 -+
(?f?) il (:IV)

r

(XJX.;_ VY + ZJZ)X(;,;)’ & pus (-

% i
~ Y= A dr.
X' d.s‘ d(] . N Y. 2
=5+ 5 () G =+ () 0
IO J . “J r
Zy  ds e d’p a9 S
=k g (Gp)y doncw==(g) & (L) + ()
4sy . mai ant alant ( ‘{fl) = ‘X ( 4 .
= 35 4V ([1—2/) ; mainten: ant (. s ()
, ., X
(‘_{E) = %" notre premiére €quation deviencia
dX *ci";’
1ds 3 X | ds X ds , dds 1, s
o)== ( — — (— — ) ou— -
(—:‘)_ 14 dV) + v ((IV)+ \al/’) 2k (i:z‘)
ddds

= ﬁ:} :I_C) -+ (./7 )> a laquelle fe réduwfent aufli les deux
/ a7

autres; & Féloignement du point Z depuis le centre Lo fere
Vs = sV (XX + YY + Z27) — V(pp + gy—+rr)
qut en marque Je déplacement par rapport a I ¢tar d’¢quih-
bre, de forte que le rayon d’une couche fphcnque | que
dans T érat & équilibre éroir = Fy fera a prétent = V¥

i ~
=+ #s. Donc fi nous pofons Vs == uyous = ..  afin

que xz expnme le changement de cette couche, la paru-
cule z fera déterminée par cette équation

1, ddu 7 v, du ddu
_— ) == -4 —_— —_—
2gb(dx‘ E v (dV +(4V=)'

. Apres plufieurs recherches )y ai enfin trouvé que cette
équation admet une réfolution générale femblable ay cas 4
ou I'on ne fuppofe a I’ air quunc feule dimenfion. Que

®f




p7 marque une fon&ion quelconque de 7> & quon ix?di-
que fon différentiel de cette fagon d.¢¢ =di ¢'7. Cela
pofé , on verra quon fatisfait & notre équation en fuppofant

A A4
v =@ [P kv (2ggh)] — Z¢' [PV (2ghyy,

Donc pour le commencement de I’agitation nous aurons
A

cette équation =%{¢V— 74;’V; d'ou I’on voit que
pour appliquer cette formule a la propagation du Son Ia
fonttion @7 doit toujours ére = o excepté le cas, ou la
quantité 7 eft extrémement petite. Or il faut que la fon&ion

7 ait la méme proprieté & encore celle-ci ¢z, en fuppo-
fant do'y == dg¢"{, afin que non feulement la quantité «

) i du ,
mais aufli la vitefle (7) s'évanotiifle au commencement
¢

par tout, excepté dans le petit efpace autour de A4 oy s'eft

fait I'ébranlement primitif.
Que le caraltére 1) marque des fonétions difcontinues de.

la méme narure, & nous aurons la folution générale qui fuit

A .y
u =-V—’¢[V‘+t$/(zgh)]——g<p [V+t\/(zglz)]

B /
+%¢[V—t\/(2gh)]-g\ll[r—“/("g}‘)]
& pour la vitefle
(c_ld_z:)___z AV(szgﬁ)q,f[V-p tV (28 4]

~AYCER) gy gy

_ Bv (Vig/l) VIV =tV (igh]

- Bw;g;,, V[V =1V (2gh) ]
Dela il eft clair quune couche {phérique, dont le rayon

k= /" demeure en repos tant que la formule ¥ —:V (224)
B

ne



10 |
ne devient afsés petite, ou moindre que le rayon de la petite
{pére dbranlée au commencement; & partant I’ agitation

primitive {era répandue 3 la aiftance = V aprés le tems ¢
= 4 _fecondes, d'out il § enfuit la méme vitefle du
vV (284)

Son que Newron a trouvé , Ceft-d-dire plus petite que fe
lon les expériences. D’ou je conclus quaiant fuppofé dans
ce calcul les ébranlemens infiniment petits, leur grandeur
caufe une propagation plus prompre .

Enfuite ces formules nous apprennent due lorfque les di-
ftances ¥~ font fort grandes, en forte que les termes divifés
par V2 ¢ évanoitiffent a I'égard des autres divifés par V4

, . . d ..
tant les petits efpaces u, que les vitefles (2{‘.) diminuent
t

en raifon des diftances; &’ ol Pon peut juftement juger de
I’ affoibliffement du Son par des grandes diftances.

Voila mes Recherches que vous pourrés inférer, MONSIEUR,
dans vétre fecond Volume fi vous le jugés a propos, &c.

Bedin ce 3.7 Janvier 1760.

NOU-



