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ELEMENS
DE LA TRIGONOMETRIE SPHEROIDIQUE

TIRES DE IA METHODE DES FLUS GRANDS
ET PLUS FETITS.

rar M. EULER.

I

Aj.--.mt érabli les Elémens de Ia Trigonométrie Sphérique fur le prin-

cipe des plus grands & plus petits, mon but principal éroir de
fiver un rel principe général, duquel on pir river la réfolution des tri-
angles formés non feulement fur une furface fphérique, mais en gé-
néral fur une furface quelconque.  Puisque les cbrés d’un rriangle
fphérique font des arcs de grands cercles, qui érant les lignesgJes plus
courtes, qu'on puifle tirer fur la furface d’une fphiére d'un point 3 un
aurre; ceft fur le méme pied que jenvilage les cbrés d'un rtriangle
décrit Tur une furface quelconque, de forte quiils foient les chemins
les plus eourts, qui conduifent d'un angle i un autre fur cete furface.
Ainfi concevant trois points fur une furface quelconque, qu'on rire
de chacun aux autres les lignes les plus courtes, & le triangle fera for-
mé, dont il s'agic d'enfeigner la réfoluton.

2. Or je me borne ici aux furfaces {phéroidiques, qui font for-
mées par la révolution d'une elipfe aurour d'an de fes axes, & jeconfi-
dérerai en particulier les triangles formés fur la furface de la rerre par
descOués, qui fonr les plus courts entre lears termes.  Car, foit qu'on
forme les cOtés par des cordes tendués d'un point 4 l'autre, ou qu'on
les tire en fuivant la direétion des rayons de lumiere, en forte quele
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plan qui conrient deux élémens conrigus quelconques, foir partour
perpendiculaire & la furface de la Terre, ils repréfenteront le chemin
le plus court d’un bout & 1"autre. Clelt aulli en effer la méchode
qu’on fuivroir dans la pratique, s'il faloit tirer la lignela plus courte d'un
point & un autre {ur la furface de la terre ; & quand on parle dans la
Giéographie de la diftance entre deux lieux, onentend toujours le plus
court cheminqui conduit de I'un & l'autre. 1l faur donc bien diftinguer
ce plus perit chemin, de la loxodromie qu'on fuit dans la navigation,
& qui demande des recherches particulicres.

3. Soir donc ALB la demi-ellipfe, par la révolution de la-
quelle aurour de I'axe ACB réfulre le fphéroide de laTerre; & po-
{fons le demi-axe CA = CB —a; & le demi- diametre de I'équa-
teur CE — e Or la demi-ellipfe AEB repréfentera un méridien
quelconque , & quelque point qu'on puifle concevoir fur la furface
de la terre, pour en connoitre la firuation, il fauc confidérer le méri-
dien qui pafle par ce point, quifoit M: & alors on aura trois cho-
fes 4 dérerminer. 1°. La diftance de ce point M i l'axe, oula per-
pendiculaire MQ. 2°. Sa diftance au plan de I'équateur mefurée
par la perpendiculaire MP égale 4 CQ: &  3°. Lalaiwde ou I'é-
lévation du pole obfervée dans cer endroir.  On voir bien que con-
noiffant une de ces rrois choles, il eft aifé de dérerminerles deux autres
par les propriéeés de Pellipfe.  Enfuite il conviendra encore de cher-
cher le rayon osculateur du méridien au point M, avec la quantité de
arc du méridien M A, dont ce point eft ¢loigné du pole A.

4 Soit CP=MQ=ux«, PM=CQ=y, & on aura:
axdx
eV(ee —ax)
Qu'on tire maintenant la droite MN perpendiculaire au méridien,
laquelle marquant la direction de la gravité, langle ENM mefu-

rera la latitude, ou Pélevarion du pole & Fendroit M. Polons donce cet
Kk 2 an-

].I':-E—VE:EE—FIIJ donc d"}':

Fig. 1.
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angle ENM = @, qui eft ordinairement le premier élément qu'on

connoiffe : & ayant la fous — normale PN — — }—r'f‘l'-r = % :
dx ee

nous en tirons : tang ¢ — Pi‘hI T~ E‘V{”ﬂ:'l x) , & partant:
. eecolQ aafin@

EP_X_V{.-'M{- L'p -|-r:-:f¢? Y & PM=—y— ¥ (aaing® '~|-r:'¢*::|-¢i=}'

D’oli connoiffant la latitude d'un endroic M, on en dérerminera aifé-

ment fa diftance tant de I'axe de la Terre, que du plan de I'équateur.

De li on pourra aulli afligner la diftance de ce point M au centre de

a*finP2——et cofl P2

aafin @ ——cecol@?’

gle CMN, que cetre droite fair avec la direftion de la gravité MN,
car on trouve :

(ee— aa) Ind P

laTerre C, ou la droite CM =7V & l'an-

(ee—aa) fin @cof @

T e (G ¥ .o
5. Cherchons auffi le rayon osculateur MO, dont I'expres.
im-polisi j—f:p, eft MG:—“’"‘"“;};PPJ%. o
g:—%, on aura p— — E%r‘—g, & dp =£_i£:$_=’
& de plus V(I-Hﬂp)-—r g done (1—pp)? :ETI?’
&' partant %ﬁj—% — m ;

Mais
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_ rr‘cnf!ﬂ
Mais 4 caufe de x» — Viaalin®® o cecol 073 nous 4urong :
i : aaecedP ind
(aafinP? = ce ::I}W}’j%
Par conléquent le rayon osculareur fers
MG — i ae s
(aafin@? 4—ee -:r:d'ﬁ:'ﬂj.'Ir

Donc, fi nous prenons fur le méme méridien un point infiniment pro-
che m, donr la laticude foic = @ <~ 4@, I'élément M fera un
arc de cercle décrit du rayon MO, dont la longueur eft

T P aaee dQ ‘
(aafin@* -4 fecnff#‘}{'

6. L’intégrale de cetre formule donnera la longueur de 'arc
elliprique EM, & pour en trouver la valeur approchée on n’a qu'a
mertre  fin@* =1 —2cof2Q & cofl@?* =24 Icof29, pour

" o gaeed _
(3 (namtme) 1 (ce—aa)cof 20)

Car, puisque ee——aa elt exterémement perit par rapport 4 aa —}-ee

ee—anm __
en pofant T #, notre formule fe change en
Mm — 2auerdO) 2 (1= cof 20) %,
(ﬂﬂ*—*—-t’f}%

dont lintégrale & caule de

(1= dcof20) F— 1~ }5dd—3dcol 20443 dcol4®, fera
Kk 3 EM
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3 (14 15d8) @ — 3 n2Q 41§ 800n40]
(na—=ee)
expreflion qui firisfair trés 4 peu prés, & on pourroit méme encore
rejecter les termes affeétés par le quarré de 4.

EM =

=.  On peut aufli fe fervir de la Fcrrrnulf differentielle pour dé-
terminer la grandeur de chaque degré du méridien: on n'aura qua
donner 3 o lavaleurdundegré,; ou la 1 gomepartie de 3,141 59267,
qui eft la longueur de I'arc de 180° le rayon Ctant pofc — 1. On
metira donc D = o,017453292, & @ marguera la latitude au
milieu de ce degré. Alors la grandeur de ce degré

s aneed@V 2 (1 38 cof 20)
(aa = Ef)i
en negligeant les quarrés de d, & cerre formule fuffir pour dérermi-
ner a chague élevarion du pole la grandeur d'un degré du Méridien.
De li on pourra donc aulli réciproquement déterminer la grandeur
des deux demi - diametres de la Terre par la mefure aftuelle de quel-

ques degrés, en fuppolant que la figure de la Terre foir unfphercide
elliprique.  Deux degrés mefurds feroient fuffifans pour cer cfer, fi

la mefure éroir exaéte au dernier point : mais, puisqu'une erreur dune
feconde en produit une de 16 toifes environ dans la grandeur du de-
gré ; il fera bon &y employer pluficurs degrés mefurés en avouant
3 chacun une petite erreur de 32 toifes au mwins, pour mettre en-
luite d'accord les conclufions.

fera =

8. Polons pour abriger == ”"mvf —A, puisque cette

(aa—d-ce)?
quantité eft la méme pour rous les degrés 5 & les mefures d'un degré
faites au Perou, au Cap, en France & en Laponie nous fourniront
les quatre équations fuivantes.

Afr
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" A(r—}dcof1°) — 56753 = p Toiles
A(1—3d col 66°,36/) = 57037 ~}- ¢ Toiles
A(1—3d col 98°, 46') = 57074 — r Toiles
A(r—3dcofr32°,40") = 57438 =~ 5 Toiles.

en marquant par p, ¢, r, & les erreurs, qui peuvenr s'érre gliffées
dans ces melures ; lesquelles peuvent ére ou politives ou négatives ;
& on les fuppofera aulli petites qu'il eft poflible, puisqu’on y a appor-
t¢ tant de foins, que les errcurs ne fauroient furpafler quelques fecon-
des, a l'exception de la troifiéme, dont l'erreur # pourroic bien étre

plus orande que 32 roiles.
9. Sinous {ubftituons les valeurs de ces cofinus, nous aurons

les quarre équations fuivantes :

L A(1—r1,49977158) = 56755 = p

1. A(i—o0,5957219d) = 57037+ ¢

M. A(r—-o0,2286163d) = s7074 =7

IV. A(r—-r1,0165980d) = 57438 = =
Otons lapremiere de chacune desauntres pour avoir cestrois équations:

0,9040496 0 A = 284 - g—p
1,72838780dA = 321 ~4-r—p
2,5163696 0 A = 685 —~s—p

& divifant par la premiere les deux antres on aura
2 =P —f . B 5 SBI-bi—p . 437
284+ g—7F 34 24 4-g—> g
d'ott il senfuir :
31p—657~1347r=7546 & 280op—4377-F 157516563
1o. Si
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ro. Sinous éliminons p de ces deux équations il en rélultera

—I5of—=307r—1575 = 51594

d'otl nous voyons que les erreurs de la mefure au Cap & en Laponie
doivent éire fuppofées négarives, randis que celle de France eft pofi-
tive. Silon vouloit Tuppoler ces trois erreurs égales, chacune de-
viendroit de 84 roifes, qui feroit trop exorbiranre, pour qu'on la piic
concilier avec I'extréme exaétirude, dont la feconde & quarriéme deces
opérations ont ¢té faites.  Mais on ne fauroit plus douter, qu'il ne fe
foic gliffé une erreur aflés confidérable dans la détermination du degré
en France, & qui pourroit bien monter 4 100 toifes & au deld ; &
fi nous voulions fuppofer entigrement juftes les mefures du Cap & de
de Laponic, ou 4 _—-0 & s——o, nous trouverions I'errcur du
degré en France r — 168 toifes ; ou on fe feroit trompé de 10"
dans les Obfervations celeftes.  Or, fi nous fuppofions » — 100 roi-
fes & s — ¢, on rouveroit ¢ —— s———68 toifes; or on ne fauroit
admettre une erreur fi grande.  Pofons done » —— 120, & on aura
g — s — —48 wiles ; qu'on fauroit 4 peine admertre : mais pofant
¥ — 125 onobtiendra 7 — 5 — — 43 toiles.

11. Puisqu’il faur donc sblolument reconnoitre des erreurs
dans ces mefures de degrés; & la plus grande dans celle du degré
deFrance, qu’on ne fauroit fuppofer audeflous de 12 5 Toiles, pofons
y — 125, & nousaurons:

—1§04=1§75__13219, donci peu prés g—4=s——8§ Toiles.
Avant que de décider féparement fur 'une & I'autre des erreurs g &5,
eonfidérons, quelle en réfulte pour p, de cerre egalité :

3ip—~654""3296, ou pT 106 %42 /4.
Si l'on fuppofe que p——o, on trouve g—-s1 &partant s —-35,
mais {i'on fuppofe p—15, ontrouve g——43% & partant s———42%
d’ott I'on voir que i nous voulions fuppoler I'erreur du degré du Pé-
rou plus grande, nous ferions obligés d'attribuer & celui de Laponie

une
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une plus grande. Donc, 4@ moins que la figure de laTerre ne différe
confidérablement d’un fphéroide elliptique, il femble qu'on doive ad-
mettre les erreurs {uivanres :

p—istoifes; g———43twifes; r —+ 125t0ifes & s=— 43 1oilcs.

12. Cela pofé, les véritables grandeurs de nos quatre degrés

feront : Latitude du milieu
Celui du Pérou — 56768 Toifes o= o° 30f
Celui du Cap — 56994 Tuiles ¢ — 33° 18/

Celui de la France — §7199 Toifes O — 49°, 23/
CeluidelaLaponie — 57395 Toiles @ — 66°, 20/

& ayant fair ces corretions, la figure de la Terre deviendra rédudti-
ble & une [phéroide elliprique , qu'on pourra dérerminer par deux
quelconques de ces quarre degrés mefurés.  Choififfons donc le pre-
mier & le dernier, qui donnent :

A(r—r1,49977150) — 56768 Toiles
A(1-=1,0165890d) — 57395 Toiles,
; 1——1,0165980d __  §739%
'ou l'on tire: — —="— & partant
“m i 1—1,4997715¢ s6768 P

ff —— g

ee——an’

1437898 — 627 donc J = o,00436055 —
Enfuite

ee 144 __ SR =
= — :_5_1-}::71-..&5_:}&::3?593 & — = 1,00437.
Donc lediametre de I'équateur fera 4 'axe de la Terrecomme 2 304229,
ce qui eft précifément le rapport que Newton a érabli; d'ott 'on peut
conclure que les hypotheles , que ce grand Géomérre a faites fur la
{trufture & lattraétion de la Terre, font d'accord avec la véritd,

Méw, de ’dead, Tom, 1X, L1 I3
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13.  Avyant trouvé la valeur de 4, nous en tiverons d'zbord
2aaee’V 2

i,f.-r.z--I—r.-."}g
Fqer

done - T 1157526 Toiles
(aa——ee)®

Ur polons L= tang w, de forre que w=45°, 7, 30/ &

a
nous aurons : «# finw? cof w — 1157526, d'oll nous tirons :

le demi-axe de la Terre a — 3266892 Toiles
le demi-diamerre de I'équatenr ¢ —= 3281168 Toifes.

Or Newton, quoiquil ait érabli le méme rapport’entre 'axe & le diame-
tre de I'équareur, donne au demi-axe 3262166 roifes, & au demi- dia-
metre de I'équateur 3276433 1oifes.  La raifon de cette difference eft,
que j'ai fuppolé ici le dﬂgrﬁ mefuré en France plus grand que Newron,
Maintenant ayant découvert la vérirable grandeur de I'axe & dudiametre
de la terre, on pourra & chaque élévarion du pole déterminer la gran-
deur du degré du méridien.  Car, pofant @ pour la latitude au milieu
Jdu degré, la grandeur de e d¢gr:. lera.

s7142 (1 —o0, 00654082 cof 2 @)

14. Jeremarque ici encore, que fil'on omettoir entierement

Je degré de Frauce, les trois autres feroient admirablement bien d'ac
cord entr'eux: on n'auroit qua fuppofer 4 chacun une erreur de 19
toifes, dont les degrds da Pérou & de Laponic devroient émre aug-
mr:nn‘:s oucelui du Cap diminué. De li réfulteroit une plus grande
ﬂlﬂ'ercnc-.. entre Naxe & le diamérre de 'Equareur, tour comme ona dé-
# remarqué avant que lesflmefures au Cap ayent été connués.  Mais
alors, fuppofant p— 19, §—=—19 & s——19 on trouveroit r— 169
wifes, dont le degré de France devroit étre augmenté; dans ce cas la
cor-

—

AT s7r42 T . 0,01745329




B 267 ah

correftion 4 faire fur le degré de Laponie devroit étre pofirive, au
lieu que je I'ai fuppofée négarive cy-devant; ce qui eft unc marque
bien feure de la juftefle de cetre mefure.  Or, {oir qu'on rejetre Ia me-
[ure du degré de France ou non, il faur rovjours fuppoler ¢ néganif,
d'od l'on doit conclure, que le degré mefuré au Cap ¢t marqué rrop
arand.  On voir aufli que ia mefure faite & Quito eft tris jufte, &
qu'on ne Jui fauroit fuppofer une erreur plus grande que de 20 roifes,
de quelque maniere qu'on fe prenne pour mertre d'accord ces quatre
mefures. Pour le degré mefuré en Laponie, il faur aufli remarquer
quon y a negligé la réfrattion des étoiles prés du zenith, dontona
tenu compre dans les autres mefures.  Or, fi 'on y 2pporte certe pe-
tite correflion, on.arouve quele degré de Laponie {e réduir de
§7438 4 §7422 wifes; ce qui s'approche d'avantage de la correclion
précedente, ot j'ai fuppolé ce degré de 57395 roifes ; & lerreur ne
feroit que de 27 roifes, au lieu de 43.

15. Cependanr je ne dérermine rien de précis fur la figure de
la terre, puisqu'on a encorc licu de dourer, fi on la peur regarder
comme un {pheroide elliptique parfait, dont les deux moirtiés de part
& d'aurre de I'équatcur foienr égales & femblables: quoique, quel-
qu'autre hypothefe qu'on fafle, on foit obligé de reconnoitre quelques
petites crreurs dans les Obflervations, & furtour dans celle de France.
Mes recherches rouleront fur la furface d'un {pheroide elliprique parfait
en général, dont le demi-axe foit = @, & le demi- diametre de I'équa-
teur — ¢, entre lesquels je fuppoferai la difference forr petite. Or,
pour abréger les formules rrouvées cy - deffus, je poferai:

(=8 w5 2aaecV 2 o
L {ﬂﬂ-}—rr}i
ot il fuffic de remarquer, que {i I'on cn veur faire 'application a la'T'er-
re, les valeurs de ces deux lettres ferone affés exaétement.
§ — 0, aog36055 & ¢ = 3273980 toifes.
Ll 2 Alors
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Alors ce que j'ai trouvé fe réduir
Mm= ¢4 9 Ti & en intégrant par epproXimation.
(1—4-dcol20)

EM=¢ (.::-4- 3 30)0 -3 3620+ ;—‘ Jaﬁn4¢>).

XVI.  Je regarde ici comme connué la latitcude du point M, ou.
Pangle ENM, que je nomme — ':p & de 14 on trouve e plus alﬂ.
ment la lﬂngueur de I'arc E M : d'ot I'on voit que pofant @ = s0°,
ou Q — i 7, pofant 7 pour le nombre 3,14159265 &c. le quart de
Pellipfe fera EMA=— 1o (1 - 15 dd)c. Enluite en employant
ces abbréviations on aura le rayon ofculateur du Méridien au point M

ou MO — < . Parla méme latitude du point M
(1—+dcofl20)*
— @, on connoirtra aufli d'abord fa diftance M Q — CPi I'axe, ayant
C p3 et col @ cet
j N eI E T, Ly T—
MO — g5 9 &partant CP— oo -3}}]}
eV 2 col @ A _ .
V(aa—-ce) V(1i-4dcol2D)’ Sudemmoe PR FCQ=
aal 2 fin @
Y} Vi < 3colz qT) Or pour la Terre nous venons
de trouver ;E e ff; ; & e = 3266892 toifes & ¢ — 3281168

toifes. Ou,enemployant les feuleslettresd & ¢, on aa— & &,J Ve .;F_)
cofl @

—— f [EN—
ey o %3 V(1 +4120)
& PM=CQ= Lodhs PRO-

+‘o‘ V(i—4=dcol20)°
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PROBLEME L
17.  Ayant obferve Uélevation du pole en denx ltewx M & M/
fitués fous le méme méridien, détermuner la grandewr de Uarc du me
ridien MM/ compris entre ces dewx lietx.

SOLUTION:

Soit @ I'élévation du pole en M, & §ien M/: & puisque ces
deux licux fonr firués fous le meme méridien, il eft evident que 'arc
du méridien MM/ compris entr’eux eft le chemin le plus court, qui
méne d'un lien 3 'aurre.  Dong, introduifant les lertres ¢ & &, qui dé-

terminent l'efpece & la grandeur du Spheroide elliptique, la grandeur
de I'arc M M/ fera exprimée en {orte

MM/=e((1+4§00) (b-0)— F(lin2d~fin2@) 4§48 (lingd-fing®) ;

en négligeant les termes affectés par le cube & les plus hautes puiffan-
cesde d. Mais en rour casil feroiraifé de pouffer I'approximarion plus
loin, & méme 4 l'infini. On pourra aufliafligner la firuation de cha-

que endroit par rapport a l'axe & & I'équarcur, & celaexadtement fans
approximation; car on aura
fin @ c cof @
CQ= < s M i =
Q (1—-¢) V(1 +dcol2()’ Q (1=-0V (14-d:0l2Q)

- ¢ fin : . ceol &
CQ= (1—-d) V(1—4-dcof2id)’ s el (1-9)V (14-d:0l24)

& outre cela les rayons ofculateurs feront

(o

en M = z &en M/ =
(1--dcof 2 @)* (18 cof2 §)*

& ces déterminarions renferment tout ce qu'on peut demander par rap-
port a ces deux lieux.

Ll 3 SCHO=
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SCHOLIE

1. ﬂne propofe de confidérer deux points qué:[cnnqw:.a fur
Ja furface de laTerre, en cherchant tant leur diftance entr’eux, que

leur firuation par rapport au Mcéridien. Or le cas le plus fimple eft,
lorsque ces deux points font fitués fous le méme Méridien, par lequel
j'ai commencé mes recherches, puisqu'il elt évident que Iarc du Mé-
ridicn compris entre ces deux points eft en méme rems le chemin le
plus court, qui conduit de I'un 4 Pautre.  Mais, lorsque les deux
points ne font pas au méme Méridien, il faur employer la méthode
des plus grands & plus petits pour dérerminer le chemin le plus court
cutr'eux : & j'entreprendrai cerre recherche dans le probléme fuivant.

PROBLEME IL
19. Comnoiffint la Latitude de deux lieux L. & M avec' lewr dif-

férence en Longitude, trowver le chemin le plus court fur la furface de

la Terve LM, qui méne de " un @ Iautre.

S0LUTION
Qu'on méne par 'un & l'autre de ces points L & M les Méri-
diens ALK & AMR, & l'angle que ces deux Méridiens formenr au
pole A mefurera la différence en longitude, laquelle érant donnée
pofons
la difference enLongirude ou l'angle LAM — w
la Latinde du Lien L = &
&  la Latiwude du Liew M =@

ce qui font les trois quantités données outre la grandeur & la figure de
la Terre.  Soir maintenant Ia ligne I. M le chemin le plus court entre
les points L & M, & qu’on la prolonge infiniment peu en m fuivant
fa direétion en »r ; qu'on méne par ce point # le Méridien infiniment

proche Amr, fur lequel on prenne Ap — AM, de forte que Ja Lai-
tude
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tude en g foit la méme qu'en M, favoir =@, & la Latiude en m
fera — @ — d @, donc I'élément du Méridien entre 7 & p fera

3 R 240 7 De plus on aura langle élémentaire
(1= dcol20) '
MA p = dw, quiclt égal 4 'angle, que les lignes perpendiculaires
tirées des pomts M & w & l'axe de la Terre comprendront entrielles.
Or ces lignes perpendiculaires repréfentées dans la premiere figure par
. e cof O
MQfont = oy V(- <ol 2 )
cdwcol P
ment Mp= o— 5 Vit T2 2)’

du chemin LM fera

; d'oll 'on tire 'élé-

& partant I'¢lément

_ J'@i dw? ﬂﬂf@z
Mm=—c¢ V({l—k&cufzﬁij_’ —+ (1—d)? (1—dcol2p)

dont lintégrale doit étre un plus petit. Pofons d@ = p d w pour
rendre un szinimum cette formule intégrale

) PP P | ﬂ?r___ . — -
rév ¥ (e + = o)

PP . cof @? =
Pofons V((I—}-Jmf:@}? ' (1—d)? {1+qui‘z¢;})‘“v’

& j'ai démontré que fi le differentiel de V eft exprimé en forte IV =
Mdw —— Nd@ - Pdp, I'équation qui renferme le minimum ell

exprimée en forte 0 = N — 75 Ou puisque dans ce cas M—o,

cette équation fe réduit 4 cette forme ; V—=Pp — Conlt,

Or
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Or la différentiation de V nous donne

—_— F - ;
= (1—}«5:&1&4{;)3 v {.E'DLI nous tirons

::m['gpi Ty"
(1—|—Jmﬁ¢:33 _ {1—3}“ {:I—I—:Tcﬂfzq"}}

& partant prenant les quarrés, notre €quation deviendra

Vv

aacolp* — PP e cofl @?
(1=-0)* (1~deol29)® — (1=4-deol2@)® " (1-d)* (1 4dl20)
acdwcofl P2

done I'élément du chemin le plus court Mam—= (1-0)* (1§ dcol20)

Or mettant pour p fa valeur % nous AUrons

d w
dw3cofl @? (aacolH? —{1-0)? (1—4-deof2p)) __ J@l’_
(1—3d)* (1—dcof 20)?  (1-=deol2g)?
d'oll nous tirons:
dw— {ltst L
(1~4=dcol2 E}}‘} colpV(amcolp? —(1~d)* (14d:0f20))
P acd@ col O

(14dcol2 r:f,n)% V(eacol@p? —(1-3)? (1 4-dcol29))
Mais, avant que d'intégrer ces formules, on en peut déjd déterminer
Pangle A M mr, que fair 'arc LM avec le Méridien AM, car on aura
ﬁnAMm_. __ (1—d) V([+qur;¢.]

Mm a col @

D’otr pofant l?.?_?-.. on aura 'angle ALM, de forte que
e R J}V{l—l—ﬁmf;h)
a cof A

Pofons
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Polons car angle ALM=—¢, pour l'introduire dans le caicul au lieu
de la conltante @, & nous aurons

(1=8) V (1-4=dcof2n)

T findeln
Cette valeur écant fubftituée donne
finécolhV (1——dcol20)
T el @V (1-4-dcol2n)

iy s (1_—{15@1“n8mrh

(1—-dcol2 ¢}Rf‘@}’{cf.:p“fl‘]&i.l'ﬂhj—fug"’cfh’{liﬁcrztf;l}'l}
cdd -_:nfq} V(1 —+dcolan)

(1 —=dcof20)¥ V(cof@? (140:120)~ng*cn2(11d:T20))
Pour intégrer ces formules, il en faur féparer les particules, qui dé-

pendent de la perire fration d¢, & quand on néglige les termes, qui
renfermeroient le quarrd, ou pIu:-: hautes puiffances de d, on aura

fin AMm— &

Mm—

J as=m=—
d@fin Zcol N dd@fin colheolp J‘n’mfnfcl'{‘cl'hi‘cl'@
cffpV(cfm*—ll"fi‘ﬂ‘iJ " V(clp*~ng?cin?) (clp? — mf’::ﬁ"u.‘)'

dont lintégrale fe trouve comme il fuic :

. fin Zcol A lin® ; fing
b= Adn, Em_f:pl”(luiing"lcﬂfh’,} Hn;qcrhhm'l’{l-fn{*ufh“}

dfin¢ col {* colN fin@ L Confd
(1 —fin &2 colA?) V(col@? —fin¢? cofA?) '
O la conftante fe doit déterminer cn forte, que pofant @ =N angle w,
ou la difference en longitude évanouiffe.

Mim, de D Acad, Tom. IX. Mmg, - Par
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Par conféquent on aura:

- fin ¢ col A fin @ _fing fink
w — A fin. col @V (1-fin¢? colA?) Afin V(1=fing? colA?)
{in m fin A
E Jj'ns’.:f},_ Aln. Va -fnf’ ':r?'...’) "|"'5Tn§':ﬁ'n. Aln .Ir_ffl‘fn'fs cn®)
HMingcof¢2coh) fing 4 fingcof fink cofn?

" (r-Indtefn)V (clp?-né2uinz) 1 ~{in¢?* volA?
Opérons de la méme maniere pour trouver la longucur du chemin
LM, & puisque nous aurons

M ————

ed fin @ ; , g2 clC2cht
Viclp? .-_rn§=cf;-_ﬂ)(1 PRIk dptagdclp ":r.;;;rtﬁu;ucw)
l'intégrale avec la julte conftante fe rrouvera:
LN =

. fin fin A
EY AP o (12802 P
ﬂ_t'iﬁlnf cﬁ'-. )ﬁh-f([‘rﬂgzﬂﬁktj ‘{l Iﬁﬂg l:ﬂ'i. ;ﬁrnmiﬁl—}
— 3 defin @ ¥ (cof @? —find? colAN?) - § dccol ¢ fin A col A
defind? cofl ¢* cofh* fin @ + defnd? el fn helA2
_{'1—i'ng” cof A2 )V (clp?~nc? cofn?) 1—{ing? cofn?
Ainfi connoiffant les deux élévations de pole A & Qen L & M, avee
Fangle ALM=—¢, que fait la route LM avec le méridienen L, on
pourra dérerminer tanf I'angle AMm, quela route fait en M avec la
méridienne, que la difference en longitude, ou Pangle L AM, & Ia lon-
gueur de la roure méme L M.
COROLL. 1.
20. Sinous introduifons auffi I'angle AMm =¥, nous aurons
Py fin ¢ cof A V(1 44 col20)
e <80 V(1—+4dcol2n) &
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& cette valeur a lieu en général, puisqu'aucune approximation n'eft
encore employée. Mais, [i 'on en veur faire ulage, on aura

finf = ﬁlcgf_E;E (1=3dcol2n~=1dcofl2Q) ou bien
fin & col M.
fin§ — _T:'g_:p__ (1 —dcolA? < decolp?)

COROLL 2,
21. Pour abréger le calcul des quantités approchées de w & de
LM, on peut chercher un angle & qui foic:

= fin & col A fin @
«=Aln oV (1=fnd* cof N3

& alors on obtiendra

. fin & fin A
Al S g coln®)

— finacol@p  dfinacoldcol A2 colgp
w—a —&fin ¢ col\ Afin g~ Volp-hriean;
finacofp  definafindcofdeofh? coffp

itk 2 % —_—— — :
LM=—¢(1~3dlind*cofA.* )Afin fin ¢ Vv {cuf@‘—i"mf *coln?)

—3defin@V (cof @ —finé? cofl N? )~ dccol fin A cofA.

COROLL 3.

a2. S'il éroit d—o, on tireroit de ces formules toures les régles
connuds de la Trigonomérrie Sphérique 5 mais ayant déja amplement
trairé ce fujer, je ne m'y arrérerai point.  Cependanrt on remarquera
que les trois élémens &, N, & @ érant donnés, on en peur déterminer
le quarriéme 8 fans inrégration & approximation, tandis que les deux
derniers @ & LM ne {cauroient érre afflignés fans ces fubfides.

SCHOLIE,
23. Voild donc les formules, qui renferment en général les
principes de la Trigonomérrie Sphéroidique, ayant trouvé la réfolu-
Mm 3 tiom
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tion du triangle LAM. Car, quoique je fuppofe un de fes angles au
pole A, ceft une limirarien que la nature du probléme femble ablolu-
ment exiger; & fi aucun des trois angles ne tomboir dans I'un des po-
les, il faudroit rirer par chacun des méridiens, & réduire par I3 le cas
i la réfolution de deux ou trois rels rriangles, que je viens de confidé-
rer. Puisquune furface fpheroidique ne s'eft pas femblable par rour,
pour fixer la fitwation d’un point quelconque, il en faur favoir fon lieu
par rapport aux poles du [pheroide, qui fe détermine le plus commo-
dément par la latitude ou I'élevarion cu pole: & ceft dans cette vué,
que pour les points L & M jai introduit dans le calcul les angles A & @,
qui en mparquent les latiudes.  Or de li on elt en érar d'afligner les
arcs des méridiens mémes AL & AM, qui donnent les diltances ablo-
lués de ces points au pole A.  Cependant ces diftances n’influént pas
immédiatement fur la folurion du probléme, & il {uffit de connoitre les
latirudes des points.  Enfuite pour les ctés, ou les lignes les plus cour-
tes qu'on peut tirer d’un point & un autre quelconque, la principale
dérerminarion, 4 laquelle il faur refléchir, eft I'angle qu’une telle ligne
fait avec les méridiens.  Par ces raifons ayanr deux poines quelconques
L & M fur une furface {pheroidique, pour chercher le chemin le plus
court LM qui méne de I'un a l'autre, il faur d'abord avoir égard 4 la
latirude de chacun de ces deux points, comme dans le calcul précédent
I'angle A marque celle du point L, & @ celle du point M. Depuis,
aprés avoir tiré par les points L & M les méridiens AL & AM, il s'a-
git de favoir premiérement l'angle LAM — w, qui marque la diffe-
rence en longitude des deux lieux propofés L & M, & enluire les an-
gles ALM = ¢ & AMm —#8, que la route la plus courre faic avec
les méridiens en L & M.  Et enfin on aura & déterminer la longueur
méme du chemin le plus court LM, de forre que nous ayons en rour
a confidérer fix éémens N, @, ¢, 8, w, & LM, qui ont, comme dans
la Trigonométrie ordinaire un tel rapporr entr'eux, qu’en connoiflant
trois, on puiffe dérerminer les trois aurres.  Dans la folution que
je viens de donner, jai confidéré les trois élémens N, @, & &, comme

donnés,
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donnés, desquels on trouve aifément le quarriéme §, par I'"équation
flo == finécolh V (1~dcof2 Q)
= cof @ V (1——dcol2A) ’
Toujours la méme, quelques autres trois de ces quarre élémens A, @),
¢, &0, fuflent donnés, puisque le quarriéme en feroit d'abord connu.
Maisil n'en eft pas de méme, fi I'un des deux autres w, & LM, fe rrou-
voit parmi les connués; car puisque les formules, qui expriment les
valeurs de w & LM font fi compliquées, & qu’clles nont lieu que lors-
que la fraftion d eft extrémement perite, on n’en fauroit éliminer les
élémens inconnus. Cependant dans le cas ou d eft extrémement pe-
tite, on n'auroit qu'd regarder le probléme comme de la Trigonomé-
trie ordinaire, & enfuite chercher les correétions, qui réfulrent de I'a-
berration de la figure {phérique, par la mérthode ordinaire des appro-
ximarions, Mais il femble que I'évolurion d’un tel cas ne fera presque
jamais néceflaire , v qu'on peor fuppofer que tant les latitudes des
points L & M, que les angles & & 8 que la ligne tirée L M fair avee
les méridiens en L & M, foient connus érant dérerminables par les
opérations les plus aifées.  Or le plus grand avantage, gn'on puiffe
tirer de cette folution, eft fans doute une nouvelle méthode, gu'elle
fournit pour découvrir la veritable ellipriciré de la figure de la terre, ou
le rapport entre fon axe & le diamérre de fon équarenr: & cela fe pour-
ra exécurer, fans qu'on air befoin de mefurer a&tuellement quelque
ligne, qu'on aura tirée fur la furface de la terre; ceque je m'en vais ex-
pliquer plus amplement dans le probléme fuivant.

de forte que la folution feroit

PROBLEME IIL

24. Déterminer le vapport du diamétre de légrateur @ Maxe
de la terre funs le fecours des mefures alluelles de quelgues degres
de méridien, par une mamiere qui fé puiffe exécuter dans wune feule
comtrée de la terre.

Mm 3 SOLU-
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SOLUTION.

Pour connoitre lafizure de la Terre, on a regardé jusqu'ici com-
me le feul moyen, de mefurer fous des latirudes forr differentes la
grandeur d'un deFré du méridien; afin que de leur inégalité on pilr
conclure celle qui fe trouve entre I'axe de la Terre & le diamérre de fon
équateur. Mais la méthode que je m'en vai propofer ici, ne deman-
de que des opérations, qu'on peut faire dans une contrée affes bornée,
ou dans un pays d'une érendué mediocre, & cela fans qu'on air befoin
de mefurer géomérriquement quelque ligne tirée fur la furface de la
Terre. Suppofons done que le point L fe rrouve & un bour d'une
grande plaine, & d'abord il faur qu'on y obferve la haureur du pole,
& qu'on y tire avec la derniere précifion la ligne méridienne. Pour
I'élévarion abfolué du pole, il fuffit qu'on la fache & une minute prés;
mais il eft néceffaire, qu'on y obferve trés exaltement la diltance de
quelques éroiles fixes au zenith au rems de leur colmination. Soit done
A la hauteur du pole au point L. Qu'on parte enluire du point L fe-
lon une route, qui fafle un angle oblique avec la méridienne, mais
qu'on mefure le plus exaltement qu'il eft poffible cer angle, que fair
le commencement de la roure avec la méridienne en L.  Qu’on pour-
fuive aprés la méme route, en fixant perpendiculairement des piques
en forte qu'elles paroiffent toutes dilpolées en ligne droire; & qu'on
continué cette ligne, qui femblera droite, auffi loin que le rerrain le
permetrra, ayant roujours en vué que la roure ainfi décrite convienne
avec celle que formeroit une corde tendué fur le Terre. 1l feroit bon,
qu'on phr poufler cetre opération par une érendué de pluficurs milles
d’Allemagne.  De cette maniere on fera affeuré avoir tracé la ligne la
plus courte fur la furface de la Terre, & on n'aura pas befoin d'en
mefurer la longueur. Soit donc ¢ I'angle que fait cette roure en Lavec
la Méridienne ; & ayant pourfuivi cette route fort loin jusqu'en M,
qu'on y obferve le plus foigneulément les diftances des mémes éroiles
fixes au zenith deM d leur paffage par le Méridien, afin qu'onen puifle

exadte-
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exaftement conclure la difference des latirudes en L & M, c¢e qui fe
pourra faire 4 quelques fecondes prés ; foit donc @ I'élévation du Pole
en M, & quoique fa quantité abfolué ne foir peur- éwre pas exaéte an
dernier degré, que du moins la difference entre A & @ le foit aurant
qu'il eft poffible. Enfin, on doit aufli tirer en M la méridienne, &
mefurer 'angle A Mm, que fait avec elle la conrinuation de la méme
route LM, & on nommera cet angle — @ : ce fonr toutes les opéra-

tions qu'on aura i faire pour dérerminer le rapport entre le demi-axe
ee—aa
J— Jﬁ]

—a & le démi-diamétre de 'équarenr —e. Car pofant e

aa _1—8 _ & 2—4 o

. (4
de forte que o — 198 & - = mapcuprés,ﬂug__

1 =} ¢, nous n'aurons qu'd réfoudre cerre équartion :

fin 8 cof @ V(1 +dcof2A) = fin¢ cof A V(1 =43 col2 @)
d’ot les quatre angles N, @, ¢ & 0 érant donnés on rire

g fin ¢2 cof A2 — finf* colp®
= f{inf? cof? cofa A — fin¢? colA? col 20

& parrant :

ee __ fing? cofA? fin@? — fin8? col®? finA2
gz — finh? cuf-@’ colA? — ﬁne'“mrh‘ colp®
_ fin¢? colA* — finf§% cofl@p®
=R col@p® {ﬁ:&*——ﬁngﬂj

Ayanr donc exaftement obfervé & mefuré les quarre angles A, @,
¢, & 8, on en pourra conclure le rapport entre 'axe de la Terre & le
diamerre de fon équateur, par le moyen de cette formule que je viens
de découvrir ; fur laquelle il faut remarquer, qu'elle eft exafte, & ne
demande aucune approximation, & laquelle il faur néceffairement re-
courir en employant la méthode ordinaire. Mais, pour rendre cette

eonclufion d'autant plus feure, il faur choifir une telle contrée fur la
Terze

_ ee
au bien: —
ad
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Terre, & une telle diredtion de la route qu'on trace, que de petires
erreurs commifes dans la mefure des angles influent le moins qu'il fuic

offible fur la conclufion.  Or il elt évident que, pins le dénominateur
cof A2, col@? . (finf* — fin ¢2 ) fera grand, plus aufli deviendra
grand le numérateur, ou la difference entre (in¢2colN? & firfi?col@?,
ce qui eft fans doute le cas le plus favoyable, puisgu'alors une petire
erreur commife dans la mefure des angles influé moins fur la valeur du
numérareur , d’ol dépend la juftefle de la conclufion.

REMARQUE,

ag. Aprés avoir obfervé les deux hauteursdu pole enT. & Mavec
Pangle ALM —=¢, filaTerre éroir {phérique, 'angle A Mm—0{eroir

[
tel quil fae fin P = ﬁ_“éé;_f':_ﬂ_:"_"': donc lellipricité de la Terre ne

pourra étre conclué qu'entant que cer angle fe trouvera, ou plus grand,
ou plus petit.  Or 4 caufe de Pellipticité nous avons

fin ¢ cofA .V.I -+—_5c0f2¢,|

WA= ~col P 14 dcolz A
ou bien a caufe de A rtrés perir :
f
finf = o if‘;j (1 == dcof p? — dcofn?)

Ici il eft évident que la difference entre les larirudes A & @ doir écre
fenfible : car fi elle éroit trop petire, la moindre erreur commile dans
leur Obfervation en produiroit une trés confidérable dans la conclufion.
11 faut donc que la route L M ne {oit pas perpendiculaire aux méridien-
nes, puisqu'alors en avangant {ur cetre roure, on ne changeroit pas
fenfiblement de latitude.  On doit principalement ici avoir ¢gard 2 la
longueur de la route LM, quoiqu'il ne foit pas néceflaire de la mefu-
rer; car il eft avantageux quon puiffe parvenir & une conclufion aflés
feure, fans qu'on foir obligé de pourluivre cerre roure trop loin.
Soit donc s la longueur de la route LM, ou foit plitor s I'angle, au-

quel
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quel répond fur une furface fphérique égale 2 celle de la Terre un arc
égal 4 ce chemin, & puisque cer angle eft aflés perir, on aura i pew
prés — A ——scol ¢ ; d'otl'on voit que cof & ne doir pas érre
trop petit, & partant l'angle ¢ ne point trop approcher d'un droit.
Mais il faur également que cer angle ¢ ne foir pas trop petit, puisqu’a-
lors la différence entre les angles ¢ & 8 deviendroit rrop perite, ce
qui rendroir la conclufion également incertaine.  Car ayant cof @ =
cof A —s cof £ fin A, & caufe de s fort perit, on auroit :
fin

— -::_g_f_g’ g (1=2dscofl ¢ fin A cofn)
d'oll I'on voit, que pour que la différence 24's col ¢ fin A col A de-
vienne fenfible, la contrée LM ne doir pas érre trop proche, ni du Pole,
ni de I'Equarteur.

fin § —

EXEMPLE 1.

26. Suppofons que le lieu L fe trouve & Ia latitude de 48° de
forte que A = 48°, & que la roure L M faffe avec la méridienne un
angle ¢ = 30°; Qu'on ait continué certe roure jusqu’i ce qu’on foit
parvenu en M i la larirude de 48°, 52/, ce qui arrivera aprés avoir
pouflé la route par un efpace de 15 miles d'Allemagne & peu prés.
Ayant donc @ = 48°, 52, fi la terre éroir fphérique, on trouveroir
langle AM m =0 — 30°, 34/, 15/ Mais i caule de I'ellipricicé
de laterre, fi nous fuppofons 8=y}, I'angle § fe trouvera plus pe-
tit de 8/, & nousaurons § = 30°, 34/, 7.

Mais fi du méme lieu L ot A == 48°, on éroit parti fous I'angle
ALM — ¢ — 60°, jusqu'i ce qu'on fur arrivé 4 la latitude @ ==
48°, 30/, ce quiarriveroit aufli aprés avoir fait un chemin de r§ mi-
les d’Allemagne environ ; dans hypothele de la Terre [phérique on
trouveroit 'angle AM m — 0 — 60°, 59/, 23//. Mais dans hy-
pothefe de § = ;i cet angle feroit § = 60°, 59/, o/, & partant
de 14/ moindre. Ce cas fera donc préférable au précédent pour en
connoitre U'ellipticité de la Terre.

Mim, de [ Aead, Tom, IX. Nn Suppﬂ-
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Suppofons que partant du méme lieu L o0 A == 48°, la route
L. M foir telle que I'angle ALM — ¢ — g0°, & quaprés avoir fait
un chemin de 1 § miles environ, on parvienne en M 4 la laritude p =
48°, 10f. Alors dans 'hypothefe de la terre fphérique on trouveroit
Vangle AMm — 8 — 8:1°, 6/, s9//: or dans I'hypothefe de Iel-
lipricité & — 5§, cet angle feroit § = 81°, 6/, 42/, & partant
de 17/ moindre.

i EXEMPLE 2.

27. Pofons que la contrée foit {i grande, qu'on puiffe conrinuer
laroure L M a la diftance de 30 miles environ, & que la latitude
du lieu L foir la méme qu'auparavant favoir, N == 48°. Suppofons
d’abord que I'angle de la roure foit ALM—=¢=— 30°, & la larirudeen
M fera @—= 49°, 44'. Dong, fi la terre étoit fphérique, I'angle AMm
feroit § — 31°, 10/, 20/ ; mais dans 'hypothefe de I'ellipticité § =
xi5 cetangle fera = 31°, 10/, 4#/, & partant de 16/ plus perit.

Mais en partant du méme lieu L o A = 48°, fous l'angle
ALM = ¢ — 60°, par un efpace de 30 miles environ, jusqu’ ce
qu'on parvienne 4 la latitude @ — 49°, hypothele [phérique de la
terre donneroit 'angle AMm — 0 = 62°, 2/, 27/; mais I'hypo-
thefe de Pellipricité § — 545 produiroit § = 62°, 1, 58/, la dif-
férence érant 297,

Or {uppofons que la roure tracée L M fafle avec la méridienne en
L'angle ¢—80°, & qu’ipris I'avoir continuée par 30 miles environ,
‘on foit parvenu en M 4 la latitude @ = 48°, 21/. Alors dans T'hy-
pothefe fphérique I'angle AM m feroit 6 — §2°, 32/, §3/; or dans
I'hypothefe de Pellipticité d = 5§y cet angle fera § — §2°, 32/, 11#
de 42/ moindre.

Puisque dans ce cas [a différence en ladrude eft encore affés fen-
fible; on pourra I'angle ¢ plus approcher de go®: foit donc I'angle
ALM=¢ = g5°, & qu'aprés un chemin de 30 miles environ on

parvienne
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parvienne en M, olla laticude foit ¢ = 48°, 10/  Alors dans I'hy-
pothefe fphérique I'angle AM m feroir 6 — §8°, 3/, 43, or dans
I'hypothele de I'ellipricité § = 5§y cer angle fera § — g5°, 2/, 297,
& partant de 76/ moindre.

COROLLAIRE.

28.  On voir par li, qu’a moins que la contrée LM ne {oir fort
proche de I'équareur, il eft toujours avanrageux de prendre I'angle
HL M i peu prés droit.  On le pourra méme faire tout i fair droir,
mais alors le calcul deviendra un peu different de celui, que j'ai em-
ployé¢ jusqu'ici, puisquen pourfuivant la route LM, on approchera
de plus en plus de 'équarcur.  Mais il faur bien remarquer, gu’on fait
ici abftraétion de toute erreur, qui fe pourroit trouver dans les hau-
teurs du Pole, 1l vaudra donc la peine de déveloper ce cas particu-
liérement.

PROBLEME 1V

29. Sion partant di liew L on trace la voute L Men forte, gu'el-
le foit perpendiculaire & la mévidienne ALE, & gu'on continué cette
route en M, oi lon olferve la hautewr du pole : trogver langle AML,
gite cette voute fera avee ln mévidienne tivde pav M, tant dans Uhypothe-
Je de la terve fphérigue, que dans Phypothefe de Pellipticité exprimée
par la fraltion .

SOLUTION.

Soit A la hauteur du Pole obfervée en L, & rracant Ja route LM
perpendiculairement & la méridienne tiréeen L, on y trouvera l hau-
teur du Pole de plus en plus perite.  Car fi dans I'hypothefe de la ter
re {phérique on continuoir 'arc LM, qu'il répondic & langle s, &
qu’on nommit la hauteur du poleen M = ?, on auroirt par la trigo-
nomérrie {phérique fin @ finh cofs, & partant @ < A
Soit donc en genéral @ la hauteur du pole obfervée en M, & puisque
@ < n, pofons § — A —uw, de forre que w foit un angle fort pe.
it par rapport & A, parce que nous fuppofons le lieu L aflés ¢loigné
de P'équareur, & laligne LM forr petite.

; Nn 2 Cela

Fig. 3.



* 284 R

Cela polé fi la terre étoit fphérique, & que nous nommaflions
{'angle ALM — 8, nous aurions & caufe de ¢ — go°:
cofl A __ col A
cof @ — coflA colw — fin A finew
& i caule de w fort perir,
V(zwlin kA cofl A == fin A? — w?® coflA?)
col A —4— wfin A
ou

fin § —

col f =

1 wilink w?(col K2 = fink 2
colt=( g — ) (V2ulismeolh— 27
d'ou nous tirens :
Vwfin2 - w? (2——col2)
col A 2cofl N Vwfinz A

Donc, puisquel'angle 8 eft 4 pen prés droit, fi nous pofons § = go®—p,
i caufe de cof § = fin g = @ — } @3, nous aurons

__Vwfin 2 A w? (4 — col 2 \)
i cofl A 6col A Vwlin 2\

cofl § —

Mais confidérons & prélent la terre comme un elliploide, &
ayant :
cof A
ﬁ“‘=ErT’g (1 == & cof P2 — & cof A2)

ou bien
fin § = (1 — wtang A) (1 -~ 2 d w fin A cofn)
Puisque 'angle # eft aufli & peu prés droir , pofons pour ce cas § —
909 — p & nous trouverons
— Vuwlinax w? (g4 —cofl2 A 2 d wfinh cof A2
b="ln = SwlAVabnan Vwinap

D’ou
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P'ott 'on voit que la dfference entre la fgure Iphérique & elliptique
de la terre, produit dans l'angle AML — § une difference qui monre
idcol AV wfin 2 N, donr l'angle AML et plus grand dans Ihypo-
thefe de I'ellipfoide applati, que dans I'hypothele fphérique.

Mais, fi la roure ML eft mefurée fur la furface fphérique par Uan-
gle s, ayant fin @ = fin A cof s = fin A colw — cof A fin w, on au-
raw=— } srrang A, & partant la dite difference fera =’ finA.colA.

COROLL I.

30. De ld on voit que cetce différence devient la plus grande
fous la latitude de 45°, lalongueur de laroute s demeurant la méme.
Or, fi nous pofons s — 2°, A = 45°, & § — ;14 cerre différence
ne fe trouve que 3 3y. $5 =15 3/, ce qui eft de beaucoup moins
gue dans le dernier cas du fecond Exemple (27), ol pour une route
égale ayane pris l'angle ¢ — g5°, la différence s'eft rouvée 76//.

COROLL 3Z.

gr. Tl neft donc pas avantageux de faire langle ALM = ¢
droit, quoique la difference devienne trés fenfible, fi Pon approche ces
angle tant de g0®, qu'il n'en différe plus fenfiblement: puisque dans
le cas ¢ — 85°, la différence s’elt trouvée de 76/, tandis que faifant
Fangle ¢ droit, elle ne monte qu' environ 1 5#.

COROLL 3.
2. Ileft done fort imporrant de dérerminer Panole &, fuivant

lequel, lorsqu’on produit la roure LM jusqu'y une cerraine diftance, fa
différence entre les valeurs de Fangle 8, qui répondent tanr 4 la figure

fphérique qu'elliptique de la terre, devienne la plus grande.
| Nn g PRO-
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PROBLEME V.

33.  Trouver In divedlion de la route LM, gu'sl fant choifir pour
qi’aprés étre parvenicen M, € y avair obfervé Li havtevy du pole, Pan-

gle de la voute avec la mévidienne en M diffeve le plus qidil foit poffible

dans les hypothefés de la fphéricite & ellipticité de la Terre,

SOLUTION.

Soit la hauteur du pole en L =N\, TIangle de la gBure LM,
qu'on cherche, ALM — ¢, & la hautcur du pole en M=@. Or
le principal, & quoi il faut ici réfléchir, eft Ialongeur du chemin LM,
afin qu'en la prenant a peu prés la méme, la différence entre la fphérici-
té & Pellipricité de la terre devienne la plus fenfible dans 'angle A M.

ue I'sngle s marque la longueur de la route LM, fi la terre étoit
{phérique,, & alors on aura par la trigonométrie fpherique:

fin @ = cof ¢ col A fin s—— fin A cof s

Soit done cer angle @ la hauteur duPole en M, ol faut bien remar-
quer, que lorsque la terre n'eft pas fphérique, I'angle s ne fe rappor-
te plus 4 la longueur de laroute LM, ol il n'en marquera qu's peu
prés la grandeur.

Confidérons maintenant la rerre comme [phérique, & pofons

fin Z col N\
coflp

Mais donnant i la terre une ellipricité exprimée par d, cerangle

AMm fera un peu plus petit; pofons donc cer angle AMm—0—w,
& nous aurons

Pangle AMm—0, & nousavons vii quil y aura fin § —

fin ¢ col N
fin(f—w) = ]—cgr—@—- (1—d (cof A2 —cofl ?))
or cette équation fe reduir &

::ur:u — mi‘ﬂ' finw= 1 -—thnf?ﬁ-’ e ﬂﬂrﬁi}
d'ot
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Jott T'on voit que I'angle w étant fore petit, le cas ne fauroir &re
plus favorable, que lorsque 8 = go°, puisqu'alors, a caufe de
cof w—1—3ww, & w? = 28 (col N* —col p?) la difference w eft
déterminée par V'8, & partant beaucoup plus confidérable que fi elle
étoir proportionnelle & 4.

col P

Polons donc § — go®, & il faur qu'il y air: fin { = —=Fx 4

oucofl @ = fin & cof A, donc fin @ = V/ (1 —fin {2 cof A%). Or
cette valeur érant fub(tiruée donne
1—find? efA2= cof ¢*cIN? fins? } 2l fin A cfMins cof s 4linh? cfs?
ot
o= (cof ¢ cof \ cols — fin\ fins)* donc col{ = tang\ tang s
& de li nous rirons:

__ finAfins® __ finn
ﬁﬂm‘.,— Eﬂ}rj' T ﬁn?-..t:ﬂ-f:_ E_.;;f_;

Ayant donc érabli la longueur de Ia roure 4 peu prés felon la narure de
la contrée, en forte que quinze miles d’Allemagne foient contées pour
un degré: onaura d'abord P'angle ALM — ¢, que la roure doic fai-
re avec la méridienne en /, par la formule ::nl's’ —rang Arang s: &
on parviendra fur cette route & un endroit M, ot 'élévation du pole fe-
fin A

col &'

ra @, de forte que in @ =

Or érant parvenu 4 cette hauteur du Pole fur la roure marquée
LM, il cft certain que fi la rerre éroit fphérique, on trouveroir la rou-
re perpendiculaire i la méridienne en M; ou bien I'angle 8 feroir droit.
Mais, dans 'hypothele de l'ellipticité de la Terre, l'angle A M fe trou-
vera moindre que droit: fuppofons donc que cer angle foit —g0°~w,
& nous aurons a caufe de § — go°

cofl w=1-=46 (col\* —cofl p?) —1-Lww
donc
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done @ =V 2d (col A? = col P?)

fin A2
or cof @*—1~ —= & partant

cof s®
= fin A2 __
Par conléquent nons aurons w = fin A tang s} 2 4

ou, puisque |'arc s eft toujours fi perit, qu'on le peur cenfondre avec la
tangente, la différence des angles A Mm qui répondent, ou & la fphéri-
eiré ou 4 Pellipticité de la Terre, fera

w=sfinAVa2al
Et réciproquemenr ayant bien obfervé I'angle AMm=—90° —w, onen

2
déduira la figure elliptique de la rerre: d = - :Jﬁn}F ou 4 caufe
o cnfs’ . e e
desr— ang A on aura § — s eol 2 e

COROLL 1.

34. Cette méthode femble donc fort avanrageule dans toures les
régions de la terre, qui ne font pas trop proches de Péquateur, puis
que & caufe de fin A trop perit, la difference w deviendroic infenfible.
Mais plus le pais eft éloigné de I'équareur, cerre opération fe prarique-
ra avec d'autant plus de fuccés.  Cependant il eft évident, que trop
prés des Poles cette méthode perd & d'autres égardsfon urtilité; puisque
fous les Poles mémes il n'y a poinr de lignes méridiennes.

COROLL 2

35. Plus on continut loin la roure LM, & plus devient grande

la différence w dans la méme raifon.  Mais il n'en eft pas de méme de
Pellipticité 4, dont I'angle w [uitla raifon foudoublée: de forre que fi Ia

valeur de d devenoit quatre fois plus grande, I'angle w ne feroir aup-
: menté
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menté qu'an double, Or la grandeur de cet angle w fuppléra fuffifam-
ment d ce défaut. .

COROLL. 3.

36. Suppofons I'ellipticité d = 555, & lalonguenr de la route
LM environ, de 15 miles d'Allemagne.  Soit de plus la hauteur du
pole en L de 45°, & d caufe de fin A = "l_/% &sr—1°, ilyaurad
peu prés w — % degré.— 4'; & cetre différence eft affés fenfible
pour découyrir la véritable ellipticité de la rerre.

EXEMPLE

- a7 Quelelieu L fe trouve i la latitude de §2°, 31/, & qu'on
ait Ia commodité de tracer une ligne vers l'ouéft, ou environ, par une
érendué de 1 5 miles environ, & il s'agit de rrouver la direétion la plus
avantageufe delaligne LM tracer. PuisqueA—52%31/&s=1°,
on aura

[tangN = 1o,115381¢ .« + [Ifinh=y9,8995636

4 ltangs = §, 2419215 . = [cols = 9,9999338

! cof @ = 8,.3572026 [in @ = 9,8996298

donc ¢ = 88%41445" & @ —ys2°3 4"

Maintenant, puisqu'il feroit impoffible d'obferver exaftement ces mefu-
res, & qu'il fuffic de s'en tenir 4 peu prés, fuppofons qu'on air rracé
la ligne LM en forte, qu'elle faffe avec la méridienne tirée par L vers

le nord un angle de 88°, 41/, 30%, & quorm ait poullE cette ligne
jusqu'en M, ot I'on ait obfervé la hauteur du pole de 40!/ plus grande
qu'en L: de forte que
A—752°, 31/; {—88° 41’ 30/ & @ = 52°, 31/, g0/l
Cela pofé, voyons fous quel angle certe ligne LM fera inclinée 4 la mé-
ridienne tirée par M, rtant lorsque fa terre feroit fphérique que fphéroi-
Miw, de FAcad, Tom, 1K 0o dique
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digue elliptique dans Phypothefe d — 535  Or d'abord fila terre
étoit fphérique, & qu'on pofir langle AM = f, ayant

finf = hﬂirc;m , nous aurons ce calcul 4 faire:
I fin ¢ — 9,9998868
! col' N = 9,7842824
9,7841692
Icof p = 9,7841726
donc [/ fin 6 = 9,9999966
& parrant f — 89°, 467,241

Mais fi la terre éroit {phéroidique felon la valeur d = ;§5 & que §
marquét encore I'angle AMam, ayant

—findcofN o, o ?
finf = 5 (1 =& (cof h* —col p?)) g
3l faudra faire ce calcul:

- leofN*=—09,5685648 . . . . . cof A2 = 0,37030904
Jeol@? —39,5683452 . - . . . cofl p? — o,3701223
“cof A?* — cof @* = oj0001171

J (cof N* — cof ®?)= o0,000000%

. fin ¢ col A
& partant fin 8 = o0,9999992. o
; fin ¢ cufi'.. _ 56
or m — 559959
l 0,9999992 = 9,9999996
fin § — 9,9999962
& partant § = 89°45%36M

La différence eft donc 48"/, mais elle monteroit bien 4 4/, 30/, fi['on
avoit fuivi exaltement les déterminations trouvées par le calcul,

HM':
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REMARQUE I ,
38. Mais dans cet exemple & d'autres femblables, il faut bien re-
marquer, que la différence des latitudes A & @ elt i perice, que la
moindre erreur commile dans les obfervations influeroit trop fenfible-
ment fur la conclufion. Car, puisqu'aprés avoir obfervé les quatre
anglesh, & ¢, b,ona p:i,:ur Pellipticité de la terre
o fin § col @ .
5‘_.._. (I - mri ::Lnf?-.. ﬂDf@ }
pour que la conclufion foit feure, il faur que le dénominateur ne pra-
vienne pas trop petit. Or, pour faire voir combien une erreur com-
mife dans la mefure de ces angles influé fur la conclufion, confidérom
le ﬂﬂﬂ'ﬂl‘:l cas du 2 exemple §. 27. ot fuppofant § = 55 les quarre
angles éroient
Nt =480, 10l &= 55", 8 0 — gg*, 2/, anii,
& fuppofons que dans la difference des latirudes A & @, & dans celle
des angles ¢ & 0, on [e foit trompé de 57/, de forte que des opérarions
aftuelles on air tiré,
N=48°%; @=—48%'10/, 5#; {=8s5°; &O0=18°, 2/, aall,
& voyons quelle feroir | ellipticité qu'on en trouvera:

Iinf§ — 9,9097457 {col hN* — 9,6510218

col @ = 9,8240019 ! cofl * — 9,6481838
9,8238376 cof A2 = 0,4477358

Ifin ¢ = 9,9983442 cof P* — 0,4448195

l colh. — 9,8255109 Den. — 0,0029163
9,8238451

finfcol@ 403 1

i — donc §d = ——- = —

fin¢ col h 9,9999825 29163 72

nombre = 0,9999597

Numérateur —= 0,0000403

On trouveroit done V'ellipticité beaucoup pIus grande qu’elle ne feroit
en effer, & cette grande difiérence réfulte principalement de l'erreur

de l'angle @ dans le numérateur: car le dénominateur n'en fouffre pas
Oo 2 con-
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confidérablement. Car, fi I'on fe tmmp; dans I'angle @ de 4@, la va.
' , ‘ d@finffin®

leur de § en devient faulle de fin ool R (el T = ool 15
cette erreur fera ala quantité de & méme, comme 4@ finf fin @
4 findcof A=finfcofl @. Donc, afin que I'erreur ne foir pas confidé-
rable, il faut que fin ¢ cof A —finf cof @, & partant aufi le dénominareur
cof A —cof * ne devienne pas trop petir.

REMARQUE. 2.

39. Il vaudra donc mieux de faire I'angle AL M —¢ plus’ peti,
quoique la différence dans I'angle § pour I'hypothefe fphérique & el-
liptique devienne plus petite ; car les avantages remarqués cy-deffus
lorsqu’on prend I'angle ¢ presque droit, fuppofent sbfolument, quon
ne commette pas la moindre erreur dans l'obfervation des laricudes, &
dés qu'on y doit foupgonner quelque erreur, il faur abandonner cette
route, & lui en préférer dautres, ot 'angle ¢ eft pris beaucoup plus
petit.  Ayanf donc trouvé en fuppofant

$ = —, AN—48% @0—49°% {—60°, l'angle §—62°, 1/, 38/

, oubien

229
fuppofons qu’on sit trouvé par les opérarions actuelles :
AT=48%; @P—49°% 0ol s/; ¢—60° & B==6a°,1/, 530

& cherchons de 1a I'ellipricité &':

/fin 0§ — 9,9460614 |/ cofl A\* = ¢,6510218
fcof@ = 9,8169308 |/ col@* = 5,6338616

9,7629922
! fin g” — 9,937§5306 cof A2 — 0,4477358
fcoflh = 9,8255109 a:nftt,l’ — ©0,4303894

9,76304i5 | Dénom. = o,0173464

! finf coflp __ — 1135 1
fmfcuﬁ;”‘ 9,9999507 Donc § — 173464 e I—E

nombre == 9,9998867
Numérateur = o0,0001135

Dans
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Dans ce cas done Perreur des obfervations influ ‘beaucoup moins fur
la conclufion. Cependant on rrouvera de méme, qu'il nelt pas avan-
tageux de prendre Pangle & trop petit; car fi nous le prenions de 30°,
& que nous fillions @ de 5/ trop grand, & 0 de §// trop petit, nous
trouverions § — 545 : d'ol l'on peur conclure que le meilleir parti
eft toujours de tracer la ligne LM en forte, quelle fafle avec la méri-
dienne un angle moindre que 60°, &plus grand que 30°. Il ya
d’aurres raifons qui confeillent de prendre cetr angle ¢ de;54°, 44/,
pour que fin ¢'* cof ¢ devienne un maximum : mais, puisqu'on eft in-
certain, fi les erreurs affedtent les angles A & @, & quel rapport ces
doubles erreurs riennent entr'elles, on ne fauroir rien déterminer de
précis la deflus; & il fuffic d’avoir fixé les limites de 30° & €0° entre
lesquels I'angle ¢ doir &re choifi, Orle plus avantageux eft de con-
tinuer la ligne LM aufli loin qu'il eft poflible ; car plus on la pourra
allonger, & plus fera-t-on {ur de la conclufion, qu'on en rirera.
Cependant je dois avouér que cette méthode ne fauroir jamais érre exé-
curée dans la prarique: car non feulement on rencontreroit des
difficulrés infurmontables & rracer la ligne la plus courte; mais aulli
la ligne méridignne ne fauroir jamais érre tracée fi exaltement, que
le fuccés de cette méthode l'exige , une erreur de 20/ y étant pres-
que inévitable.




