REMARQUES
SUR LES MEMOIRES PRECEDENS
ps M. BERNOULLI,

paR M. EULER.

1.- i

| n’y 2 aucun doure, que M. Bersowlli n'aic infiniment mieux déve-
loppé la partie phyfique, qui renferme la formarion du lon dans
le mouvement des cordes, qu'aucun autre n’a fait avant lui. On s%-
toit presque uniquement arréré @ la dérermination méchanique du
mouvement , dont une corde tendué peut étre ébranlée, fans re-
chercher aflez foigneufement la nature des fons, qui en font produirs.
Malgré I'infinité de manieres differentes donr on a rrouté qu'une cor-
de peut érre mife en vibrations, on ne voyoir pas comme il feroit pos-
fible, qu'une méme corde puiffe rendre & la fois plufieurs fons differens;
& c'eft & M. Bernowlli, que nous fommes redevables de cette heureu-
fe explication, qui eft fans doute de la derniere importance dans laPhy-
fique, Il eft aufli évident, que cette belle idée s’érend i routes les au-
tres efpeces des corps fonores, & que le méme corps peut rendre 4 la
fois tous les fons differens, donr il eft fusceptible féparément ; & c'eft
le fujer que M. Bernonlli a traité avec le méme fuccés dans fon fecond
Mémoire.

IL M. Bermoullitire routes ces excellentes réfléxions uniquement
des recherches, que feu M. Taylor a faites fur le mouvement des cor-
des, & foutient contre M. d'Alembert & moi, que la folutign de Ziry-
lor eft fuffifante 3 expliquer rous les mouvemens, dont une corde eft
fusceptible; de forte que les courbes, qu'une corde prend pendant fon

mouve-
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mouvement, foit toujours, ou une trochoide allongée fimple, ou vm
mélange de deux ou plufieurs courbes de la méme efpece. Or guoi-
qu'un rel mélange ne plt plus étre regardé comme une trochoide, &
que la feule poflibilicé de la combingifon de plufieurs courbes de M.
Thylor rende déja fa {olution infuffifante ; il me femble qu'elle eft en-
core infuffifante & d'autres égards, & que le mouvement d’une corde
pourroit érre tel, qu'il feroir impoflible de le rapporter i I'efpece des
rrochoides Tayloriennes.

III.  Sitoutes les courbes, auxquelles la corde sapplique pen-
dant fon mouvement, éroient comprifes dans cette équarion,

y = afin”= 4-¢fin ’—? —+ ¥ fin ii:i' +Eﬁni—:—”+ &e.
le fentiment de M. Bernowlli feroit jufte; vuque prenant chaque terme

. myx .
&parément, une telle équation y — g fin - donne toujours une

des trochoides affignées par Ziylor ; & notre équation feroir formée
de plufieurs trochoides.  Mais, dés que le nombre des termes dans cet-
te équation devient infini, il me paroit, encore douteux, fi 'on peut
dire, que la courbe foit compofée d’une infinité de trochoides: le noms-
bre infini femble détruire la nature d'une telle compofition. Cepen-
dant j'avoué, que M. Bernow/li aurcit pu parvenir 4 la découverte de
toutes ces courbes par le feul raifonnement fondé fur la compofition
des trochoides Tayloriennes , & que I'équation rapportée, quand
méme elle {eroit continuée i U'infini, en eft une fuite fort naturelle,

IV. Mais il y a des cas, ol certe équarion sérendant i I'infini
eft réduétible 4 une équation finie, & alors furrour ce feroir parler fort
improprement, {i l'on difoir, que la courbe étoit compofée d’une in-
finité de rrochoides ; I'équation méme en fourniffant une idée & con-
ftrution beaucoup plus fimple. Ainfi, lorsque les coéfficiens @, &,
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¥, ¢ &c. forment une progreflion géometrique, i'équar.inn infinie fe
réduit 4 cette équation finie :
¢ in mx

———
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qui renferme fans contredic des courbes, qui peuvent convenir au
mouvement d'une corde, méme de I'aven de M. Bermoylli , pourvu
que » marque un nombre plus petit que 'unité.  Cerre corde devroit
donc bien rendre 4 la fois une infinité de fons, dont les plus haurs de-
viendroient de plus en plus foibles ; mais 1’équation nous offre une
idée beaucoup plus fimple de certe courbe, que fi nous voulions dire,
qu'elle éroit compolée d'une infinité de trochoides Tayloriennes.

V. Maisil y a plus: je n'avois donné certe équation,
}lznfm? —~Efin "—’:—“' — ¥ fin 3-7”'5 -|—a‘rm‘”"—:_“' +-&®

que comme une folurion particuliere de la formule, qui contient en
général routes les courbes, qui peuvenr convenir 4 une corde mife en
mouvement : & il y a une infinité d'autres courbes, qui ne faurocient
&tre comprifes dans cette équation.  Si M. Bernoulli tomboir d’accord
13 deflus, il n'auroit pas avancé, que routes les courbes d'une corde
frappée réfulroient uniquement de la combinaifon de deux ou plufieurs
courbes Tayloriennes ; & il auroit reconnu, que le raifonnement fon-
dé fur cerre combinaifon n’eft pas fuffifant 4 fournir une folution com-
plette de la queftion, dont il s'agit. Il n'auroit pas non plus regardé la
méthode, dont M. d’Alembert & moi nous fommes fervis, comme
trop embarraffée pour arriver 4 une folution générale, qui fe pourroit
tirer d'une fimple confidération phyfique. La quelftion principale, que
j’ai @ déveloper , eft donc: fi toutes les courbes d'une corde mife en
mouvement font comprifes dans I'équatian rapporiée, ou non?
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VI. M Bernmoulli ne contelte pas direftement la négarive, que

j'avois avancée: il fe contente de dire, qu'il n'elt pas encore

éclairci 1A deffus; cependant c'eft uniquement fur ce point qu'eft fon-
dée la préférence, qu'il tache de donner & fa méthode fur celle, dont
M. &' Alembert, & moi, nous fommes fervis. Car fi la confidération de
M. Bernoulls fournifloit tourtes les courbes, qui peuvent avoir lieu dans
le mouvement des cordes, il eft certain qu’elle feroir infiniment préfé-
rable 4 notre méthode, qu'on ne pourroit plus regarder que comme un
dérour extrémement épineux pour parvenir a une folution fiaifée d
trouver. Mais au contraire, fi la confidération de M. Bernoulli ne dé-
couvre pas routes les courbes, qui peuvent convenir 4 une corde mife
en mouvement, & qu'il y air des cas, od la figure de la corde eft ablo-
lument irréduétible aux rrochoides de M. Ziaylor; il eft auffi incontes-
table , que la méthode de M. Bernoulli, quelque belle qu'elle foit en
elle- mEm:, ne foit de beaucoup mﬁ:nem': i la méthode direéte, qui

fournit toures les folutions poflibles.

VII. Or il me femble que cette circonftance ne fauroit &re ré-
voquée en doure, dés qu'on confidére, qu'on peut donner d'abord a
la corde une figure quelconque. Car concevons, qu'on ait donné i la
corde avant que de la relicher, une figure, quin’e(t pas comprife dans

2aTx

Péquation y — & fin —-}-—gfn —— = &ec. &iln'yaaucun

doure que la corde, iprés avoir éré reiﬂchéc fubirement, ne foir dérer-
minée 4 un certain mouvement.  Heft aufli cerrain quela

qu'elle aura aprés le premier inftant fera encore bien différente de cetre
équation ; & quand méme on voudroit foutenir, qu'aprés plufieurs
inftans elle s’affujertiffe enfin 4 une figure comprife dans la dire équa-
tion, on ne fauroir disconvenir, qu'svant que cela arrive, le mouve-
ment de la corde ne {oit bien different de celui, que la confidérarion de
M. Bernoulli renferme. Ce premier mouvement n'érant donc pas cer-

minement conforme auﬂmxuréts de la théorie de Tirylor, me fem-
ble
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ble tour 4 fair fuffifant & faire voir, que cette théorie n'eft pas ca
pable de nous éclairer fur rous les mouvemens, dont une corde eft
{ufceptible.

VIIL. OnTera donc obligé d'avouér, que le mouvement de la
corde, du moins pendant quelque tems depuis le commencement, dé-
pend de la figure, qu'on sura donnée d'abord i la corde; laquelle érant
abfolument arbitraire, il eft impofible de foutenir, que ce moyvement
foir toujours d'accord avec lesdites loix. Il {femble encore forr incer-
rain, fiun rel mouvement fe réduife enfin parfaitement 4 )a rrochoide
de Taylor; & quand méme cela arriveroit, comme M. Bernoulli a re-
marqué rrés ingénieufement qu'il arrive dans le mélange de deux ou
plufieurs trochoides, la caule ne fauroir éme atrribuée, qu'au rallentiffe-
ment du mouvement, caufé par des circonftances externes, auxquelles
on ne fait point réfiéxion dans le calcul.  Ainfi cela ne doir pas méme
enrrer dans la folution, g l'on fait abftraftion de toures caufes, qui

euvent rallentir & altérer le mouvement. De li il s'enfuic, qu'une
Fnlurian ne fauroir &mre jugée complerre, 4 moins qu'elle n'embrafle
rous les cas du mouvement, pour routes les figures poflibles, qu'on
pourroit denner & la corde au commencement.

IX. Mais peut-fre repliquera-t-on, que I'équation
y=afin == - &c. & caufe de infinié de codfficiens indéeermi-

nés, eft fi générale, qu'elle renferme toutes les courbes poffibles: & il
faur avouér, que fi cela éroit vray, la méthode de M. Bermoulli four-
niroit une folution complette. Mais, outre que ce grand Géomerre
n’a pas fair cette objection, toutes les courbes comprifes dans cetre
équation, quoiqu’on augmente le nombre des termes 4 linfini, ont de
certains caractéres, qui les diftinguent de roures autres courbes. Car
fi 'on prend Tabfciffe x négative,, Uappliquée devient 2uffi négarive,
& égale a celle qui repond  I'ablciffe pofitive x; de méme l'appliquée
qui répond i I'abfciffe @ ==, cft négaiive, & égale 4 celle qui con-

yient



d 201 el

vient i I'ablcille x. Donc i la courbe, qu'on aura donnée 4 la corde
au commencement, na point ces propri¢eés, il elt certain qu'elle n'eft
pas renfermée dans ladire équation. Or aucune courbe algébrique
ne fauroir avoir ces propriérés, qu’il faur donc toures exclure de cerre
équarion; & il n'y a avcun doure , gu'il n'en faille auili exclure une
infinit¢ de courbes rranfcendentes.

X. Mais, puisquela premierecourbe qu'on donne la corde, eft gb.
folumene arbitraire, il peut arriver, & il arrivera méme le plus fouvent,
que cetre premiere courbure n'eft exprefiible paraucune équarion, foit al-
gebrigue, foit tranfcendente, & qu'elle n'eft renfermée dans aucune loi
de continuiré. Une telle courbe ne fera donc pasa plus forte raifon com-
prife dans I'équation alleguée.  Suppolons donc que la corde ait en au
commencement une telic fizure quelconque, fuppofition daucant
moins impollible, que c’eft plutoe lafeule, qui puiffe avoir lieu dans
la pratique; & je demande quel fera fon mouvemenr, aprés qu'elle au-
ra ¢eé relichée? U eft bien cerrain gue ce mouvemenr érant réel doit
érre dérerminable, & il eft aufli certain, qu'il ne fauroir étre renfermé
du moins pour les premiers inltans, dans celui que M. Bernoulli a viré
des trochoides Tayloriennes : & parrant cette folution, toute belle
qu'elic eft dailleurs’, ne fauroit avoir lieu que dans les cas, ol par
quelque hazard la corde a requ au commencement une des figures
comprifes dans I'équation mentionnte ; tous les aurres cas feront exclus

de cetre folurion.
XI. Voild donc I'érendué, qu'il faut donner & mon avis au pro-
bléme fur les mouvemens des cardes: Ayant doiné au commencemsnt

@ la corde une figure guelcongue, fuit algébvique, foit tranfeendente, fore
méme mécanique, il sagit de déitevminer le mowvement, gue la corde
pourfuivra aprés avoir ét¢ relichée.  Sur ce pied il eft bien clair, que
la folution rirée de la combinaifon des trochoides ne fauroit étre repar-
dée, que comme trés particulicre. Or, me demandera- t-on, l.n'h:%ln

tion générale eflt-elle bicn polfible? Je crois que la folution, que jen ai

Miwn, de ' dead, Tom, 1X, Ce¢ don-
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donnée, n'eft limitée & aucun égard, du moins je n'y puis decouvrir
aucune faute, & perfonne n'en a encore montré linfuffifance, 1l eft
bien vrai que M. &' Alembert, quoiqu’il m'air reproché que ma folution
n'éroit pas differente de la fienne, a avancé, mais fans alléguer la moin-
dre preuve, que ma folution ne s'étend pas i toures les figures pofli-
bles, que lacorde aura puavoir aucommencement; & il eft dans le me-
me fentiment, que M. Bernoulli femble foutenir, que le mouvement
d’une corde ne faureit érre déterminé, 4 moins que fa figure initiale ne
foir comprife dans Péquation, que jai déja plufieurs fois rapportée.

XII.  Je fouhaiterois fort, que M. d"dlembert m’eur indiqué en
quoi je me fuis trompé, quand je donnai ma folution pour générale, &
applicable i roures les courbes initiales, qu'on puifle donner a la corde.
Mais, quoiqu’il en {oir, cela ne fair rien i la recherche préfente, atren-
du qu'il eftcertain, qu'il y a une infinité de cas, ol le mouvement d'u-
ne corde ne fauroir érre dérerminé par le mélange de plufieurs trochoi-
des. Pour le refte je ne m'arrends pas, que M. d" Alembert dile, que
dans ces cas le mouvement de la corde ne fuive aucune loi; il fera done
déterminable par fa nature, & fi ma folution eft faufle, perfonne ne fera
plus capable de fuppléer & ce défaur, que M. d".lembert lui- méme.
Mais je doute forr, qu'il trouve jamais une folution differente de la
mienne, du moins §'il veur s'arrérer aux mémes hypothefes, qu'il a fai-
tes dans fa folurion, & qui I'ont conduirt 4 'équarion::

y:nﬁn?—[—@ﬁn Eé-:f—kf{in E—jf - &e..

XIII. Cependanr, pour m'affurer mieux de ma folution, je
m’en vais traiter de nouveau ce méme probléme par une méthode un
differente, & examiner plus foigneufement tous les raifonnemens,

qui m’ont conduir & la dérermination générale du mouvement des cor-
des, quelle qu'ait éé leur figure initiale.  Or d'abord il faur remar-
quer qu'on fonde le calcul fur quelques hypothefes, qui fonr fort fou-
vent peu conformes & la verité. On fuppofe premiérement la corde

parf.
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parfaitement fléxible, & deftiruée de roure roideur; on netient pasnon
plus compre du reflort de la corde, quoique ces circonftances puiffent
trés confidérablement altérer le mouvement; & partanr on ne peut
pas alléguer les effets qui en fone caulés, cootre la Bonté de la folution.
Enfuire on fuppofe les vibrations de la corde infiniment perites, de for-
te que la corde ne change pas de longueur pendant fon mouvement,
& que chaque point de la corde demeure roujours dans la méme ligne
droite perpendiculaire & 'axe: or il eft évident que la petire augmen-
tation de i longueur dela corde dans les excurfions, peutaufli contri-
buér quelque chofe & I'altération du mouvement.

XIV. [l s'agit donc feulement d'une folurion, qui foir conforme
i ces hypotheles, & point du rour d'une telle, qui facisfaffe parfaitement
aux phénomenes, que I'expérience nous offre. Mrs. Bernonlli & &4
Jembert ont fait ces mémes hypothefes ; & ils n'attendront done rien
de la mienne, qui approche davantage de la vérité.  On n'a fair ces
hypothefes que pour la facilité du calcul; car on pourroit bien renic
compte dans la folution, tant de la roideur de la corde, que de fon al-
longement dans fes excurfions, & donner aux vibrations une grandeur
finie; mais on parviendroir 4 des formules {i compliquées, quon n'en
fauroit déduire aucune conclufion [latisfailante.  Ce ne fonr pas les
principes mécaniques, qui nous abandonnent dans ces recherches; ceft
plutdr I'analyfe, quin'eft pas encore portée 4 ce degré de perfeétion,
qu'il faudroitpour ces fortes de queftions. Les bornes de I'analyfe nous
obligent 4 de relles hypothefes, pour faciliter en forte la folution, qu'elle
ne s'écarte pas trop fenfiblement de la vérité.

XV. Confidérons donc une corde fixée par fes deux bours aux
points A & B, & pofons la diftance, ou la longueur de la corde AB—a,
foit 'épaiffeur de la corde partout la méme, & la mafle ou le poids de
voure I corde — M: foit de plus la tenfion de la corde, ou la force
dont elle eft tendué —=F, exprimée par un poids: donc fi Bous prenons

Cca une
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une partie quelconque AP — x, famafle fera = @ﬂ—x , & la maffe

de I'¢lément Pp = IE'[-;& Suppofons maintenant, que la corde ait

é1¢é dérournée au commencement 4 une figure quelconque, & qua-
prés un tems ccoulé =1, elle foir parvenvé i la fioure AMB.  Pofant
donc pour cerre figure Uabfeiffe A P == x, & Iappliquée P M — y,
celle-cy fera exprimée par une certaine fonction de labfciffe », & du
rems ¢, que nous indiquerons pary —= ®: (x, ¢). Cerre éguation
doit érre telle, quefi P'on pole # — o, elle exprime la courbe qu'on
avoir donnée 1 la cordeau commencement ; enfuite fi 'ondonne 4 ¢ une
valeur dérerminée , qui convient au rems écoulé, cette méme équation
exprimera la nature de la courbe, que la corde aura 4 cet inftant.

XVI.  Tout revient donc i trouver de quelle narure doir éere la
fonétion de x & #, qui exprime la valeur de I'appliquée y.  Pour cet
effer il faur recourir aux principes mécaniques, par lesquels le mou-
vement de la corde cft déterminé: mais, avant que de procéder 4 certe
recherche, D'érar de la corde nous découvre quelques propriétés, qui
doivent necefllairement convenir 4 notre fondtion y — @: (a, 2).
Car, puisque la corde eft fixée au point A, il eft évident que pofant
x — o, cette fanction doir evanouir, quelque valeur qu’on donne au
tems 2. Enfuire, puisque I3 corde eft aulli fixée en B, fi 'on pofe
x—a, la fonction doit aufli fe réduire a zéro, quelque valcur que
puifle avoir le tems?.  Nous connoiffons donc déji, indépendamment
des principes mécaniques, trois propri¢tés de notre fonétion
y—=®@: (x,¢), dontla premiere eft que pofant # —o, elle exprime
la courbe iniriale de la corde, & les deux autres, que quelque valeur
que le tems # puifle avoir, I'appliquée y evanouiffe toujours; tant pour
X = o, que pour ¥ — a.

XVlly Puisque la corde, aprés le tems ¢, eft réduite d lafigure A
MB, voyons par quelle force chacun de fes €lémens elt folliciré ; &
il
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il eft clair que dans certe recherche le tems # doit étre regardé comme
invariable. Or, en vertu de 'hypothefe que les excurfions de la corde
font infiniment petites, la tenfion de la corde dans I'état AMB, fera
la méme dans tous les points de la corde, & partant—F. Donc, par
la tenfion de I'¢lément précedent M u, le point M fera follicité vers la
direftion M P par la force F (_1%}.) , ol (fﬁ-} marque fa valeur de
.y e

d
la fradtion d——i en pofant le tems ¢ conftant.  Or par la tenfion de

I'élément fuivant Maz, prenant Pp — Mm ——dx, le point M fera

follicité en fens contraire par la force IF (Gi) ~- d G__D) &

partant combinant ces deux forces enfemble, le point M fera follicité fe-
lon la dire¢tion MP par la force — Fd C::F) . Puisque dans ce

d 1
différentiel le rems # eft encore pris pour conftant, certe force fera—
_ 44y ddy :
— —Fda CFF) , ou la formule (ﬁ’_r‘ exprime la valeur

ddy
dx?

XVIIL.  Concevons que toute la maffe de I'élément M, qui eft

Md . :
= ——; foir rétinie au point M, & clle fera follicitée dans la direc:

de en fuppofant le tems # conftant.

, dd
tion MP parla force = — Fdx (:?.:'-_{) ; c'eft donc de cette for-

ce que le mouvement de I'élément M 2 fera aliéré, & puisque ce
mouvement fe fait fuivant la méme direétion M P, fi nous voulons dé-
terminer ce mouvement , nous devons regarder I'ablciffe AP =«
comme conftante, & nous renir uniquement 4 la variabilité du rems #.

Or les principes méchanigues nous donnenr I'accélération de ce mou-
Cec 3 vement
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vement {elon la direction MP—=- 2 (% , laquelle doit étre éga
le 4 a force accélérarrice, ou 4 la force motrice — Fdx (%ﬁ) di-
Mdx

vifée par la mafle ~— d’oll nows tirons cette équation :

(:f.:f].r _ E rf.;:fjf) (ﬁ}) __ Fa rf.rf}:)
— 27/ M\ixz/ M \de/ — aM\dae
Pour lintelligence de cetre équation il fuffit de remarquer, que dans la

formule (%) le feul tems 2 eft regardé comme variable, & dans

la formule (j?) la feule abfeiffe

XIX. A’ cere occafion il fera d propos d'expliquer davantage
cette maniere d'indiquer les différentiels des fonétions de plufieurs va-
riables, en n'en faifant varier qu'une feulement; puisque certe confidé-
ration eft d’une trés grande urilité dans quantité de problémes mécha-
niques & hydrodynamiques. Soit donc y une fonétion quelconque
des variables &, #, u, &c. & enles failant varier routes, le diffé-
renriel de y sura une telle forme dy = Pdx - Qdt - R du, ot
le membre Pdx marque le différentiel de y, en faifant varier la feule
quantité x, & regardant les autres ¢, & » comme conftantes.  De
méme le membre Qdt marque le différentiel de y en faifant varier la
feule quantité £, & le membre Rdw celui en faifant varier la feule
quantité . Certe confidération nous donne donc i connoitre les quan-
tités finies P, Q, & R: or, pour ne pas avoir befoin de rant de let-
tres, je les indique de la maniere fuivante :

r=() a=(Ds =@
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XX. Connoiffant donc la fignification de ces exprefflions &
d'aurres femblables, on les peut érendre & desdifférentiels de plus haurs
degrés. Ainfi, puisque P — (g-!), & que P eft encore une fonc-

A
tion finie des quantités x, #, w, on aura une idée julte de l'expres-

P ; ; ddy
fion ﬁ)’ au lieu de laquelle je mets (E’F)’ de forre que po-

dy d
fant (-—}- = P, cette expreflion £y renferme la valeur de
dx dx®

dP a"y) e ; (a‘n’ y)
(3—;) De méme ayant (E; = Q, Vexpreflion ( ~—3 fera
dQ ; ddy\ _ (4R
la valeur de (_ﬂ ; & pareillement J#,I =\ ) On peut
aulli changer dans les différentiations fuccesfives les variables, & ainfi

dp . ddy
la valeur de (E) fera exprimée par (H E?)’ & celle de

dd
(j",*_g") o (J?i) . En conféquence de cela il y aura auffi :
GD=G) GD=@G
dxdu — WA Tidmt — \T%
N = (D); (¢ = (B
dtdu/ = \Ndul’ dudt/ — Ndt)’

XXL.  Or on fait que dans un tel différentiel compler 4 y =

Pdx 4~ Qdt -~ Rdu, les quantités finies P, Q, R, font dans une
telle rélarion entr'elles, que felon la méme maniere d’exprimer il y a:

=G @ =G D= (@)
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De la nous aurons:

if:f}’ o i‘i‘r-:'-"}-' {d x ;f‘-‘f J',rfjr
(a";d}) . (a’nfx) C/.w':.r) rfmf.f’) (Bﬁn Judt
ot il eft fort remarquable, que {i le dénominateur contient deux diffé-
rens différentiels, il eft indifférent en quel ordre ils foient ecrits. De ld

on comprendra aifémenr la fignification de femblables formules, lors-
qu'elles renferment des différentiels plus hauts :  ainfi pour connoitre

3 o i.l"rl'.lF
la valeur de i ) qu'on pnﬁ: 7o }) == V, & on gur
diy rﬂ"’ : d?y !
rf.tJ) ( . Pareillemenr ayant ( T de) fi 'on mer

ou (a’_il) = V ou f;# = U, la valeur de (a".r- y ) [e-

IV dU A .
ra ou — 'E"?) ot} = 73] & cela nous éclairar fufhfam-

ment fur la fignification de femblables formules, qui renferment encore
de plus hauts différentiels.

XXII. Voild donc a quoi le probléme fur le mouvement de la
corde eft réduir : il s'agir de trouver pour y une relle tonétion des
deux variables x & ¢, qui fatsfaffe & cette équation :

F dd
(jr:'r) x ﬁ’;]’) , outre qu'elle renferme les propriéeds

marquées cy - deﬂ'us. Mais, avant que de faire atrention a ces proprié-
tés, cherchons en général tﬂufll‘_E les fonctions poflibles de x & ¢, qui

Fa ,dd
DEF 1€ N

probléme, dont M. d".4embert a donné le premier une folurion pfé
nérale ; & il feroit 4 fouhairer qu’on découvrit une méthode propre i
réfoudre

étant mifes pour y, rendent (
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refoudre d'aurres formules femblables.  Une relle méthode ferviroir &
réfoudre quancité de problémes, quon a ¢éié obligé d'abandonner
Jusqu’ici.
XXIL.  Avant que d'entreprendre la réfolution de certe équa-
tion CM} — Tl gy je remarque qu'ell ; ?
=) =~ F),.] arque quelle a une étendué
infinie. Car i P, Q, R, font de telles fonétions de » & #, qui
farisfone 4 cetre équarion, érant polées pour y, de forte qu'il y air
tanty =P, que y = Q, & y =R, il elt clair que cetre valeur

y= aP 4+-E6Q4-7yR,

fatisfera également & ladite équation.  La raifon en eft, puisque y n'a
qu'une feule dimenfion dans notre équarion. Certe remarque nous
conduit dabord i la folution de M. Bermoulli, prife dans un [ens plus
géncral; car fi les équations y =P, y = Q, & y =R, renferment
chacune une elpece parriculiere de vibration de la corde, la méme
corde fera aufli fusceptible d'un mouvement repréfenté par cerre équa-
tion y — a P 4 § Q ~ yR; & cette méme compofition a aufli
lieu dans tous les aurres genres de vibrations, pourvu qu'elles foient
infiniment petites, puisque I'équarion, qui exprime le mouvement, ne
contient dans tous fes rermes qu'une feule dimenfion de lappliquée .
C’elt done ici, qu'il faur chercher le vray fondement de la folurion de
M. Bermonlis,

XXIV. Pour la mefure du tems, que j'ai marqué ici par ¢, je
ne m’arréte pas directement 4 déterminer la longueur du pendule ifo-
chrone. Mon but principal eft d'alfigner pour chaque moment la fi-
gure & I'érar, ou la corde {e trouve alors : c'eft de ld qu'on connoitra
le vray mouvement de chaque point de la corde, & il fera enfuire aifé
de le comparer avec le mouvement d’'un pendule. 1l eft aufli néces-
faire de rraiter fur ce pied-li le mouvement des cordes, puisqu'on n'eft
pas affuré, fi rous les éiémens de la corde achevent leurs vibrations
en méme rems.  Mais, pour avoir une meflure ablolué du rems, on n'a

Mim, de 1" Aead, Tom. 1X, Dd qu'd
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qu'd introduire ka hautcur g par laquelle un corps grave tombe dans
une feconde, & i écrire 2 ¢ Vg au lieu de 2, & alors la quanrité #
nous donnera le rems exprimé en minures fecondes. Pofons donc
2 tVg pour ¢, & parrant 4gdt* pour :fr“ & notre équmnn, qui

. T .r;'ll
renferme le mouvement de la corde l'cru S MF ) Y )

ou bien : (‘M}r) _— HFﬂg !M'?) Amf' ce n'eft pas [ur le pen-

dule ifochrone, que je f{mde |i connoiffance du mouvement des cordes
comme M. Bernowlli me le reproche rant de fois.

XXV. Ayant réduit la confidération du tems 4 une notion pré-

cife, pofons pourabréger 1_?1’-'3' = ¢¢, &il s'agit de réfoudre I'é-

/
quation erfy) — e r{{—-{), ou de chercher pour y routes

les fonétions de # & x, qui fatisfaffent & cetre équation.  Puisque le
rapport des différentio- différentiels de y eft donné par cette équation;
Je commenceral pnr chercher celui des premiers différentiels, ou plutor

des quantirés ( = ) Qy) Or comme celui-la eft conftant, il

eft aifé de woir que celui-cy le fera aufli. Suppofons donc
d d

( d—r —h ( 3}') ; & prenant de part & d’aurre les différentiels en

i e G516 vtk ddyN __ , ¢ddy

uppofant la feule x variable, nous aurons ( —-- ) — (3}_5.).

dt dx.
Eafuite prenons auffi les différenticls en fuppofant la feule ¢ ‘.rariahie,

dd d :’f
& nous aurons ﬁ—b = E w7, )+ Done, puisque (d )_..

= G—ﬂ;—i) — di}) nous en tirerons ( == —kk (ﬂ,@)
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& cerre équation devant émre la méme avec la propofée, nous donne
kk — ce, & partantou £—=c¢ ou £=— ¢

XXVI. Donc routes les fontions de x & #, qui érant mifes
pour y fatisfonr & I'une ou a l'autre de ces deux équations,

e dy dy \ — dy
(Z)=~+<(z) & (F)=—(3)
rempliront aufli en général les conditions renfermées dans notre équa-

tion, quidétermine le mouvement de la corde :

ddy AT TS dd ¥y

Iﬁ) == (a'.r‘

ou bien cette équation différentio - différenticlle renferme les deux

équarions différentielles précedentes a la fois. Et partant nous fommes
d

parvenus i réfoudre cerre égaliré (ﬁ) el (;—D, ce qui fe fera

le plus promptement par la confidération, qu'il eft

dy — dt (‘5—{) 4= dx (%_)
d'ol nous tirons 4 caufe de (;{) 3 3 %)
dy = kdt (g} —= dx (j—,—;) ou dy =(dx-+kde) C%)
Il faur donc que G;_I) foir une fonétion de la quantité x —+ &g

pour que la formule trouvée foic poflible, & par conféquent lintégra-
tion donnera pour y une fonétion de & - £ 2.

Dd 2 XXVIL
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AXVIL. De li nous concluons réciproquement, que toute fonc-
tion de a—-4f, étant mile pour y, fatisfaitila condition exprimée par
la formule (:—j—:) —" ::5 . Celaeft auili clair de foi-méme ; car mar-
quant par ®(x—4-4t) une fonétion quelconque de la quantité ¥—-£t,
& fon différentiel compler par (dx -4 d¢) /(x4 4t), ol
@/ (x~-k¢) marquera une auire fonétion finie de x == & ¢, .qui
dépend de la narure de la fon&tion @ (2 == 42 ); fi nous pofons
y = ®(x—kt), nousaurons 4y — (dx == kdt) ! (x - k#)
& partant fuivant ndtre maniere d’exprimer

TN e dy __ o,
(E%) = k@ (x4 kt) & (2) = @/(x—4ke)
: , Y | d _
d'ott 1l eft evident qu’il eft (ﬁ) oM (?}' . Nous voild donc
arrivés & une conftruction générale de cette formule (%) — (g:_)

qui nous donne en quantités finies pour y une fonétion quelconque
de la quantité x = k2. -

XXVIII, Or puisque # eft,on —=—r¢, ot = ——¢, 4 no-
2o s . d A

ere équarion differentio-differentielle (‘% = &% (513) pofant
4

F 1
2 Mﬂg , fatisfera également & rtoute fonction de la quanrité

& —=ct, & toute fonftion de la quantité ¥ — ¢c#.  Prenant donc
® & ¥ pour des marques des fonétions quelconques, & 'une &
l'autre de ces deux valeurs:

I=Q(x+ct) & yT¥(v—2r2)

fatisfera €galement 4 I’équation , qui contient le mouvement de Ia
- '~ corde:

[ =
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ag pd
corde: (a’r’) _nF g (J@) pofant r.._ViFﬂ‘ ;
Donc 4 la méme équarmn farisfera aufli en général cerre valeur com-
polée : Yy =D (x=ct) 4= ¥ (xr—rct).

XXIX. Pour éclaircir cela mieux, il faur remarquer que toute
fonétion, de quelque nature qu'elle foir, peut totijours érre repréfen-
ter par une ligne courbe, dont l'appliquée exprime une cerraine fone-
rion de l'ablciffc.  Ayanr donc conftruic pour la fonétion m:rqméc
par @ une ligne courbe ES, & pour la fonétion marquée par ¥
une autre ligne courbe FT, i" nous prenons dans celle-li I'abfcifle
EQ—==x --|-- et, & dans ccile-c}' lablciffe FR— & —= 2, les
appliquées ﬁ:rnm: ~

QS5=Q(xv4-rc2) & RT""”:P(:r — 1)
& la fomme de ces deux appliquées, ou de leur multiple quelcon-
que, nous fournira roljours une valeur convenable pour y, qui faris-

-ddy
ar?
propre a nous r:prefenrer le mouvement véritable d'une corde, pour-
vu qu'elle foit conforme aux autres propriérés mentionnées au com-
mencement.

fera 4 I'équation ( e rr( o ) & qui par confequent fera

XXX. Or, fans faire encore attenion 4 ces prnprié:éﬁ, & m'ar-

rérant uniquement & P’équation ( ﬂi) el ( ) , il elti impor-

tant de remarquer, que les deux courbes ES & FT font ablolument
arbitraires, & qu'on les peut prendre & volonté ; car, quelles que
foient ces deux courbes, fi nous y prenons les abfciffes EQ — & ~4-c¢
& FR = x ~ ¢, & que nous pofions y —=QS—+RT, ou bien
y=mn (Q_S-i—RTJ, il eft certain que cette valeur fatisfair & notre

Dd j équa-

Fig. 2
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équation ; ¢e qu'il feroit aulli aif¢ de prouver indépendammenr de l'ana-
lyfe, que je viens de déveloper. Or, ce qui eft le principal; ces deux
courbes appliquées de la maniere enleignée, farisfont également, foir
gu'elles foient exprimibles par quelque équartion , ou qu elles foient
rracées d’'une maniere quelconque , de forre qu'elles ne puiflent érre
aflujetties @ ancune ¢quation. Le Lelteur eft prié de réfléchir bien
fur cetce circonftance, qui coenrient le fondement de 'univerfalicé de
ma folution, canteftée par M. d’lembert.

XXXI. Mais voyons maintenant, de quelle condition doivent étre
ces deux courbes, ou la narure des deux fonétions @ & ¥, afin que
les premieres propriérés de la corde foient mainrenues. Or d’abord
il faur, que pofant &« — o, l'appliquée y evanouiile retjours, de quel-
que durée que foit le tems ¢: foit donec x —= o, & il faur qu'il foit;

Q(ct)4+¥(—ct)—o ou ¥(—ct)=—=D(ct)
d’ot Ponvoit quela fomction exprimée par ¥ eft égale i celle qui eft expri-
mée par P, & que prenant les abfciffes négaririves, lesappliqueés devien-
nent aufli négatives en canfervant les mémes valeurs. Les deux courbeg
ES & FT_fe réduilent done & une feule courbe, qui doir étre relle,
qu'aux abfciffes négatives réponde une brimche femblable i celle qui ré-
pond aux abfciffes pofitives; mais qu'elle tombe de I'surre c6té de 'axe.
Si donc @ margue une relle an_&inn_., que j'ai nommée aurrefois impai-
re, puisqu'elle ne contient que des puillances impaires de la quantité, dont

elle eft fondtion, notre équation fera : y =P (v o) 4= @ (w—cr).

XXXIL. L’aurre condition exige, que pofanr x—.4, la valcur
de y evanouifle également, quelque quantité que puifle avoir le tems ¢
il faut donc qu'il foit: @ (a—=ct) 4= O (a——ct)—o0.

La courbe doit donc étre telle, que fi I'on prend l'abfcifle — a4, &
& qu'on y ajoute, ou en retranche la méme quantiré quelconque, les
appliquées, qui répondent d deux relles ablcifles foyent égales, mais.
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affeftées de divers fignes. Cerre courbe aura donc non feulement au-
tour du point, ol eft pris le commencement des ablcilles, des branches
alrernativement femblables, mais aufli autour du point, ou fe termine
Fabfcilfe — 4. De la il s’enluit, comme j’ai fair voir, qu'elle doit avoir
une infinité de rels points éleignés entr'eux du méme intervalle —a,
auprés desquels les branches de la courbe foyenr de part & d'aurre al-
ternativement femblables.

XXXIIL.  Si lon examine plus exaltement les raifons, fur les-
quelles je viens de fonder I'identité des fonétions ©@ & ¥, & quon
falle furrour artention, que les deux courbes ne fonr aflujerties & au-
cune loi, on s'appercevra allément, que I'égalité ¥ (-ct) =— D (c?)
pourroit aufli avoir lieu, fans que les deux fonctions fullent égales.
Mais il faur encore avoir ¢gard 4 une autre circonftance renfermée
dans la propofition du probléme, qui exige abfolumenr cetre égalité
des deux fonétions. On fuppofé que la courbe commence fon mou-
vement du repos; donc il faut que, pofant le tems # — o, la vitefle

de chaque point de la corde, qui eft exprimée par ( y ) evanouifle.
Or ayant trouvé y — @ (x ¢t )4 ¥ (r—~ct), la différentiation
fournit Cg) — e @/ (xr=fct)——c W (xo—pt].

Pofons donc =0, & il faur qu'il foit Q/(x) = ¥/(x), d'oil Iiden-
tité des fonétions &¢ & ¥/ & partant aulhi des fonfhions & & ¥
s'enfuir ouverrement. Nous n'avons donc qu'une feule courbe, qui
nous fervira de régle pour dérerminer le mouvement de la corde.

XXXIV. Certe courbe doit donc étre telle, comme elle eft pré-
fentée dans la troifiéme figure: fi AB repréfente Ia longuenr de la cor-
de —a, la courbe ADB s'érendra de Pun & l'autre coté 3 Iinfini,
en forte que la portion A D/B’ foir égale & femblable a la courbe
ADB, & de l'autre cdt€ de méme la branche B/D/A foir égale &

fem

Fig. 4.
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femblable 3 la branche BDA. Or la courbe ADB eft ablolument
arbitraire, comme j'ai déji fair voir; & il n'importe fi elle eft régu-
liere, ou comprife dans quelque équation, ou fi elle eft irréguliere, ou
tracée d’une maniere quelconque.  Ayant donc décrit une relle cour-
be ADB quelconque, qui pafle par les points A & B, on n’a quii
réiterer la defcription de la méme courbe a I'infini, ranc vers la droite
que vers la gauche, en la pofant alternativement au deffus & au des-
fous de P'axe, de forte que partout les bours femblables foient joints
enfemble ; ainfi en A on joigne la méme courbe ADB par le bour A,
& cn B par le bour B, tour comme j'en ai enfeigné la conltruétion
dans mon Mémoire fur cerre matiere. 4

XXXV. Ayant donc décrit une relle courbe quelconque, elle
nous découvrira toujours un mouvement, dont la corde eft fufcep-
tible. Car pofant ¢ = o, nous en connoirrons d'abord la figure, que
{a corde doir avoir au commencemenr, pour que ce mouvement s'en-
fuive. Puisque nous avons pour un tems quelconque ¢,

y=nP(ax~-ct) =P {x—-ct)
prenant pour # une fraction aflés petite, afin que les appliquées dans la
figure de la corde demeurent toujours quafi infiniment petites, nous
en tirerons pour la figure iniriale de la corde cetre équarion :

=2 Q) nd(x) =220 ()
c’elt i dire, prenant fur notre courbe I'abfciffe AP — x, I'appliquée
PM prife 2 7 fois nous donnera I'appliquée pour la figure iniriale de
la corde, quiconvient i I'sbfciffe x.  Done, i les appliquées de Ia
courbe A M B font affés perites, on pourra prendre » — %, & I
figure arbitraire ADB elle-méme repréfentera la figure initiale de la
corde. ' .

XXXVI. Réciproquement donc, dés quon connoir la figure ini-
tiale,qu'on aura donnée i la corde avant que de larelicher, rien ne fera
plus aif¢ que de décrire notre courbe infinie B/D/ADB‘D &c. qui

nous
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nous fera connoirre le mouvement, que la corde pourfuivra. On
tracera la courbe AMDB, égale & femblable a la fipure initiale de Ia
corde, & on en réitérera la conftrution, rant vers la gauche au dela
dupoint A, que vers ladroite audeld du point B, alternativemnent au des-
fus & au deflous de I'axe, en forte que partout les bourts qu'on  joints
enfemble foient les mémes.  Cette conltrution a roujours lieu, de
quelgue narure que foir la figure iniriale propofée de la courbe, & il
ne s'agit ici que de la portion ADB; laquelle quand elle-méme auroi
d’autres conrinuations de part & d'autre en vertu de fa nature, elles
n'entrent en aucune confidération.  Ainfi, (i la figure ADB éroir un
arc de cercle, fans fe foucier de la continuation narurelle du cercle,
on répétera la defleription de ce méme arc de cercle ADB i linfini
alternativement au deflus & au deflous de axe; & la méme régle a
toujours lieu, de quelque nature que puiffe érre la figure iniriale de la

corde.

XXXVII, Les différentes parties femblables de cette courbe ne
font donc lices entr’elles par aucune loi de conrinuité, & ce n'eft que
par la defeription, qu'elles font jointes enfemble.  Par cette raifon
il eft impolhible, que toure cerre courbe foit comprife dans quelque
équarion, 4 moins que par hazard la figure ADB ne foir relle, que fa
continuarion naturelle entraine routes les autres parties réitérées ; &
ceft le cas, ol la figure ADB eft la rrochoide Taylorienne, ou felon
M. Bersonlli un mélange de plufieurs relles trochoides. Cleft auffi
felon route apparence la raifon, pourquoi Mrs. Bernoulli & & Alem-
bert ont cru, que le probléme n’éroit réfoluble que dans ces cas.
Mais, de la maniere que je viens de conduire la folurtion, il n'elt pas
néceflaire, que la courbe diredtrice foit exprimée par quelque équa-
tion, & lafeule confidérarion du rrait de la courbe fuffit & nous faire
connoitre le mouvement de la corde, fans 'affujerrir au caleul.  Je fe.
rai aufli voir, que ce mouvement n'elt pas moins régulier, que fi la
figure initiale ¢roic une trochoide, & par conféquent la régularicé du

Mim, de Pdcad, Tom. 1X. Ee mou-
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mouvement ne peut écre alléguée en faveur des trochoides 4 V'exclufion
de toures les autres courbes, comme M. Berwozlle femble le fourenir.

XXXVIIL.  Or, pour dérerminer par cette méthode le vérirable
mouvement de la corde, fuppofez que fa figure initiale aic été la cour-
be AMB (Fiz.4.), &il s'agit de dérerminer Ia igure que la corde au-
ra 4 chaque tems propolé de ¢ fecondes, depuis le' commencement du
mouvement. Pour cer effer qu'on décrive par la defeription réirérée
de cette méme courbe AMB, lacourbe direélrice AMDB, (Fig.3.)
continuée de part & d'autre a l'infini, comme jai enfeigné cy-deflus; &
pour connoitre le mouvement du point M, qui fe fair par hypothele
dans ladroite MP, qu'on prenne dans la direétrice (Fig.3.) de part
& d'autre du point P les intervalles PQ—PR —rc¢, & ayanr tiré les
appliquées Q5 & RT, qu'onprenne Pm (Fig. 4.) égale 4 la {emi-
fomme de ces appliquées, ou Pm = § (QS—4-RT); & le point m
fera le lieu, o le point de la corde M fe trouvera aprés le tems ¢.
De li il fera aifé de juger de la vitefle du point =, en comparant fon
lieu avec celui, ot il fe rrouvera a l'inftant fuivanr.

XXXIX. Silon prend le tems # de rant de fecondes, qu'il de-
vienne ¢# — 4, alors il faur prendre de part & d'autre du point P
les intervalles PQ/ — PR/ =a=AB; & il eft évident qu'll y
sura BQ/ = B'R/ = AP, & partant les appliquées QIS & R/TV

k i |-
égales entr’elles. Donc, aprés ce tems ¢ —= — le point de la corde
c

M fe trouvera de I’autre c6té de I’axe A B en N, de forte que
PN — Q’S/: d'ou il elt évident qu'aprés ce rems toure la corde
aura la figure ANB égale 4 la figure B/T/DA, & partant aufli
égale d la figure iniciale AM B, mais dans une fituation renverfte, de
forte que la figure ANB foit femblable 4 la figare BMA.  Puisque
les rangentes en S/ & T/ font également inclinées 4 Paxe, en re-
culant les points Q/ & R/ infiniment peu également , la fomme

des
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des appliquées demeurera la méme, & partant aprds le tems ;-—}— de

le point M de la corde fera encore en N': donc, lorsque lacorde fera
parvenué dans la ficuation ANB, elle naura plus de mouvement.

XL. Une vibration ayant donc commencé par 1’état initial
AMB, clle finira par I'érat ANDB, & parrant le tems de certe vibra-

. a . s .
tion fera = = fecondes, & il elt évident que toutes les autres vi-

brations fuivantes feront de la méme durée. Pour mieux connoitre
ce tems, on n'a qu'd fe rappeller, que nous avons mis ¢ pour la quan-

tieé V' %E ; donc le tems d'une vibration de la corde fera —V EIE‘i
=rg

fecondes ; & cetre expreffion paroit plus propre 4 nous faire connoi-
tre cc tems, que la longueur d’un pendule fimple ifochrone. 1l faur
remarquer ici, que M marquant le poids de la corde, & F la force
rendante aulli exprefiible par un poids, ces deux quandrés M & F
font homogenes entr'elles, de méme que les deux quantitds 4 & g,
dont celle- li marque la longueur de la corde, & celle- ¢y la haureur,
par laquelle un corps pefanr rombe dans une feconde, qui eft de 15 §
pieds de Rhin. Deld on connoitra promptement le nombre de vibra-
tions, que la corde rend dans une minute {feconde, car ce nombre

— 2k
fera — Vm-

. . i .
XLY Il eft certain quiapres le tems ¢ — - la corde parvienne

dans la fitvation ANB; mais il pourroit bien arriver, qu'elle s’y fiit
trouvée déji pendant ce tems une ou plufieurs fois, & dans ces cas
le tems d'une vibration [e réduiroit a la moitié, ou au tiers, ou i quel-
qu'autre partie aliquore.  Cela dépend de la figure initiale qu'on aura
donnée a la corde, laguelle, lorsqu’elle n’a qu'un ventre, comme dans
la quatriéme figure, le tems d'une 'i-;:brﬂriﬂn fera fans aucun doute

€ 2 —
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a Ma

- = v Y fecondes. Mais, fi la figure initiale dela corde avoit

deux ventres égaux AEC, CFB, comme dans la cinquidme figure,
& que la partie AEB fur égale & femblable dla figure BIFC, on voit
par notre conftrudtion, que le point C demeureroit roujours en re-
pos, & que le mouvement de [a corde feroit le méme que celui d'une
corde de la moitié de longueur, & d'une tenfion ¢gale.  Or il faur
pour produire ces vibrations deux fois plus rapides, que le nceud de la
figure initiale C fe trouve précifiment au milieu de la longueur, & que
les deux ventres AEC, BFC, foyent égaux & femblables entr’eu : car
fans cette condition le point C ne refteroir point immobile.

XLII. Ce que M. Bernoulli a remarqué fur le mélange de deux
ou plufieurs trochoides, eft également applicable a roures les autres
courbes imaginables.  Car, quelle que foit la figure initiale de la corde
AMB fig. 4. elle peut fervir d'axe 4 une autre figure {femblable 4 la
fig. 5: & celle-cy pourroit encore fervir d’axe & d’autres figures fem-
blables 4 plufieurs ventres. Dans ces cas le fon toral de la corde fera
un mélange de plufieurs fons, dont I'un feroit I'oftave, les autres la
douziéme, laquinziéme, la dix-fepriéme, & ainfi de fuite. Ce mélange
de fons rendus par une corde d la fois, que M. Bernow/li a le premier
fi heureufement expliqué, n'eft donc pas un effer i effentiel de la com-
binaifon des rrochoides Tayloriennes, qu'il ne puifle également éere pro-
duit par une femblable combinaifon d'autres courbes quelconques. Et
quand on fair réflexion a la maniere, dont on eft accourumé de frapper
les cordes, il eft trés probable, qu'elles ne prennent jamais la figure
des trochoides, ni qu'elles y approchent de plus en plus: puisque
tous les phénomenes, que M. Hernoulli allégue, peuvent ée égale-
ment l'effer de roure autre figure quelconque.

¥LHI. Il me femble que ces réflexions font fuffifantes & mertre
ma folurion & abri de routes les objeftions, qui peuvent I'avoir rendué

fulpecte & M. Bernoulli, & furtout & M.d' Alembert.  Celui-cy n'ayant
allé-
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allégué aucune raifon, s’eft contenté d’avertir les Lecteurs de mon M¢-
moire, qu'ils ne s'imaginaflent pas, que mafolurion éroit fi générale que
je I'avois donnée, & qu'elle ne s'érendoir pas 4 des figures quelconques,
qu’on auroit données 4 la corde au commencement. Mais M. Bernornlli
femble foutenir, que pour la produdtion des vibrations ifochrones il faiile
ablolument gue la force accllératrice foit toujours proportionelleal'es-
pace prreoury, jusqulan licu natarel. Sc[ﬂn ce fentiment, ayant trouvé

* i ddy
en général laforce accélératrice —— M ( e ) , il faudroir la po-

fer pmpmtiund!a a la diftance y, pour avoir une telle équation
Ady
M dx?

n'y entre plus, feroit y= :';rﬁn.ar'lr"’ﬂ & pour que IappquurEe éva-
T

F.—nr a’

Ma
MTTE

)‘“‘ =, donr ['intégrale, puisque la confidération du tems

nouifle aufli en pofant ¥ =4, il faudroit qu'il fur V

quant par A un nombre entier quelconque. On auroitdone e== ——

d’ou rélulrent en effer routes les trochoides Taylarnenne.&.

XL1V. Mais, outre que certe fuppofition feroit aufli contraire 4 la
combinaifon de deux ou plufieurs rrochoides, que M. Bernowli recon-
noit pourtant dans le mouvemenr d’une corde, je remarque que cette
hypothefe eft ablolument arbirraire, & qu'une infinité d’autres forces
font aufli propres 4 produire l'ifochronifme dansle mouvement des cor-
des. Si la force accélératrice devoir uniquement dépendre de I'appli-
quée ¥, de forre qu'elle fur roujours la méme & la méme diftance ¥,
quelque grande qu'ait écé U'excurfion de la corde, je conviens qu'il n'y
en auroit pas d'aurres propres & procurer ifochronilme, que celle qui
feroit proporrionelle a la diftance y. Mais, désqu’on accorde, que certe
force pourroir aulli dépendre du plus grand éloignement, on ne fauroit

Ee 3 plas
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fus disconvenir, qu'une infinité d’autres forces ne fur aufli propre i ce
deflein. Or M. Bernoulli a fait voir lui-méme, qu'il peut y avoir
de I'ifochronifme en des mouvemens, ol la force follicirante du corps,
neft pas fimplement proportionelle i la diftance; & les manieres qu'il
rapporte, ne font qu'un cas particulier de la méthode générale, dont
jenvifage ici le mouvement des cordes.

XLV. Tout ce que je viens de dire, ne regarde que les cordes,
qui font de la méme épaiffeur par toute leur érendué; & je conviens
aifément, que {i 'épaifleur de la corde éroit variable, il feroit impoflible
d’en dérerminer le mouvemenr aufli généralement, que j'ai fait ici pour
les cordes également €paiffes.  Mais ce n'elt pas l'incommenfurabilité
des tems de diverfes vibrations, dont la méme corde eft fufceprible,
qui arréte la folution, comme M. Bernoulli femble Pinfinuer. ~ Cleft
plutdr par une imperfection de I'analyfe méme, qu'il n’eft pas poffible
de conftruire I'équarion differentio-differentielle, qui renferme alors le
mouvement. Car, comme pour les cordes d’une épaiffeur uniforme j'ai
trouvé cette équation _;ﬂ‘-)) =i 3;%) , qui a admis une cons-
trution générale; ainfi les cordes d’une épaiffeur variable conduifent

a une telle équarion ;L:—‘z) =X %J%), ot X eft une certaine
fontion de x, qui dépend de I'épaiffeur. Or, puisqu’ilne paroir pas,
de quelle nature doir Crre la fonétion y, pour quelle farisfafle & cerre
équation en général, ceft la caufe vérirable que la dérermination du
mouvement de ces cordes femble furpnﬂi:r nos forces: 'I'-'Epﬂﬂdﬂﬂt il
n'eft pas difficile de donner des folutions particulieres pour plufieurs
cas, femblables 4 celles qui font tirées des trochoides pour les cor-
des uniformement épaifles.
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